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ANALYSE NUMERIQUE
CHAPITRE 2 : RESOLUTION DES SYSTYEMES LINEAIRES
(1) Décomposition LU
(11) Exemples de la décomposition LU
(111) Méthode de Cholesky
(1V) Exemples de la décomposition de Cholesky
(V) Correction de I’exercice 2 de la série 2.

(I) Décomposition LU
La decomposition LU d’une matrice A, est une méthode de décomposition d’une
matrice comme produit d’une matrice triangulaire inférieure L (Lower, Inférieure en
anglais) par une matrice triangulaire supérieure U (Upper, Supérieure en anglais). Nous
allons utiliser cette décomposition pour résoudre des systemes linéaires.

(1) Exemples de la décomposition LU
EXEMPLE 1

RAPPEL (Voir I’exemple 1 du précédent document)
|

2X+4y+4z7 =2 L1 2X+4y+4z7 =2 El 2X+4y +4z = 2
X+3y+z=1 L2 y—-z=0 E2 y—-z=0
X+5y+6z=-6 L3 y+4z=-7 E3 7z =7
Itération 1: Itération 2:
L1 — L1 El — E1
L2<—L2—%L1 E2 — E2
L3 — LB—%Ll ES—%EZ
2 4 4 1 00 2 4 4
DoncA=| 131 |=LUaveclL=| + 1 0 fetU=| 0 1 -1
156 % % 1 00 7
EXEMPLE 2
IRAPPEL (\Voir I’exemple 2 du précédent document)
i
X+2y+3z2=3 L1 X+2y+32=3 El X+2y+32=3
2X+5y+9z2=4 L2 y+3z=-2 E2 y+3z=-2
3X+5y+72=5 L3 -y—-2z=-4 E3 Z=-6
Itération 1: Itération 2:
L1 — L1 El — E1
L2<—L2—%L1 E2 — E2
L3 — LS—%Ll E3—‘TlE2



123 1 123
DoncA=| 259 |=LUavwecL=| £ 1 0 |etU=| 01 3
357 % < 1 001
EXEMPLE 3
RAPPEL (Voir I’exemple 3 du précédent document)
|
i
59X + 4y + 2z = -30 L1 SX+4y + 2z = -30 El X+2y+3z=3
10x + 4y + 8z = —64 L2 —4y+4z = 4 E2 y+3z=-2
5X + 6y + 72 = -56 L3 2y + 52 = -26 E3 Z=-6
Itération 1: Itération 2:
L1 «— L1 El — E1
L2<—L2—1?°L1=L2—2L1 E2 — E2
L3 — L3-2L1=1L3-1L1 E3—%4E2:E3—_—12E2
5 4 2 1 0 O 5 4 2
DoncA=| 10 4 8 |=LUavecL=| & 1 0 |etU=| 0 —4 4
5 6 7 = S+ 1 0 0 7
EXEMPLE 4
RAPPEL (Voir la correction de I’exercice 1 de la série 2 - document précédent)
|
i
X+y+2z=-1 L1 X+y+2z=-1 El X+y+2z=-1
2X—-y+21=-4 L2 -3y—-2z =-2 E2 -3y—-2z=-2
AXx+y+4z1=2 L3 -3y—-4z=106 E3 27 =18
Itération 1: Itération 2:
L1 «— L1 El — E1

L2<—L2—%L1=L2—2L1 E2 — E2
L3<—L3—%Ll=L3—4L1 E3—:—§E2=E3—E2

1 1 2 100 1 1 2
Donc A = 2 -1 2 =LUaveclL = 210 etU = 0 -3 -2
4 1 4 4 11 0O 0 -2

(1ll) Méthode de Cholesky

[André-Louis Cholesky, un polytechnicien et officier francais, né le 15 octobre 1875 a
Montguyon et mort le 31 aolt 1918.]

RAPPEL :



Matrice symétrique

Définition : La matrice transposée (ou la transposée) d’une matrice A est la matrice
notée AT, obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

Notation : La transposée de A notée également At, OU TA OU A'. MAIS SOUVANT
ON UTILISE AT ou At

Définition : Une matrice A est dite symétrique si AT = A.

Remarque : Pour calculer AT, on échange les lignes de A par les colonnes de A (ou les
colonnes de A par les lignes de A.

Exemples :

/abc
A=| de f onaAT=| b e
\ghi c f i
(1 2 3

B = 5 6 8 onaBT =

1 10

2
\10 12 45 \3

1

2

12 donc B n’est pas symétrique
45

(12 3 [

C=| 26 8 onaCT =
\ 3 8 45 \ 3
RAPPEL : deux matrices A et B sont égales
djj = bij.
Matrice symétrique définie positive
Définition : Une matrice A est dite symétrique définie positive si et seulement si, ses

mineurs fondamentaux sont strictement positifs.
Exemple des mineurs fondamentaux:

donc C est symétrique

o OO N oo oo Ol

45
i : (1) elles ont la méme taille, (2)

wn

abec
A=] d e f
g h i
Le mineur fondamental d’ordre 1 est : det(a) = a
Le mineur fondamental d’ordre 2 est : det j Z
abc
Le mineur fondamental d’ordre 3est:detf d e f
g h i
4 2 2
Exemple : Montrons que la matrice A = 2 53 est symétrique définie positive.
2 33
4 2 2
OnaA"T=| 2 5 3 |[,doncA=AT,onnoteA eS.
2 33



Le mineur fondamental d’ordre 1 est: 4 > 0

Le mineur fondamental d’ordre 2 est : det(

N AN A

2 ) =16>0
5
2 2
Le mineur fondamental d’ordre 3 est : det 53 =16>0
2 33
Finalement, la matrice A est symétrique et définie positive, on note A € S**

Décomposition de Cholesky

Théoréme : Toute matrice symétrique definie positive admet une unique décomposition
LLT ou L est une matrice triangulaire inférieure avec I; > 0.

RAPPEL
PRODUIT MATRICIEL :
AB =C
a;n a2 a b1 b1z bis C1u1
A= azx ax axn et B= bo1 by bos C-=
as1 as2 ass bs; bz bss

c11 =Premiere Ligne de A x Premiére colonne de B
...... =............LIgne de A....x.....Colonne de B...
cij =i-eme Ligne de A x j-éme colonne de

FIN
RAPPEL
CALCUL DE L : Exemple
4 2 2
On considere la matrice A = 2 53
2 33
La matrice A est symétrique définie positive (voir ci-dessus).
ao0o abd
Pour calculer L, on pose L = b coO onalT = 0 c e
de f 00 f

A=LLT

Premiere colonne de A :

4 = a? donc a = —2 ou a = +2 mais on prend (Cholesky) a = +2
2=ba+cx0+0x0=badonch=1
2=da+ex0+fx0=dadoncd =1

Deuxieme colonne de A :

2 =canesertarien

5=bb+cc+0x0=Db%+c?=1+c?doncc? =4doncc=-2ouc = +2 (Cholesky)
onprend ¢ = +2

3=db+ec+fx0=1x1+2edonce =1

Troisieéme colonne de A :
2 =Gane sertarien



3 =g¢a ne sert a rien
3=dd+ee+ff=1+1+f>doncf?=1doncf=-1ouf=+1(Cholesky) on prend
c=+1

2 00
Finalement, L = 120
111
Pourquoi L est inversible ? det(L)=2x2 x 1 = 4 + 0 donc inversible

Résolution de Ax = b
La résolution du systéme Ax = b < LLTx = b, se raméne alors a la résolution des deux
Ly =b
L™ =y
Ly = b est un systéme triangulaire inférieur

LTx = y est un systéme triangulaire supérieur
Résolution du systeme Ly = b :

systemes triangulaires

200 Vi 6 2y1 = 6 (yi=3

120 y2 [=| 11 [« y1+2y, =11 donc< vy, =4

111 Y3 9 Yi+Y2+Ys =9 ky3=2
Résolution du systtme L™x =y :

2 11 X1 3 2X1 + X2 + X3 =3 rxle

021 X2 = 4 = 2Xo+X3 =4 donc < x, =1

001 X3 2 X3 = 2 \x3:2

Finalement, S = (0,1,2)T
(IV) Exemples de la décomposition de

Cholesky
111 100
A=l 122 |L=| 110 | L=
123 111
(12 12 3
A=| 25 7 L=| 210 | LT=]| 011
\ 37 11 311 001
(1 2 3 100 12 3
A=| 22010 | L= 240 | LUT=| 041
\ 3 10 11 311 00 1



(4 -4 6 2 0 0 2 2 3

A=| 4 13 215 | L=| 230 | LT=| 0 3 -3
\ 6 -15 34 3 34 00 4
(4 -4 0 2 0 0 2 2 0

A-| 48 6 | L=| 2 20 | LT=| 02 -3
\ 0 -6 13 0 -3 2 00 2

(V) Correction de I'exercice 2 de la série 2

Exercice 2 :
4 2 2
Soit la matrice A définie par A = 2 53

2 3 3

1- Montrer que la matrice A est une matrice symétrique définie positive.
2- Déterminer une matrice L, triangulaire inférieure et inversible, telle que A = LLT.
3- En déduire la solution du systéme Ax = bou b = (6,11,9)".

Réponse :
4 2 2

1. OnaAT=| 2 5 3 |,doncA=AT onnoteA € S.
2 3 3

Les mineurs fondamentaux de la matrice A sont respectivement :
Le mineur fondamental d’ordre 1 est égal a 4>0,
Le mineur fondamental d’ordre 2 est égal a 16>0,
Le mineur fondamental d’ordre 3 est égal a 16>0.
La matrice A est donc symétrique définie positive.
2. CALCULDEL:

a 0o abd
Pour calculer L,onposeL=| b ¢ 0 onalL™=| 0 c e
de f 00 f

Premiére colonne de A :

4 = a’? donc a = -2 ou a = +2 mais on prend (Cholesky) a = +2
2=ba+cx0+0x0=Dbadonch=1
2=da+ex0+fx0=dadoncd =1

Deuxieme colonne de A :

2 =c¢anesertarien
5=bb+cc+0x0=b?+c?=1+c?doncc®=4doncc=-20uc=+2
(Cholesky) on prend ¢ = +2



3=db+ec+fx0=1x1+2edonce=1

Troisieme colonne de A :
2 =¢ane sert a rien
3 =¢a ne sert a rien
3=dd+ee+ff=1+1+f>doncf? =1doncf=—1ouf=+1(Cholesky) on prend
c=+1
2 00
Finalement, L = 120

111

La matrice L est inversible car det(L) =2x2x1 =4 = 0.
. Larésolution du systeme Ax = b & LLTx = b, se raméne alors a la résolution des deux

{ !

systemes triangulaires
L™ =y

Reésolution du systeme Ly =b:
200 2y1 = 6 (yi=3
120 y1+2y, =11 donc < vy, =4
111 Yi+Y2+Ys =9 ky3=2

Résolution du systeme LTx =
2 11 X1 2X1 + X2 + X3 =3 rx1=0
021 X2 2X2+X3 =4 donc < x, =1
001 X3 X3 =2 X3 = 2

Finalement, S = (0,1,2)T



