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Exercice 1. . 6 points

Trouver en fonction de z la fonction complexe f holomorphe sur C telle que f (0) = 1 et

8 (x; y) 2 R2 si z = x+ iy on a Re [f (z)] = (cosx) chy:

Réponse.

Si f = P + iQ: et P (x; y)
(3)
= (cos x) chy alors les conditions de Cauchy) @P

@x

(1)
= @Q

@y
et @P

@y

(2)
= �@Q

@x
.

(1)) @Q
@y
= (� sin x) chy donc Q (x; y)

(4)
= (� sin x) shy + C (x) et (2)) C 0 (x) = 0 donc C (x) = Cte ..

(3) et (4) ) f (z) = (cosx) chy � i (sinx) shy � iCte = (sin x) cos iy + (cosx) sin iy � iCte = cos z � iCte:
f (0) = 1 = cos 0� iCte ) Cte = 0:Donc f (z) = cos z.
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Exercice 2. . 6 points

a) Développer en série de Laurent sur la couronne Ci (0; 2) la fonction:

f (z) =
1

z2 + 1
:

b) En déduire le résidu Res (f; i) de f en i:
c) Par une méthode di¤érente, calculer le résidu Res (f;�i) de f en �i.

Réponse.

a) On a f (z) = a
z�i +

b
z+i

=
1
2i

z�i +
� 1
2i

z+i
et si Z = z � i;

��Z
2
i
�� < 1 donc

f (z) =
1
2i

Z
+

� 1
2i

2i(1+ Z
2i)
=

1
2i

Z
+ 1

4

1P
n=0

�
�Z
2i

�n
f (z) =

1

2iZ
+
1

4

1X
n=0

�
Z

2
i

�n
=

1X
n=�1

an (z � i)n ; an =
1

4

�
1

2
i

�n
b) Res (f; i) = a�1 = 1

4

�
1
2
i
��1

= 1
2i
:

c) Res (f;�i) = lim
z!�i

(z + i) f (z) = � 1
2i

h
= g(�i)

h0(�i) ,g (z) = 1 et h (z) = z2 + 1:
i
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Exercice 3. . 8 points

En integrant la fonction f (z) = 1
1+z4

le long de la courbe férmée �+ =
y
A0A [ C+ (O;R) ; où

y
A0A est le

diamétre joiniant les points A et A0 d�a¢ xe R et �R réspectivement et C+ (O;R) le demi-cercle superieur
de centre O et de rayon R 2 ]1;+1[ ; trouver la valeur de l�intégrale impropre:

I =

Z +1

0

dt

1 + t4
:

cercle

1:jpg

Réponse.

Le théorème des résidus )
R
�+
f(z)dz = 2�i

P
zk2int�+

Res(f ; zk):

f a 4 pôles simples zk = ei
�
4
(1+2k); k = 0; 1; 2; ou 3: On a Res(f ; zk) = 1

4(zk)
3 = � zk

4
z0 et z1 2 int�+

mais z2 et z3 =2 int�+:
Donc

R
�+
f(z)dz = 2�i

�
� z0

4
� z1

4

�
= �p

2
:R

�+
f(z)dz =

R
C+(O;R)

f(z)dz +
R

y
A0A
f(z)dz:

Sur C+ (O;R) z = Rei� dz = izd� � 2 [0; �] :���RC+(O;R) f(z)dz��� = ���R �0 Riei�

1+R4e4i�
d�
��� � R

R4�1�
���1 +R4e4i��� � j1�R4j� donc

lim
R!+1

Z
C+(O;R)

f(z)dz = 0 (1)

Autrement lim
jzj!+1

zf (z) = 0 +L1 de Jordan) (1)
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Sur
y
A0A , z = t dz = dt t 2 [�R;R] :R

y
A0A
f(z)dz =

R +R
�R

dt
1+t4

donc

lim
R!+1

Z
y
A0A

f(z)dz = 2I .

Donc

I =
�
p
2

4
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