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 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

, ℝ        )     : أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝔸  ٝ 𝕀             ٗؼزجش أُظلٞكز٤ٖ             ك٢ اُؾِوخ اُٞاؽذ٣خ  +,×) M3  

𝔸 =  
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2

 2

2
0

 2

2
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0 0 1

  𝕀 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ٝ 

𝔸0 :ٗؼغ  = 𝕀 𝔸1 = 𝔸 𝔸2 = 𝔸 × 𝔸 ∀𝓃ϵℕ: 𝔸𝓃+1 = 𝔸𝓃 × 𝔸 ٝ ٝ ٝ 

 . ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ        روجَ ٓوِٞثب 𝔸ث٤ٖ إٔ أُظلٞكخ 

∀𝑘ϵℕ: 𝔸2k = 𝕀  ٕث٤ٖ أ: 

 ٌٖ٤ُα ػذدا ؽو٤و٤ب . 

 ٌَُ𝑥 ٝ 𝑦 ٍأُغب ٖٓ 𝐼 =  𝛼, 𝑥 : ٗؼغ  ∞+ ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 

 1 : ث٤ٖ إٔ   𝐼هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗

  رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ  ب

  روجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣زْ رؾذ٣ذٙ        ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ 

 2  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,𝐼 ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ 

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
φ ∶  I ℝ+

∗  

𝑥 
1

𝑥 − 𝛼
 

+ℝ  . رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن  أ
∗  ,×   𝐼 ,∗  

= 𝑥 3 : أُؼبدُخ 𝐼ؽَ ك٢ أُغٔٞػخ  ب 𝑎3 + 𝑎 𝑥 3 = 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥  ثؾ٤ش: 

 ٌٖ٤ُ𝑁 اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ أُٔضَ ك٢ ٗظٔخ اُؼذ اُؼشش١ ثٔب ٢ِ٣ : 𝑁 = 111 … 11 

 1 ٓشح 2010

 11 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ اُؼذد Nث٤ٖ إٔ  1

 أ 2

 9𝑁  ٣وغْ اُؼذد 2011ث٤ٖ إٔ اُؼذد  ب

 ج

  .22121 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ اُؼذد Nث٤ٖ إٔ اُؼذد 

  .𝑁 ٣وغْ اُؼذد 2011اعز٘زظ إٔ اُؼذد 

3 

102010 :ٝ إٔ ,  أ٢ُٝ 2011رؾون إٔ اُؼذد  − 1 = 9𝑁 

  ن0,50

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

( ن 2,5 )  :انثاوًانتمشٌه   

𝔸−1 

 𝐼,∗  



 

  

( ن 3,5 ) : انثانثانتمشٌه   

1 

 أ

 ب

2 

4 

5 

6 

  ن0,50

7 

 اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

 ٌٖ٤ُ𝓂 ّٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ .  ػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذℂ ٍٜٞأُؼبدُخ راد أُغ 𝑧:  

 E𝓂 ∶  z2 +   1 − 𝒾 𝓂 − 4 z − 𝒾𝓂2 − 2 1 − 𝒾 𝓂 + 4 = 0 

𝑧1رؾون إٔ اُؼذد  = 2 − 𝓂 ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸𝓂 .  

 ٌٖ٤ُ𝑧2 اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ  𝐸𝓂 .  

𝑧1𝑧2  ث٤ٖ إٔ  = 1   ⇔  𝒾𝓂2 + 2 1 − 𝒾 − 3 = 0 

 ثؾ٤ش 𝓂ؽذد ه٤ٔز٢ 

: 

 𝑧1𝑧2 = 1   

,ℴ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣  .  

 : ثؾ٤ش ’𝑧 اُز٢ ُؾوٜب ’𝑀 ثبُ٘وطخ 𝑧 اُز٢ ُؾوٜب 𝑀 اُز١ ٣شثؾ اُ٘وطخ 𝒮رؼزجش اُزطج٤ن 

1  راد اُِؾن Ω اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ ℛٝ اُذٝسإ  + 𝒾  ٚه٤بط صا٣ٝز ٝ 𝜋

2
 ٌٖ٤ُ ٝ 𝑧" ُؾن اُ٘وطخ 𝑀" طٞسح 

𝑀 ٕثبُذٝسا ℛ.  

  1 ٛٞ اُزٔبصَ أُشًض١ اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ راد اُِؾن 𝒮ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن  أ 1

"𝑧: ث٤ٖ إٔ  ب = 𝒾𝑧 + 2.  

 2 اُ٘وطخ اُز٢ ُؾوٜب 𝐴 أطَ أُؼِْ ٝ ُزٌٖ 𝒪 رخبُق 𝑀ٗلزشع إٔ اُ٘وطخ  2

أؽغت  أ
𝑧 ′′ −2

z′ −2
  "𝐴𝑀′𝑀 صْ اعز٘زظ ؽج٤ؼخ أُضِش 

 . ٓزذاٝسح"𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀ؽذد ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  ب

( ن 6,5 ) : انشاتغانتمشٌه   
  .∗𝑛𝜖ℕ  ثؾ٤ش                              دساعخ اُؾٍِٞ أُٞعجخ ُِٔؼبدُخ 

,ℴ  ٝ ٤ٌُٖ         أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑖 , 𝑗  .  C          

∪ 0,1  ٖٓ أُغٔٞػخ 𝑥رؾون أٗٚ ٌَُ  1  1, 𝑒𝑥 :  ُذ٣٘ب  ∞+ = 𝑥𝑛  ⇔ 𝑛 = 𝑓 𝑥  .  

 .0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  2

ٍ ٛ٘ذع٤ب اُ٘زبئظ أُؾظَ ػ٤ِٜب  3 ِّٝ  :أؽغت اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ صْ أ

,1  ٝ  0,1  ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   . صْ اػِؾ عذٍٝ رـ٤شارٜب ∞+

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥  lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
 ٝ ٝ ٝ 

          C .ث٤ٖ إٔ          ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف ٣زْ رؾذ٣ذ صٝط اؽذاص٤ز٤ٜب

          C أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘ 

𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≥ 1 ثؾ٤ش 𝑏𝑛 ٝ      روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ اص٤ٖ٘        كبٕ أُؼبدُخ 3 < 𝛼𝑛 < 𝑒 < 𝑏𝑛.  

𝒟:  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغٔٞػخ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  =  0,1 ∪  1, = 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
𝑥

𝑙𝑛𝑥
 ; 𝑥 ≠ 0 

𝑓 0 = 0 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝐸  ∶   𝑒𝑥 = 𝑥𝑛  

 𝐸  𝛼𝑛  



 

  

  .𝛼𝑛 𝑛≥3 ٝ  𝑏𝑛 𝑛≥3 دساعخ روبسة أُززب٤ُز٤ٖ 

1 

 . ر٘بهظ٤خ صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥3 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

𝑛∀ ث٤ٖ إٔ  ≥ 3 ∶  𝑏𝑛 ≥ 𝑛 صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ  𝑏𝑛 𝑛≥3  

 أ 2

𝑛∀ ث٤ٖ إٔ  ب ≥ 3 :  
1

𝑛
< 𝑙𝑛 𝛼𝑛 <

𝑒

𝑛
  .𝛼𝑛 𝑛≥3  صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ 

lim : ث٤ٖ إٔ  ج
𝑛→+∞

 𝛼𝑛 𝑛 = 𝑒 

 أ 1

 ب

2 

3 

4 

  ن0,50

( ن 3,5 ): انخامسانتمشٌه   

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ Fٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = F x : ثٔب ٢ِ٣  ∞+ e−x2
 e−t2

dt
x

0

 

x∀ : ث٤ٖ إٔ  ≥ 0 ∶   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
.  

x∀ : ث٤ٖ إٔ  ≥ 1 ∶   𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑥 صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ اُذاُخ 𝐹 ػ٘ذ +∞.  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹: ث٤ٖ إٔ  x∀ :  ٝ إٔ  ∞+ ≥ 0 ∶   𝐹′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹 𝑥 .  

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐺ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝜋

2
= 𝐺 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣   𝐹 tan 𝑥  

𝐺  
𝜋

2
 = 0 

 أ

 ب

𝜋 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝐺ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

2
.  

,0  ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغبٍ cث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢  = 𝐹’ 𝑐:  ثؾ٤ش  ∞+ = 𝐹 𝑐 ٝ إٔ 0
1

2𝑐
𝑒−2𝑐2

.  

,0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝐺 ثبُ٘غجخ ُِذاُخ س٣ٌٍٖٝٔ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ ) 𝜋

2
  ) 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐻ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐻 𝑥  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 𝐹′ 𝑥 
𝑒𝑥2

2𝑥
 

. 

 أ

 ب

 .            ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝐻ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

  .𝐹 ٝؽ٤ذ صْ اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ cاعز٘زظ إٔ اُؼذد 

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

 0; +∞  
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 .عٞف ٗغزؼَٔ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ 

𝑘ٖٓ أعَ   = 𝐴2.0:    ُذ٣٘ب 0 = 𝐴0 = 𝐼.   

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :    ٗلزشع إٔ    𝐴2𝑘 = 𝐼.   

𝑥:    ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧   

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ    𝐴2𝑘 = 𝐼.  

∎ 2 

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :    ُذ٣٘ب    𝐴2𝑘 = 𝐼.   

𝑘ٖٓ أعَ   = 𝐴2  ::     ُذ٣٘ب 1 = 𝐴 × 𝐴 = 𝐼    

 ٚ٘ٓ ٝ𝐴 ٓظلٞكخ هبثِخ ُِوِت ٝ ٓوِٞثٜب ٛٞ أُظلٞكخ 𝐴ٗلغٜب  

𝐴−1:   ٣ؼ٢٘  = 𝐴.    

1 

 الجزء الثاني

 أ ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  𝛼, +∞   

𝑥:  ارٕ  > 𝛼  ٝ  𝑦 > 𝛼.   

  ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 − 𝛼 > 0   ٝ    𝑦 − 𝛼 > 0.    

𝑥 :  ٣ؼ٢٘  − 𝛼  𝑦 − 𝛼 > 𝑥   ارٕ   0 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 > 𝛼    

𝑥:     أ١  ∗ 𝑦  𝜖  𝐼.  

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

  𝐼 ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦ٌٖ  :اُزجبد٤ُخ 

  M3 (ℝ)        .             ٓظلٞكخ ٖٓ  𝐴ُزٌٖ 

  .𝐼 رجبد٢ُ ك٢ ∗ارٕ 

  𝐼 صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ٌٖ  :اُزغ٤ٔؼ٤خ 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼  

=  𝑥 − 𝛼 ×   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼 + 𝛼 

  .I  رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗:  ٣ؼ٢٘ 

 ب 1 ∎

 ج 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑒  ك٢ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼.  

𝑥:    ارٕ  ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥   

𝑥ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ    ∗ 𝑒 = 𝑥   ( ٕٞٗرجبد٢ُ∗لإٔ اُوب ) 

1:   ٝ ُذ٣٘ب  > 1:       ارٕ 0 + 𝛼 > 𝛼.   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 1 + 𝛼  𝜖 𝐼     

1 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 𝛼  ك٢ ∗  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼.  

∎ 2 

 :ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

  𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ ∗اُوبٕٗٞ 

  𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗اُوبٕٗٞ 

   𝐼 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ أُغٔٞػخ  ∗اُوبٕٗٞ 

 

 

 𝐼  صٓشح  ٣ٌل٢ إٔ ٣وجَ ًَ ػ٘ظش ٖٓ  ∗,𝐼 ٢ٌُ ٣ٌٕٞ اُضٝط  

  .∗ٓٔبصلا ثبُوبٕٗٞ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼.  

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ    

𝑥:  لإٔ ) > 𝛼  ) 

1

 𝑥 − 𝛼 
 

𝑒     :ٗؾظَ ػ٠ِ  =  1 + 𝛼  

 الجزء الأول ( ن 4,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

𝐴2 𝑘+1 = 𝐴2𝑘 × 𝐴2 

= 𝐼 × 𝐴2 

=  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

 ×  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

 :ُذ٣٘ب 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑦 − 𝛼  𝑥 − 𝛼 + 𝛼 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

⟺     𝑥𝑒 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑒 + 𝛼2 = 𝑥 − 𝛼 

⟺     𝑒 𝑥 − 𝛼 = 𝑥 − 𝛼2 + 𝛼𝑥 − 𝛼 

⟺     𝑒 𝑥 − 𝛼 =  𝑥 − 𝛼  1 + 𝛼  

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 ∗ 𝑧 

=   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼 ×  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑥𝑦 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑦 + 𝛼2 ×  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝛼 − 𝑥𝑧𝛼 + 𝛼2𝑥 − 𝑦𝑧𝛼 + 𝛼2𝑦 + 𝛼2𝑧 − 𝛼3 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼   2  

=  𝑥 − 𝛼 ×  𝑦𝑧 − 𝑦𝛼 − 𝛼𝑧 + 𝛼2 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝛼 − 𝑥𝑧𝛼 + 𝛼2𝑥 − 𝑦𝑧𝛼 + 𝛼2𝑦 + 𝛼2𝑧 − 𝛼3 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼   1  

 : ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ 𝐼 ك٢ ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝑥 ٛٞ ٓٔبصَ 𝑦ٗوٍٞ ثؤٕ 

   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 =  1 + 𝛼    
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𝑥:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑦 =  1 + 𝛼    

 

 .   صٓشح رجبد٤ُخ ∗,𝐼  :    خلاطخ

 ∎ 3 أ

  𝐼 ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦ٌٖ   :انتشاكم

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 
∗ ,× .   

+ℝ ػ٘ظشا ٖٓ  ٤ُ𝑦ٌٖ   :انتقاتم
∗   

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  روبث٢ِ ٖٓ   رشب𝜑ًَٝ ثبُزب٢ُ 
∗ ,× .   

 ب 3 ∎

= 𝑥 3:    ُذ٣٘ب  α3 + α.  

I 𝛼ٝ ثٔب إٔ  2𝛼  كبٕ  ∌ ∉ 𝐼   

 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ أُغٔٞع ث٤ٖ أؽشاف ٛزٙ أُزٞاكوبد ٗؾظَ ػ٠ِ 

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ    

𝑥:  لإٔ ) > 𝛼  ) 

1

 𝑥 − 𝛼 
 

𝑦 :ٗؾظَ ػ٠ِ  =
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼 

𝑥:  ثٔب إٔ  > 𝛼 ٕكب     : 𝑥 − 𝛼 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    : 
1

 𝑥 − 𝛼 
> 0 

 :ارٕ
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼 > 𝛼 

  :٣ؼ٢٘ 
1

𝑥 − 𝛼
+ 𝛼 𝜖 𝐼 

  : ٝ ٛٞ اُؼ٘ظش ∗ ثبُوبٕٗٞ 𝐼 ٣وجَ ٓٔبصلا ك٢ 𝑥ٝ ثبُزب٢ُ ًَ ػ٘ظش 
1

𝑥 − 𝛼
+ 𝛼  

1 + 10 + ⋯ + 102009 ≡    −1 𝑘

2009

𝑘=0

  11  

= 𝑥 ٗلاؽع إٔ أُؼبدُخ   𝑦    ٍٜٞراد أُغ  𝑥 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 

 ٞٛ ٝ  :     
1 + 𝛼𝑦

𝑦
  

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  روبثَ ٖٓ  𝜑ارٕ 
∗ ,× .   

⟺    𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝛼3 + 𝛼 

⟺    𝜑 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

⟺    
1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑥 − 𝛼
  

1

𝑥 − 𝛼
 =

1

𝛼3
 

⟺    
1

𝑥 − 𝛼
 

3

=  
1

𝛼
 

3

 

⟺   
1

𝑥 − 𝛼
=

1

𝛼
 

⟺    𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

⟺    𝑥 = 2𝛼 

 :ُذ٣٘ب 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

1 ≡ 1 11               

101 ≡ −1 11       

102 ≡ 1 11          
⋮

102𝑘 ≡ 1 11        

102𝑘+1 ≡ −1 11 
⋮

102009 ≡ −1 11 

  

1 :ارٕ + 10 + ⋯ + 102009 ≡ 0 11  

111 :٣ؼ٢٘  ⋯ 1     
2010 ٓشح

≡ 0 11  

 2 أ ∎
ٗزؾون ٖٓ إٔ ع٤ٔغ الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب أطـش 

 2011 لا روغْ اُؼذد 2011ٖٓ أٝ رغب١ٝ 

 . ػذد أ٢ُٝ 2011: ارٕ 

 10 ٛٞ ٓغٔٞع ؽذٝد ٓززبثؼخ ٖٓ ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب 𝑁ارٕ 

𝑁 :ارٕ  =
102010 − 1

10 − 1
 

9𝑁 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 102010 − 1 

𝜑 𝑥 = 𝑦   ⟺   
1

𝑥 − 𝛼
= 𝑦 

⟺    𝑥 =  
1 + 𝛼𝑦

𝑦
  

𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =
1

 𝑥 ∗ 𝑦 − 𝛼
=

1

 𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 
 

=  
1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑦 − 𝛼
 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

⟺      𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 =  1 + 𝛼  

⟺      𝑥𝑦 − 𝛼𝑥 − 𝛼𝑦 + 𝛼2 = 1 

⟺      𝑦 𝑥 − 𝛼 = 1 + 𝛼 𝑥 − 𝛼  

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

1 ∎ 

𝑘 1−    :ٝ ُذ٣٘ب 

2009

𝑘=0

 =

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 صٝع٢  

 
 

+

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 كشد١  

 
 

 

=    −1 2𝑚

1004

𝑚=0

 +    −1 2𝑚+1

1004

𝑚=0

  

= 1004 − 1004 = 0 

11 :ٝ ثبُزب٢ُ  ∕ 𝑁 

𝑁 :ٝ ُذ٣٘ب  = 1 + 10 + ⋯ + 102009  

= 100 + 101 + ⋯ + 102009  

  .𝐼ٝ ثبُزب٢ُ أُؼبدُخ لا روجَ ؽِٞلا ك٢ 
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 ج 2 ∎
2011:  ثٔب إٔ   ∕ 9𝑁  ٝ   2011 ∧ 9 = 1    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  : 2011كبٗٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ∕ 𝑁   

∎ 3 
22121:     ُذ٣٘ب  = 11 × 2011  

2011:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٓب عجن  ∕ 𝑁  ٝ  11 ∕ 𝑁.    

11ارٕ    × 2011 ∕ 𝑁   ٕ2011    لأ ∧ 11 = 1 .  

2  ثبُؼذد اُؼوذ١ 𝑧ثزؼ٣ٞغ  − 𝑚  ك٢ أُؼبدُخ  𝐸𝑚   ٗؾظَ ػ٠ِ اُظلش 

2 ارٕ   − 𝑚   ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸𝑚  .   

 2 أ ∎

 ب 2 ∎

𝒾𝑚2:   ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  + 2 1 − 𝒾 𝑚 − 3 = 0  

   . ′𝑀𝑀  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐸: ارٕ 

"𝑀ُذ٣٘ب اٌُزبثخ = ℛ 𝑀   رٌبكئ   :

 𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω = 𝑒
𝒾𝜋

2  𝑧𝑀 − 𝑧𝛺 .   

𝑒:  ٝ ُذ٣٘ب 
𝒾𝜋

2 = cos  
𝜋

2
 + 𝒾 sin  

𝜋

2
 = 𝒾.   

′′𝑧 :     ٣ؼ٢٘  − 2 =  𝑧′ − 2    

 2 أ ∎
 :ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐴𝑀′′𝑀′ ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ  𝐴.  

′′𝐴𝑀:   أ١  = 𝐴𝑀′.  

   .𝐴  ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ سأعٚ  ′′𝐴𝑀′𝑀ارٕ  

10 ػذد أ٢ُٝ ٝ  2011ُذ٣٘ب  ∧ 2011 =   ارٕ ؽغت 1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡:  102011−1ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 2011  

2011 :٣ؼ٢٘  ∕  102010 − 1  

ثبعزؼٔبٍ خبط٤خ عذاء ؽ٢ِ صلاص٤خ اُؾذٝد 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥1𝑥2 :  ٗغذ 0 =
𝑐

𝑎
 

=∆ :ُذ٣٘ب  4 1 − 𝒾 2 + 12𝒾 = 4𝒾 =   2 1 + 𝒾  
2
 

 الجزء الثاني
 ∎ أ 1

 1 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝐸ُزٌٖ 

⟺    𝑧′′ −  1 + 𝒾 = 𝑒
𝒾𝜋
2  𝑧 −  1 + 𝒾   

      :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗ ٝ ٖٓ اُ٘ز٤غخ  
𝑧′ ′ − 2

𝑧′ − 2
 =  𝒾 = 1 

 ب 2 ∎

 : ٓزذاٝسح رٌبكئ ′′𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀: اُؼجبسح 

= 𝒮 𝑀 :ُذ٣٘ب  𝑀′ 

⟺    𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1  

⟺    𝑧𝑀′ − 𝑧𝐸 = − 𝑧𝑀 − 𝑧𝐸  

⟺    𝐸𝑀′        = −𝐸𝑀        

 :ارٕ 

ٝ 

𝑚1 =
2 𝒾 − 1 −  2 1 + 𝒾 

2𝒾
=  1 −

 2

2
 +  1 +

 2

2
 𝒾 

𝑚2 =
2 𝒾 − 1 +  2 1 + 𝒾 

2𝒾
=  1 +

 2

2
 +  1 −

 2

2
 𝒾 

𝑧1𝑧2 :٣ؼ٢٘  = 1 

⟺    
4 − 𝒾𝑚2 − 2 1 − 𝒾 𝑚

1
= 1 

⟺     4 − 𝒾𝑚2 − 2𝑚 + 2𝒾𝑚 = 1 

⟺     𝒾𝑚2 + 2 1 − 𝒾 𝑚 − 3 = 0 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثالث 

1 ∎ 

 ب 2 ∎

     :ارٕ 
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
=

𝒾𝑧

𝑧
= 𝒾  ∗      

𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
   𝜖  𝒾ℝ ⟸ 

ٝ     𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1      𝑧′′ = 𝒾𝑧 + 2 

   .𝐴   ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢  ′′𝐴𝑀′𝑀: ٝ ثبُزب٢ُ 

′′𝑧     :      ارٕ  −  1 + 𝒾 = 𝒾 𝑧 − 1 − 𝒾  

⟺    𝑧′′ = 𝒾𝑧 − 𝒾 + 1 + 𝒾 + 1 

⟺    𝑧′′ = 𝒾𝑧 + 2 

 1 ب ∎

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧′′ − 1 − 𝒾

𝑧′ − 1 − 𝒾
  𝜋  

  𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝑀′′ − 𝑧𝐴

𝑧𝑀′ − 𝑧𝐴
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω

𝑧𝑀′ − 𝑧Ω
  𝜋  

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
𝒾𝑧

−𝑧
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝒾𝑧 + 1 − 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺ 
3𝜋

2
≡ 𝑎𝑟𝑔  −𝒾  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
   𝜋  

   ⟺ 
3𝜋

2
≡ 𝑎𝑟𝑔 −𝒾 + 𝑎𝑟𝑔  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺ 
3𝜋

2
≡

3𝜋

2
+ 𝑎𝑟𝑔  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 ≡ 0 𝜋  

   ⟺  
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜖 ℝ 

2011 :٣ؼ٢٘  ∕ 9𝑁 

22121 :ٝ ثبُزب٢ُ  ∕ 𝑁 

  .𝐸 ٛٞ اُزٔبصَ أُشًض١ اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ 𝒮: ٝ ثبُزب٢ُ 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0,1  ػ٘ظشا ∪  1, +∞    
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   ⟺   
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 

                 
=  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  

   ⟺   
−𝑧 + 1 − 𝒾

−𝑧 + 1 + 𝒾
=

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 

   ⟺    −𝑧 + 1 − 𝒾  −𝑧 + 1 − 𝒾 =  −𝑧 + 1 + 𝒾  −𝑧 + 1 + 𝒾  

4𝒾 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  − 2𝑧𝒾 − 2𝑧 𝒾 = 0 

    4𝒾 − 2𝒾 𝑥 + 𝒾𝑦 − 2𝒾 𝑥 − 𝒾𝑦 = 0 

⟺     𝑥 = 1 

𝑧:    ٗؼغ  = 𝑥 + 𝒾𝑦 ٗؾظَ ػ٠ِ      : 

 ′′𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀:  اُز٢ ٖٓ أعِٜب 𝑀ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

𝑥 اُز١ ٓؼبدُزٚ      Δ ٓزذاٝسح ٢ٛ أُغزو٤ْ  = 1.  

𝑛:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  = 𝑓(𝑥)    

 الجزء الأول
 ( ن 6,5 ):   التمرين الرابع 

1 ∎ 

2 ∎ 

𝑓𝑑:    هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش ٝ ُذ٣٘ب 𝑓ارٕ 
′  0 = 0.   

3 ∎ 

         𝑓 C  ْٗغز٘زظ إٔ أُغزو٤  :𝑥 =    ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ 1

∎ 4 

,1   ٝ   0,1  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

 .لأٜٗب خبسط داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0,1  ػ٘ظشا ∪  1, +∞    

 :ُذ٣٘ب 

ln  ٓزؼِوخ ارٕ ثبشبسح  ′𝑓اشبسح  𝑥 −  .  كوؾ1

5 ∎ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

𝑥
ln 𝑥
𝑥

= lim
𝑥→0+

1

ln 𝑥
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

𝑙𝑛 𝑥
= 0 

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 =

1

0−
= −∞ 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 =

1

0+
= +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

 
𝑙𝑛 𝑥
𝑥  

=
1

0+
= +∞ 

 :ٖٓ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ 

lim أٝ
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = +∞ 

 :ٝ ٖٓ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ  

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = +∞ 

 ∞+     ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأكبط٤َ ثغٞاس    ٗغز٘زظ إٔ   

. 

         𝑓 C 

= 𝑓 𝑒 :ٝ ُذ٣٘ب   
𝑒

𝑙𝑛 𝑒
=  𝑒   

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑥 0 +∞ 𝑒 1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− − 

−∞ 

+∞ 

𝑒 

+∞ 

0 

𝑓 ′ 𝑥 =   
𝑥

ln 𝑥
 

′

=
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
 :ُذ٣٘ب     

 𝑓′′  ر٘ؼذّ ك٢ 𝑒2.  

   ٝ رـ٤ش اشبسرٜب ثغٞاس𝑒2ٙ  ر٘ؼذّ ك٢  ′′𝑓ارٕ  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

 ∀𝑥 ≥ 𝑒2 ∶ 𝑓′′ 𝑥 < 0 

 ∀𝑥 ≤ 𝑒2 ∶ 𝑓′′ 𝑥 > 0 

𝑒2 :  ارٕ  , 𝑓 𝑒2   ٢ٛ ٗوطخ اٗؼطبف ُـ            𝑓 C 

,𝑒2  :ٝ ُذ٣٘ب  𝑓 𝑒2  ↭  𝑒2  ,   
𝑒2

2
  

⟺     𝑛 =
𝑥

ln 𝑥
 

⟺     𝑛 ln 𝑥 = 𝑥 

⟺    𝑒𝑛 ln 𝑥 = 𝑒𝑥  

⟺    𝑥𝑛 = 𝑒𝑥  

𝑓 ′′  𝑥 =   
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
 

′

=

 ln 𝑥 2

𝑥 −  ln 𝑥 − 1  
2 ln 𝑥

𝑥  

 ln 𝑥 4
    

=
 ln 𝑥  2 − ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥 4
=

 2 − ln 𝑥 

𝑥 𝑙𝑛 𝑥 3
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𝓲 

𝓳 

         𝑓 C 

∎ 7 

  :𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛  ٍ1  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغب, 𝑒 .   

,1   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛ارٕ   𝑒   ٍٗؾٞ أُغب  𝑓  1, 𝑒     

,𝑓  1:   ٝ ُذ٣٘ب  𝑒  =  𝑒, +∞ .    

,𝑛 𝜖  𝑒:  ٝ ثٔب إٔ  𝑛  لإٔ   ∞+ ≥ 3.   

,1   ك٢ أُغبٍ  𝑓𝑛  ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ  𝑛:  كبٕ  𝑒 .   

!∃:   أٝ ثزؼج٤ش آخش  𝛼𝑛𝜖 1, 𝑒   ∶    𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 𝑛.  

!∃ارٕ ؽغت اُغئاٍ         𝛼𝑛𝜖 1, 𝑒   ∶    𝑒𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 𝑛.   1 

  :𝑓𝑛ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛  ٍداُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغب  𝑒, +∞ .   

,𝑒   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛:  ارٕ  ,𝑓  𝑒  ٗؾٞ أُغبٍ   ∞+ +∞     

,𝑓  𝑒:   ثؾ٤ش  +∞  =  𝑒, +∞ .   

,𝑛     𝑒 ٝ ثٔب إٔ    𝑛   لإٔ    ∞+ ≥ 3.   

,𝑒  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓𝑛  ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ 𝑛:   كبٕ  +∞ .   

!∃:    ٣ؼ٢٘  𝑏𝑛 ≥ 𝑒  ∶    𝑓𝑛 𝑏𝑛 = 𝑛.   

!∃:    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏𝑛 ≥ 𝑒  ∶    𝑒𝑏𝑛 =  𝑏𝑛 𝑛.   

 الجزء الثاني

1 ∎ 

𝑒𝑏𝑛:   عٞف ٗغزؼَٔ ك٢ ٛزا اُغئاٍ  =  𝑏𝑛 𝑛.   

 أ 2 ∎

𝑛 :    ُذ٣٘ب  + 2 > 𝑛 ٕار        :𝑓 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑓(𝑎𝑛).    

,1 ٝ ثٔب إٔ    داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ   𝑒  ٕكب    :𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛   

𝑎𝑛:  لإٔ ) 1ٝ ثٔب إٔ ٛزٙ أُززب٤ُخ ٓظـٞسح ثبُؼذد  >  7 (  ؽغت اُغئاٍ    1

 .   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑎𝑛 𝑛≥3 :   كبٕ 

 ب 2 ∎

1:  ُذ٣٘ب  < 𝑎𝑛 < 𝑒 1:     ٣ؼ٢٘ < ln 𝑒𝑎𝑛  < 𝑒   

 ٚ٘ٓ ٝ  :1 < ln  𝑎𝑛 𝑛 < 𝑒 1:     ٣ؼ٢٘ < 𝑛 ln 𝑎𝑛 < 𝑒    

 ج 2 ∎

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛→+∞

𝑛 = +∞ 

lim :كبٗٚ ثبُؼشٝسح 
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎𝑛 𝑛≥3 ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ  . 

 :    ارٕ 
1

𝑛
< ln 𝑎𝑛 <

𝑒

𝑛
 

lim :     ٝ ثٔب إٔ 
𝑛→+∞

1

𝑛
= lim

𝑛→+∞

𝑒

𝑛
= 0 

lim :كبٕ 
𝑛→+∞

ln 𝑎𝑛 = 0 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

 𝑎𝑛 𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒 𝑎𝑛   

𝑎𝑛 𝑛  :لإٔ  = 𝑒 𝑎𝑛   

lim :ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 1 lim
𝑛→+∞

𝑒 𝑎𝑛  = 𝑒 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الخامس 

 أ 1 ∎
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0 :   ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, +∞  ٝ  𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب 

0ثؾ٤ش   ≤ 𝑡 ≤ 𝑥.  

𝑥2−:   ارٕ  ≤ −𝑡2 ≤ 0.   

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑡2

≤ 1.    

𝑥:  ٝ ثٔب إٔ  ≥ 𝑥𝑒−2𝑥2   كبٕ   0
≥ 0.   

𝑒−𝑥2  :٣ؼ٢٘ 
𝑑𝑡

𝑥

0

≤  𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

≤  1𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

 

𝑒−𝑥2 :أ١ 
 𝑒−𝑥2

𝑑𝑡
𝑥

0

≤ 𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

≤ 𝑒−𝑥2
 1𝑑𝑡

𝑥

0

 

 

 

𝑒−2𝑥2 :أ١ 
 𝑡 0

𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥2
 𝑡 0

𝑥  

𝑥𝑒−2𝑥2 :ارٕ 
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2

 

 𝑓 C          ∎ 6 :اٗشبء 

𝑏𝑛ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          ≥ 𝑒   . 7 

⟹      𝑏𝑛 𝑛 ≥ 𝑒𝑛     

⟹     𝑒𝑏𝑛 ≥ 𝑒𝑛     

⟹     𝑏𝑛 ≥ 𝑛    

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 1 

0:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
.    

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→+∞

 𝑎𝑛 𝑛 = 𝑒 

𝜖 
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   ٌٖ٤ُ𝑥 ≥ 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

   𝑥2 ≥ 𝑥 ٛزا ٣ؼ٢٘ ٝ      :−𝑥2 ≤ −𝑥.  

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∀𝑥 ≥ 1  ∶  𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑥.     

0:     ثٔب إٔ  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
   

∎ 2 

𝑡ُذ٣٘ب   → 𝑒−𝑡2
,0   داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ   +∞    

  𝜑ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 

𝑒−𝑡2:   ثؾ٤ش 
= 𝜑′ 𝑡   

𝑥:  ثٔب إٔ اُذاُز٤ٖ  → 𝜑 𝑥    ٝ  𝑥 → 𝑒−𝑥2
  هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم 

,0 ػ٠ِ أُغبٍ    +∞   

,0   هبثِخ ُلإشزوبم ًزُي ػ٠ِ أُغبٍ   𝐹كبٕ   +∞ .   

= 𝐹 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب  𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥2
𝜑 𝑥  

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒−𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

1

𝑥
 ×

1

 
𝑒𝑥2

𝑥2  

= 0 × 0 = 0 

lim : كبٕ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 0 

 أ 3 ∎

𝑦:   ٗؼغ  =  𝑡𝑔  𝑥 .  

     ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝐺ارٕ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐺(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐹(𝑡𝑔 𝑥) 

→ 𝑡𝑔  𝑥:    كبٕ  :ارا ًبٕ  +∞.  𝑥 →  
𝜋

2
 

−

 

𝑙𝑖𝑚 :ارٕ 
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐹(𝑡𝑔 𝑥) = lim
𝑦→+∞

𝐹 𝑦 = 0 = 𝐺  
𝜋

2
  

 ب 3 ∎

,0   داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝐺ُذ٣٘ب  
𝜋

2
  ٝ هبثِخ  

,0 ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  
𝜋

2
    

𝑐:  ٗؼغ  = 𝑡𝑔 𝛼 .    

= 𝐺 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝐹 𝑡𝑔 𝑥  ٚ٘ٓ ٝ       :𝐺′ 𝛼 = 𝐹′ 𝑡𝑔 𝛼 = 𝐹′ 𝑐    

,𝛼 𝜖  0ٖٓ عٜخ أخشٟ ارا ًبٕ    𝜋

2
,𝑡𝑔(𝛼) 𝜖  0   كبٕ    +∞    

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑡𝑔لإٔ  𝜋

2
   

= 𝐹′ 𝑥:   ٝ ُذ٣٘ب  𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹(𝑥).      ٝ𝐹′ 𝑐 = 0    

𝑒−2𝑐2:    ارٕ 
− 2𝑐𝐹(𝑐) = 0       

𝐺 ٝ : ٝ ُذ٣٘ب   
𝜋

2
 = 0 𝐺 0 = 𝐹 𝑡𝑔 0 = 𝐹 0 = 0 

𝐺 : ارٕ    
𝜋

2
 = 𝐺 0  

,𝑅𝑜𝑙𝑙𝑒     ∃𝛼 𝜖  0 :  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ 
𝜋

2
   ∶   𝐺 ′ 𝛼 = 0 

= 𝐺′ 𝛼ارٕ ارا ًبٕ   = 𝐹′ 𝑐:    كبٕ 0 0    1  

,𝑐 𝜖  0:    ارٕ  +∞ .   2  

= 𝐹 𝑐 :٣ؼ٢٘ 
𝑒−2𝑐2

2𝑐
  3  

 4 أ ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥   ٍ0  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, +∞     

= 𝐹′ 𝑥:    ُذ٣٘ب  𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹(𝑥)  

′′𝐹: ارٕ   𝑥 = −4𝑥𝑒−2𝑥2
− 2𝐹 𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥2

+ 4𝑥2𝐹(𝑥)  

= 𝐹′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑒−𝑥2
𝜑 𝑥  

′
 

=  𝑒−𝑥2
 
′
𝜑 𝑥 +  𝑒−𝑥2

 𝜑′ (𝑥) 

=  −2𝑥  𝑒−𝑥2
 𝜑 𝑥 +  𝑒−𝑥2

  𝑒−𝑥2
  

= −2𝑥𝐹 𝑥 + 𝑒−2𝑥2
 

 ب 1 ∎

=
2𝑥 𝐹′′  𝑥 𝑒𝑥2

+ 2𝑥𝐹′ 𝑥 𝑒𝑥2
 − 2𝐹′ (𝑥)𝑒𝑥2

4𝑥2
 

=
2𝑥𝐹′′  𝑥 𝑒𝑥2

+ 4𝑥2𝐹′ 𝑥 𝑒𝑥2
− 2𝐹′(𝑥)𝑒𝑥2

4𝑥2
 

′𝐻 :ٝ ُذ٣٘ب  (𝑥) =  
𝐹′(𝑥)𝑒𝑥2

2𝑥
 

′

 

 : ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ∃𝑐 𝜖  0, +∞   ∶   𝐹′ 𝑐 = = 𝐹 𝑐   و  0
𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

𝜋

2
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 : ثو٤ٔز٤ٜٔب صْ ٗ٘شش ٝ ٗجغؾ ٗؾظَ ػ٠ِ             ٝ           ٗؼٞع

,0 :   ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ 𝐻ارٕ اُذاُخ  +∞ .   

 ∎ ب 4

,0 :   ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ 𝐻ثٔب إٔ اُذاُخ  +∞    

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝐻كبٕ  ,𝐻  0  ٗؾٞ أُغبٍ   ∞+ +∞     

 ∃ c ϵ  0, +∞   ∶   𝐹′ 𝑐 = 0 

= H c :ارٕ 
F′ c . e−c2

2c
= 0 

,c ϵ  0 ∃  :٣ؼ٢٘  +∞   ∶   𝐻 𝑐 = 0 

!∃  :ارٕ   c ϵ  0, +∞   ∶   𝐻 𝑐 = 0 

⟺     ∃!  c ϵ  0, +∞   ∶   𝐹′ (𝑐) = = 𝐹 𝑐   و   0
𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

H 𝑥 =
F′ 𝑥 . e𝑥2

2𝑥
 :ٝ ُذ٣٘ب  

= 𝐹′ 𝑥 :ارٕ 
2𝑥. H 𝑥 

e𝑥2  

  𝑐 ر٘ؼذّ ك٢ اُؼذد ′𝐹اُذاُخ 

𝑥ارا ًبٕ   > 𝑐 ٕكب    :𝐻 𝑥 < 𝐻(𝑐) ٕلأ   𝐻 0  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ, +∞   

. 
= 𝐻 𝑐:  ٝ ُذ٣٘ب  > 𝐻 𝑥:     ارٕ 0 0   

𝑥∀ :     ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑐  ∶   𝐹′ 𝑥 ≤ 0  

 :ٝ ِٗخض ع٤ٔغ اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝐹  ٍر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغب  𝑐, +∞    

𝐻(𝑥)  كبٕ          ارا ًبٕ   > 𝐻(𝑐)    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐻 𝑥 > 0   

𝑥∀ :    ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑐  ∶   𝐹′ 𝑥 ≥ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐹  ٍ0  رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغب, 𝑐    

 ٚ٘ٓ ٝ :  ∀𝑥 ≥ 0  ∶   
2𝑥. 𝐻(𝑥)

𝑒𝑥2 ≤ 0 

𝑥∀  :ارٕ  ≥ 0  ∶   
2𝑥. 𝐻(𝑥)

𝑒𝑥2 ≥ 0 

= 𝐹 𝑐        :  ٝ ُذ٣٘ب  0 ٝ   lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

𝑐 𝑥 

𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

0 +∞ 

0 0 

𝐹′(𝑥) + 

𝐹 

0 − 

 ب 3 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

𝐻′ (𝑥) =
−8𝑥2𝑒−𝑥2

− 2𝑒−𝑥2

4𝑥2
 

=
−2𝑒−𝑥2

 4𝑥2 + 1 

4𝑥2
< 0 

𝐹′ (𝑥) 𝐹′′(𝑥) 

𝑥 < 𝑐 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 ٌَُ𝑥 ٝ 𝑦 ٍأُغب ٖٓ 𝐼 = 𝑥 : ٗؼغ  0,1  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗ ث٤ٖ إٔ 

 . رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢  ∗ ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ         ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ       ث٤ٖ إٔ 

ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح ℍث٤ٖ إٔ  أ
+

∗
,× .  

 ب

  ∗, ℍ ,×   𝐼  . رشبًَ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

 ج  . ∗,𝐼  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  ∗,𝕂 اعز٘زظ إٔ 

( ن 2,5 ) : انثاوًانتمشٌه    ٌٖ٤ُ𝑥 10 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ٣ؾون𝑥 ≡ 2 19 .  

10𝑥+1:   رؾون إٔ  ≡  أ 1  . 19 1

1018:   ث٤ٖ إٔ  ب ≡ 1 19 .  

2  ٌٖ٤ُ𝑑 ٖ18 اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٝ  𝑥 + 1 .  

 أ

 ب

10𝑑:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 19 .  

𝑑:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 18.  

𝑥:   اعز٘زظ إٔ  ج ≡ 17 18 .  

( ن 4,0 ) : انثانثانتمشٌه   

  . 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ 2𝒾−ث٤ٖ إٔ اُؼذد  1

 : ثؾ٤ش α ٝ βؽذد اُؼذد٣ٖ اُؼوذ٤٣ٖ  2

 ∀𝑧𝜖ℂ ∶  z3 −  1 + 2𝒾 z2 + 3 1 + 𝒾 z − 10 1 + 𝒾 =  𝑧 + 2𝒾  z2 + αz + β  

5 ؽذد اُغزس٣ٖ أُشثؼ٤ٖ ُِؼذد  أ 3 − 12𝒾 .  

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢  ب

𝕂 :ٗؼزجش أُغٔٞػز٤ٖ  =    
1

2𝑛 + 1
    𝑛𝜖℞    ℍ =    2𝑛     𝑛𝜖℞    ٝ 

φ : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ φٗؼزجش اُزطج٤ن  ∶  ℍ 𝐼 

𝑥 
1

𝑥 + 1
 

 : اُزب٤ُخ 𝑧 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

 E ∶  z3 −  1 + 2𝒾 z2 + 3 1 + 𝒾 z − 10 1 + 𝒾 = 0 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝐼,∗  

 𝐼,∗  



 

  

( ن 6,0 ) : انشاتغانتمشٌه   

1 

 أ

 ب

 ج

2 

3 

4 

5 

6 

  ن0,50

,ℴ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣  .  

𝑎:  اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ A ٝ B ٝ Cٗؼزجش اُ٘وؾ  = −1 + 3𝒾   ٝ  𝑏 = −2𝒾  ٝ  𝑐 = 2 + 𝒾.  

 . 𝐶 هبئْ اُضا٣ٝخ ٝٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝐵𝐶ث٤ٖ إٔ 

𝜋 ٝ صا٣ٝزٚ 𝐵 اُز١ ٓشًضٙ ℛ1ٗؼزجش اُذٝسإ 

3
2𝜋− ٝ صا٣ٝزٚ 𝐴 اُز١ ٓشًضٙ ℛ2 ٝ اُذٝسإ 

3
.  

  .ℛ2 طٞسرٜب ثبُذٝسإ ℛ1 ٝ 𝑀2 طٞسرٜب ثبُذٝسإ      ٝ z ٗوطخ ٖٓ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ُؾوٜب 𝑀ُزٌٖ 

𝑧1 : ٢ٛ ℛ1رؾون إٔ اُظ٤ـخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ  أ =  
1 + 𝒾 3

2
 𝑧 −  3 − 𝒾 

  .z ثذلاُخ 𝑀2 ُؾن 𝑧2ؽذد  ب

 .ثاتتح  ٗوطخ               ٓ٘زظق اُوطؼخIاعز٘زظ إٔ اُ٘وطخ 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ُزٌٖ  = 𝑓 𝑥:      ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 𝑥 + ln 𝑥.  

1 

  .𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  2

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ    .𝑓−1 ٣زْ رؾذ٣ذٙ صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُزوبثَ اُؼٌغ٢ J ٗؾٞ ٓغبٍ  ∞+

  𝓲  =  𝒿  = 1cm   ْ٤ٌُٖ         أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظ ٝ  ℴ, 𝑖 , 𝑗  .  C          

 أ

𝑓−1  (                      ٣ٌٖٔ إٔ رؼغ ) :أؽغت اُزٌبَٓ 
e+1

1

 𝑥 d𝑥 

 ب

∶  𝐸𝑛 :    ٗؼزجش أُؼبدُخ      𝑥 + ln 𝑥 = 𝑛.  

 أ

 ب

lim : صْ ث٤ٖ إٔ       ؽذد ه٤ٔخ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

 أ

  .                                                ث٤ٖ إٔ

 ج

 ب

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ
𝑛→+∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
  lim

𝑛→+∞
 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
  ٝ 

𝑥:  اعز٘زظ ٓغبؽخ ؽ٤ض أُغزٟٞ أُؾظٞس ث٤ٖ          ٝ أُغزو٤ٔبد  = 1 ٝ 𝑥 = 𝑒 + 1 ٝ 𝑦 = 𝑥.  
−1 

C          

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥  lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
 ٝ ٝ ٝ 

,𝒪  ك٢ ٗلظ أُؼِْ 𝑓−1 صْ أٗش٠ء             ٝ            ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ  𝑓 1  ٝ 𝑓 𝑒: أؽغت  𝒾 , 𝒿  .  C          
−1 

C          

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑡 = 𝑓−1 𝑥  

𝑥𝑛  .     روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا  𝐸𝑛 ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   

𝑥1 

∶ ∗𝑛𝜖ℕ∀  صْ اعز٘زظ إٔ                                                  ث٤ٖ إٔ   𝑥𝑛 ≤ 𝑛.    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

𝑀1 

 𝑀1𝑀2  



 

  

1 

 أ

 ب

2 

3 

4 

( ن 4,5 ) : انخامسانتمشٌه   

 ٌٖ٤ُ𝑛 ٝ ّاُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ        ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ ℝ ثٔب ٢ِ٣ : 

𝑓𝑛 𝑥 = −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛
 

𝑛ث٤ٖ أٗٚ ٖٓ أعَ  ≥ = 𝑓𝑛 𝛼𝑛:  ثؾ٤ش  0,1  ٖٓ أُغبٍ        ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝ ؽ٤ذ 2 0.  

ℓ: ٗؼغ  ) ر٘بهظ٤خ هطؼب صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  = lim+∞ 𝛼𝑛  ) 

𝑡رؾون أٗٚ ٖٓ أعَ  ≠ 1 : ُذ٣٘ب 1 + 𝑡 + 𝑡2 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛 :اعز٘زظ إٔ  +
 𝛼𝑛 2

2
+

 𝛼𝑛 3

3
+ ⋯ +

 𝛼𝑛 𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −  

𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

 

1 : ث٤ٖ إٔ  أ + ln 1 − 𝛼𝑛 = −  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

 

𝑛∀  : ث٤ٖ إٔ  ≥ 2  ∶     0 ≤  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

≤
1

 𝑛 + 1  1 − 𝛼𝑛 
 

ℓ :اعز٘زظ إٔ  ج = 1 − 𝑒−1  

 ب

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑓𝑛  

𝛼𝑛  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ0,1  ػ٘ظش٣   
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

0:  ارٕ  < 𝑥 < 1     ٝ 0 < 𝑦 < 1   

1−:  ارٕ  < −𝑥 < 0  ٝ  −1 < −𝑦 < 0   

0:  ارٕ  < 1 − 𝑥 < 1  ٝ  0 < 1 − 𝑦 < 1   

𝑥𝑦ٝ ثٔب إٔ   > 1 :    كبٕ 0 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦 > 𝑥𝑦   

𝑥𝑦:  ٝ ُذ٣٘ب  > 0  ٝ  𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 > 0   

 : ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ارٕ 

 ب 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ y ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼  

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ∗ارٕ 

  .𝐼 صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ 𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ُزٌٖ 

𝑥 ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؾغت   ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

  .𝐼 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

 ج 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

:  ٝ ٛٞ 𝐼 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 
1

2
.  

∎ 2 

 :ؽظِ٘ب ُؾذ ا٥ٕ ػ٠ِ ٓب ٢ِ٣ 

  𝐼 =   ٓغٔٞػخ ؿ٤ش كبسؿخ 0,1 

  ∗ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ 𝐼.  

  ∗ َ٣وج 
1

2
  .𝐼 ًؼ٘ظش ٓؾب٣ذ ك٢ 

  ∗ رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ 𝐼.  

 :    صٓشح رجبد٤ُخ ٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ ∗,𝐼 ارٕ ٢ٌُ رٌٕٞ  

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ∗ ٣وجَ ٓٔبصلا ثبُوبٕٗٞ 𝑥ًَ ػ٘ظش 

 ٌٖ٤ُ𝑥′ َٓٔبص 𝑥 ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ٕٞٗثبُ٘غجخ ُِوب ∗  

1  كبٕ  𝑥𝜖𝐼:  ثٔب إٔ  > 𝑥 > 0   

1:   ارٕ  > 1 − 𝑥 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ   :0 <  1 − 𝑥  1 − 𝑦 < 1     1  

 :٣ؼ٢٘ 
𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
< 1  2  

𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
>   3  :ارٕ  0

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 <
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
< 1 

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑥 : ارٕ  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 =
1

2
 

⟺   
𝑥𝑥′

𝑥𝑥′ +  1 − 𝑥  1 − 𝑥′ 
=

1

2
 

⟺    𝑥′ =  1 − 𝑥  

  ٚ٘ٓ ٝ 1 − 𝑥  َٓٔبص ٞٛ  𝑥 ك٢ ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝐼.  

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,𝐼 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

𝐻ُذ٣٘ب     =  2𝑛  ∕    𝑛𝜖℞    

+ℝ عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  𝐻: ارٕ 
∗   

𝑛𝜖ℕ   ;  2𝑛∀ :    لإٔ   𝜖 ℝ+
∗  

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٝ 2𝑚 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻  

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

=
𝑦𝑥

𝑦𝑥 +  1 − 𝑦  1 − 𝑥 
 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 

𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 +  1 − 𝑥  1 −  𝑦 ∗ 𝑧  
 

=
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 1 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥𝑒 + 1 − 𝑒 − 𝑥 + 𝑒𝑥 = 𝑒 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑒 =
1

2
 𝜖  0,1  

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑥𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 𝑥 

⟺      ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 1 

⟺      ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐼 
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+ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×,𝐻 : ارٕ 
∗ ,× .  

 ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑: ُذ٣٘ب 

 .ٝ ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

    ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×, 𝜑 𝐻 ارٕ  

   . ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ∗,𝐾 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1 ∎

 ج 3 ∎

10𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 2 19   

10𝑥+1:      ٗغذ 10ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزٞاكوخ ك٢ اُؼذد  ≡ 20 19   

20:     ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  ≡ 1 19   

 ب 1 ∎

 . ػذد أ19٢ُُٝذ٣٘ب 

  : 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ 

𝑎ٖٓ أعَ   = 10  ُذ٣٘ب  10 ∧ 19 = 1−1019:    ارٕ 1 ≡ 1 19    

1018:  أ١  ≡ 1 19    

 2 أ ∎

𝑑:  ٗؼغ  =  𝑥 + 1 ∧   : 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡   ارٕ ؽغت 18

10𝑥+1:  ُذ٣٘ب  ≡ 10𝑥+1 𝑣 :    ارٕ  19 1 ≡ 1𝑣 19    

1018:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≡ 1018𝑢:   ارٕ  19 1 ≡ 1𝑢  19    

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

≡ 1018𝑢+𝑣 𝑥+1:   ٣ؼ٢٘  1 19   

 ب 2 ∎

𝑑:    ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

𝑑:    ارٕ  ∖ 18  

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑 𝜖  1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 18   

:   ٝ ُذ٣٘ب 

 
  
 

  
 

10 ≡ 10 19 

102 ≡ 5 19 

103 ≡ 12 19 

106 ≡ 11 19 

109 ≡ 18 19 

1018 ≡ 1 19 

   

𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 18  

 ج 2 ∎

18:   ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

18:   ارٕ  ∕  𝑥 + 1   

18:  ٝ ثٔب إٔ  ∕  −18    

18:   كبٕ   𝑥 + 1  − 18  

18:  أ١  ∕  𝑥 − 17    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑥 ≡ 17 18    

2𝑛 :ُذ٣٘ب  ×  2𝑚  −1 = 2𝑛−𝑚  𝜖 𝐻 

𝜑 2𝑛 =
1

1 + 2𝑛
 𝜖 𝐾 

⟺     𝜑 𝐻 =  𝐾 

+ℝ   صٓشح عضئ٤خ ُـ   ×,𝐻 ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  
∗  أ 3   ؽغت اُغئاٍ ×,

10𝑥+1:    ارٕ  ≡ 1 19    

 ∀ 𝑎 ∧ 19 = 1   ;   𝑎19−1 ≡ 1 19  

∃  𝑢, 𝑣  𝜖 ℞2  ;   𝑑 = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣 

𝑥+1 𝑣 10:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    1  

1018𝑢:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    2  

1018𝑢 × 10𝑣 𝑥+1 ≡ 1 19  

10𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 19   

∗ 𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب  𝜑 𝑦 =  
1

1 + 𝑥
 ∗  

1

1 + 𝑦
  

=

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

+  1 −
1

1 + 𝑥
  1 −

1
1 + 𝑦

 
 

=
1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
×

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1 + 𝑥𝑦
 

=
1

1 + 𝑥𝑦
= 𝜑 𝑥𝑦  



 

  

 .  ػذد ػوذ١ صبثذ 𝑎𝑓𝑓 𝐼ارٕ  
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 .رؼ٣ٞغ عَٜ ٣ٔ٘ؾي ٗظق ٗوطخ ٓغب٤ٗخ

 ( ن 4 ):   التمرين الثالث 

 الجزء الأول

∎ 1 

∎ 2 

𝑧 :  ٗ٘شش اُزؼج٤ش  + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 :ٝ ٓ٘ٚ ٗغز٘زظ ؽغت ٓجذأ ٓوبثِخ ٓؼبٓلاد اُؾذٝد ٖٓ ٗلظ اُذسعخ إٔ 

 ب 3 ∎

 أ 3 ∎

  ٌٖ٤ُ 𝑥 + 𝑖𝑦   5   عزسا ٓشثؼب ُِؼذد اُؼوذ١ − 12𝑖 .   

5 ارٕ اُغزسإ أُشثؼبٕ ُِؼذد اُؼوذ١  − 3 :  ٛٔـــب  12 − 2𝑖   ٝ  −3 + 2𝑖    

 :  أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℂُ٘ؾَ ك٢ 

𝑧1:  ارٕ  = −1 + 3𝑖  ٝ  𝑧2 = 2 + 𝑖   

:  روجَ صلاس ؽٍِٞ ٓخزِلخ ٝ ٢ٛ  𝐸 أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

−2𝑖  ٝ  2 + 𝑖  ٝ  −1 + 3𝑖  

  ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ 𝐴𝐵𝐶 ٗغز٘زظ إٔ أُضِش   2  ٝ  1 ٖٓ 

  .𝐶ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢ 

 2 أ ∎

     𝑀 𝑧   ٝ  𝑀1 𝑧1   ٝ  𝑀2 𝑧2:  ٗؼغ 

= ℛ1 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀1  

= ℛ2 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀2   

 2 ب ∎

   . 𝑀1𝑀2  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐼ُذ٣٘ب 

 ج 2 ∎

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽 

= 𝑧3 +  𝛼 + 2𝑖 𝑧2 +  𝛽 + 2𝑖𝛼 𝑧 + 2𝑖𝛽 

 
2𝑖𝛽 = −10 1 + 𝑖    

𝛼 + 2𝑖 = − 1 + 2𝑖 
     ⟺     

𝛼 = − 1 + 4𝑖 
𝛽 = 5𝑖 − 5      

  

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

𝑧2 :٣غت ارٕ ؽَ أُؼبدُخ اُزب٤ُخ أٝلا  −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

 الجزء الثاني

∎ 1 

 :ُذ٣٘ب 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=

−1 + 3𝑖 − 2 − 𝑖

−2𝑖 − 2 − 𝑖
=

3 − 2𝑖

2 + 3𝑖
= −𝑖 = 𝑒

−𝑖𝜋
2  

 

  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 =  −𝑖 = 1 

 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 =
𝑧1 + 𝑧2

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = − 3 − 𝑖 −
 1 − 3𝑖  3 + 𝑖 3 

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒 

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝐶𝐵      , 𝐶𝐴               
 ≡

−𝜋

2
 2𝜋   1  

 

 :ارٕ 
𝐶𝐴

𝐶𝐵
= 1  2  

 

=∆ :ُذ٣٘ب   1 + 4𝑖 2 − 4 −5 + 5𝑖  

= 5 − 12𝑖 

=  3 − 2𝑖 2 

⟺     
 𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 5 − 12𝑖   

 𝑥 + 𝑖𝑦 =  52 + 122
      

⟺     
 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 5 − 12𝑖   

𝑥2 + 𝑦2 = 13                            
      

⟺     

 𝑥2 − 𝑦2 = 5
𝑥𝑦 = −6         

   

𝑥2 + 𝑦2 = 13   

      

⟺     
𝑥2 = 9
𝑦2 = 4

   

𝑥𝑦 = −6   

          ⟺     
𝑥 = 𝑥    أٝ   3− = 3

𝑦 = 𝑦    أٝ      2 = −2
       

⟺    𝑧1 − 𝑏 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑏  

⟺    𝑧1 + 2𝑖 =  
1

2
+

 3

2
𝑖  𝑧 + 2𝑖  

⟺    𝑧1 =  
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  3 − 𝑖 

⟺    𝑧2 − 𝑎 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎  

⟺     𝑧2 + 1 − 3𝑖 =  
−1

2
−

 3

2
𝑖  𝑧 + 1 − 3𝑖  

⟺    𝑧2 = −  
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  1 − 3𝑖  

3 + 𝑖 3

2
  

 . ٗوطخ صبثزخ ك٢ أُغز𝐼ٟٞ: أ١ 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞   
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lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = +∞ 

 2 أ ∎

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب   لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  +∞   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ارٕ  +∞   

 ب 2 ∎

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

,0  روبثَ ٖٓ 𝑓ارٕ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ =  −∞, +∞    

  .ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓−1ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 

∎ 3 

𝑥 0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

𝑓 1 = 1 + ln 1 = 1 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 1 +
1

𝑥
> 0 

𝑓 𝑒 = e + ln e = e + 1 ≈ 3,72 

 4 أ ∎

𝑡    : ٖٓ أعَ رُي ٗؼغ  = 𝑓−1 𝑥     ٕار   :   𝑥 = 𝑓(𝑡) 

 ب 4 ∎

 : ٢ٛ ٓغبؽخ اُؾ٤ض أُزًٞس ك٢ اُغئاٍ ارٕ 𝐴ٗؼغ 

 𝑓−1 𝑥  :ُ٘ؾغت اُزٌبَٓ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓′ 𝑡  

𝑥 −∞ +∞ 

0 

𝑓−1 

+∞ 

C         

C          ′ 

𝐲 = 𝐱 

𝓲 

𝓳 

𝓞 

 ( ن 6 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

 𝑓−1 𝑥  : ارٕ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 =  𝑡𝑓′ 𝑡 
𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  𝑓(𝑡)

𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  

𝑡2

2
+ 𝑡𝑙𝑛 𝑡 − 𝑡 

1

𝑒

 

= 𝑒2 + 𝑒 − 1 −
𝑒2

2
−

1

2
 

=
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
≈ 4,9 

𝐴 =   𝑥 − 𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  𝑥𝑑𝑥
𝑒+1

1

−  𝑓−1 𝑥 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  
𝑥2

2
 

1

𝑒+1

−  
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =  
𝑒2 + 2𝑒

2
 −  

𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =
3

2
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 5 أ ∎

= 𝑕 𝑥:   ٗؼغ  𝑥 + ln 𝑥 − 𝑛  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑕ُذ٣٘ب  +∞    

= 𝑕′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  1 +
1

𝑥
> 0 

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕ارٕ  +∞   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑕  ٖٓ َ0  روبث, ,∞−   ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ +∞    

,∞−  𝜖 0:  ٝ ثٔب إٔ    .𝑕 ثبُزوبثَ 𝑥𝑛  كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  ∞+

𝑥𝑛 !∃:    ٣ؼ٢٘   𝜖  0, +∞   ;   𝑕 𝑥𝑛 = 0      

𝑥𝑛 !∃:   ثزؼج٤ش آخش   𝜖  0, +∞   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛 = 𝑛      

 ب 5 ∎

 𝑥1 ؽَ أُؼبدُخ ٞٛ    :𝑥 + ln 𝑥 = 1  

𝑥1:   ارٕ  = 1  

= 𝑓 𝑥𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب  𝑛 ٕار     :𝑥𝑛 = 𝑓−1 𝑛   

 :  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب كبٕ 𝑓−1:  ٝ ثٔب إٔ 

  𝑥𝑛+1 = 𝑓−1 𝑛 + 1 > 𝑓−1 𝑛 = 𝑥𝑛  

  𝐴  ٌٓجٞسح ثؼذد ؽو٤و٢ 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ ٗلزشع إٔ أُززب٤ُخ  

 .  ٓززب٤ُخ ٓزجبػذح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ٖٓ 

 أ ∎ 6

   ٌٖ٤ُ𝑛 𝜖 ℕ∗  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ارٕ    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛      

  2    ؿ٤ش ٌٓجٞسح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ارٕ 

𝑥𝑛+1ارٕ ٖٓ اُ٘ز٤غخ   > 𝑥𝑛  ٕٗغز٘زظ أ   𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب  . 

 1  

lim :أ١ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

⟺     𝑛 ≥ 1 

⟺    ln 𝑛 ≥ 0 

⟺    𝑛 + ln 𝑛 ≥ 𝑛 

⟺    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛  

≤  𝑓−1 𝑓 𝑛:     داُخ رضا٣ذ٣خ كبٕ 𝑓−1ٝ ثٔب إٔ  𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛     

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ب ∎ 6

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :      ُذ٣٘ب    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ج ∎ 6
𝑛 : ُذ٣٘ب  − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

 :ارٕ 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
≤

ln 𝑛

𝑛
 

 ٚ٘ٓ ٝ:  
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑙𝑛 𝑛

𝑛
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑛∞

 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 = 0 

lim :أ١ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑛:   ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئا٤ُٖ         ٝ        − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑛  ب أ 

 :ارٕ 
𝑛 − ln 𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

1 :٣ؼ٢٘  ≤
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛∞
 

1

1 − 𝑙𝑛 𝑛
𝑛

 = 1 

≥ 1 :كبٕ 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛     
 

∞ ∞ 

1 
1 

 :ملاحظح 

 : ُذ٣٘ب 

lim
𝑛∞

 𝑛 − ln 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑛  1 −
ln 𝑛

𝑛
 =  +∞  1 − 0 = +∞ 

𝑛 : ارٕ  − 𝑙𝑛 𝑛        ≤ 𝑥𝑛  

∞ 

+∞ 

lim :ٝ ٛزا د٤َُ آخش ػ٠ِ إٔ 
𝑛∞

𝑥𝑛 = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ارٕ    𝑥𝑛 ≤ 𝐴  

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝐴 = 𝐵 

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑛 ≤ 𝐵 

⟺      𝐵 ٌٓجٞسح ثبُؼذد ℕ أُغٔٞػخ  

⟺   ٓغزؾ٤َ     

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
𝑥𝑛

𝑛
≤ 1 

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;  ln  
𝑥𝑛

𝑛
 ≤ 0 

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;  ln 𝑥𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 0 

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛          
𝑛

− 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 1 
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∎ 

 ( ن 4):   التمرين الخامس 

1 

   . 0,1  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب 

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:   ٝ ُذ٣٘ب    𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 > 0  

    0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓𝑛  ٖٓ َٗؾٞ    0,1  روبث   𝑓𝑛 0 , 𝑓𝑛 1    

= 𝑓𝑛 0:   ُذ٣٘ب  −1 < 0  

, 𝜖  𝑓𝑛 0 0:    ارٕ  𝑓𝑛 1     

   𝑓𝑛 ثبُزوبثَ  𝛼𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0: ٝ ٓ٘ٚ 

𝛼𝑛 !∃:     ٣ؼ٢٘   𝜖  0,1    ;     𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

∎ 2 

 ٚ٘ٓ ٝ     :∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;    𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥   

< 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:    ارٕ  𝛼𝑛+1 𝜖  0,1:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

= 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:     ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

< 𝑓𝑛 𝛼𝑛:    ارٕ  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

 .   ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب𝛼𝑛 𝑛≥2 ارٕ   

𝑛∀ :   ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 2   ;   0 < 𝛼𝑛 < 1  

 0 ٓظـٞسح ثبُؼذد  𝛼𝑛 𝑛≥2  ٣ؼ٢٘ إٔ أُززب٤ُخ

 .  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

  . 1 أُخبُق ُـ𝑡 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢ 𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ ُذ٣٘ب 

ٝ 𝑓𝑛 1 =
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
> 0 

= 𝑓𝑛+1 𝑥 :ُذ٣٘ب  −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛
+

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

⟺   𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥 +
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

1 :ارٕ  + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1 − 𝑡𝑛

1 − 𝑡
=

1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

 :   كبٕ  𝑥 𝜖  0,1:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
> 0 

𝛼𝑛:     كبٕ  0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثٔب إٔ  < 𝛼𝑛+1  

 3 ∎ ب
𝑡:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≠ 1   

 أ ∎ 4

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:   ٝ ٗؼِْ إٔ  0  

 ب ∎ 4

  1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 
𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 =   
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺  𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

1− : ٣ؼ٢٘  + 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= 0 

1  :ارٕ  = − ln 1 − 𝛼𝑛 −   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ:  1 + ln 1 − 𝛼𝑛 = −   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

𝛼𝑛:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑛+1 < 1  

  :  كبٕ 
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
 ≤  

1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 : ٝ ثبُزب٢ُ 

   ∀𝑛 ≥ 2   ;   0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 :ارٕ 

1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

0:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ≤ 𝑡 ≤ 𝛼𝑛   

⟺    0 ≤ 1 − 𝛼𝑛 ≤ 1 − 𝑡 

⟺    
1

1 − 𝛼𝑛
≥

1

1 − 𝑡
≥ 0 

⟺    0 ≤
𝑡𝑛

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛

1 − 𝛼𝑛
 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤
1

 1 − 𝛼𝑛 
 𝑡𝑛

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
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 ∎ 4 ج

≥ 0     : ُذ٣٘ب    
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
 

           
 

+∞ 
+∞ 

0 
0 

lim : ارٕ 
𝑛∞

  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 1 + ln 1 − 𝛼𝑛  = 0 

ℓ :ٗؼغ  = lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

1 :ارٕ  + ln 1 − ℓ = 0 

⟺     ln 1 − ℓ = −1 

⟺     ln  
1

1 − ℓ
 = 1 

⟺   
1

1 − ℓ
 = 𝑒 

⟺    𝑒 1 − ℓ  = 1 

⟺    𝑒 − 𝑒ℓ = 1 

⟺    ℓ =
𝑒 − 1

𝑒
 

⟺    ℓ = 1 − 𝑒−1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به
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 2012الدورة العادية  

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

 ج

2 

3 

  ن0,75

 𝐈  

𝔸 =  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  𝕀 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ٝ 

 . روجَ ٓوِٞثب ٣زْ رؾذ٣ذٙ 𝔸اعز٘زظ إٔ 

𝐈 :  ٗؼغ                      ٖٓ أُغبٍ       ٝ ٌَُ ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ  =  𝟏 , +∞  a ∗ b =  a2b2 − a2 − b2 + 2 

,𝓍 ∀ :رؾون إٔ  1 𝓎 ϵℝ2 , 𝓍2𝓎2 − 𝓍2 − 𝓎2 + 2 =  𝓍2 − 1  𝓎2 − 1 + 1 

  Iهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗ : ث٤ٖ إٔ  2

+ℝ  .    صٓشح رجبد٤ُخ     :      ٗزًش إٔ 
∗  ,×  

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
𝛗 ∶  ℝ+

∗  𝐈 

𝔁  𝔁 + 𝟏 

+ℝ  . رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 
∗  ,×   𝑰 ,∗  

  ∗, 𝑰  .اعز٘زظ ث٤٘خ           

𝑰 ,∗  Γ  صٓشح عضئ٤خ ٖٓ:                                               ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ  =   1 + 2m 𝑚𝜖℞   

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   
 .اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

,ℴ  أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣   

  𝐸  :  أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

 𝑬   ∶    𝒾Z2 +  2 − 𝒾 𝒶Z −  1 + 𝒾 𝒶2 = 0 

 . ػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝒶: ؽ٤ش 

  . 𝐸  ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑍1 ٝ 𝑍2ؽذد  1

𝑍1𝑍2 : رؾون إٔ  أ 2 = 𝒶2 𝒾 − 1  

𝑎𝑟𝑔𝒶 ػذد ؽو٤و٢ 𝑍1𝑍2 :ث٤ٖ إٔ  ب =
−3𝜋

8
 
𝜋

2
    ⟺ 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

𝔸𝟐 𝕀 ٝ :أؽغت  1 − 𝔸 

, ℝ        )     : أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝔸  ٝ 𝕀             ٗؼزجش أُظلٞكز٤ٖ             ك٢ اُؾِوخ اُٞاؽذ٣خ  +,×) M3  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

𝑏 𝑎 



 

  

 أ 1

 ب

2 

3 

5 

ٌٖ٤ُ   𝑕ُؾن اُ٘وطخ    𝐻:   أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ ℴ ػ٠ِ  𝐴𝐷  .  

 ٌٖ٤ُ𝑐 ٝ  ّػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ 𝑧 ّػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

𝑖) ٝ 1:  اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀ٗؼزجش اُزوؾ  + 1) ٝ 𝑐 ٝ 𝑖𝑐 ٝ 𝑧.  

ic   ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ  𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z +  ic − 1 z = 2ic  ⇔   

ic  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z −  ic − 1 z = 0  ⇔   AD ⊥  OM    

𝑕 :ث٤ٖ إٔ  أ −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  

⊥ 𝐶𝐻   :اعز٘زظ إٔ  ب  BH    

( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه  ∶   𝐸  : أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢      143𝑥 − 195𝑦 = 52 

1 

2  ٌٖ٤ُ𝑛 ث٤ٖ إٔ 5 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  ٝأ٢ُٝ ٓغ اُؼذد   : ∀𝑘ϵℕ , 𝓃4k ≡ 1 5  

 ٌٖ٤ُx ٝ y ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش :  𝑥 ≡ y 4  

, ∗𝑛ϵℕ∀ :ث٤ٖ إٔ  أ 𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 5  

 ب

, ∗𝑛ϵℕ∀ :اعز٘زظ إٔ  𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 10  

  . 𝐸  ؽلا ُِٔؼبدُخ          ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ اُضٝط     ٝ    ٤ٌُٖ  4

 . ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذ اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ 𝑛𝑦اُؼذدإ  : ∗𝑛  ٖٓ ℕث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ 

 𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

= 𝑓𝑛 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓nٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 

,ℴ  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٤ُ𝑓𝑛ٌٖ          أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝑖 , 𝑗  .  Cn          

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥  ٝ 

 أ 2

 ب

 . صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شارٜب𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  3

,𝒇𝟑 𝟎 : ٗؤخز           C3 أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘  4 𝟔 ≈ 𝟎   𝒍𝒏𝟑 = 𝟏, 𝟏   𝒇𝟑 −𝟏, 𝟓 ≈ 𝟎    ٝ  ٝ    

𝓃ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  أ ≥  : كبٕ 3
ℯ

𝓃
< ln⁡(𝓃) 

= 𝑓𝓃 𝑥 ب 0 𝑥𝓃 𝑦𝓃  ٕث٤ٖ أٗٚ ارا ًب𝓃 ≥  : ؽ٤ش      ٝ      روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ                     أُؼبدُخ   كب3ٕ

𝑥𝓃 ≤ −𝑙𝑛 𝓃  
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝓃 ≤ 0 ٝ 

          Cn  .∞−أدسط اُلشع اُلاٜٗبئ٢ ُِٔ٘ؾ٠٘           ثغٞاس 

 𝐈𝐈  

 1  .2℞ روجَ ؽِٞلا ك٢  𝐸 ٝ اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  . 143 ٝ 195ؽذد اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  أ

;1− : ػِٔب إٔ   2℞ ك٢  𝐸 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُـ  .  𝐸  ؽَ خبص ُـ  1−

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن1,00

( ن 5,5 ) : انشاتغانتمشٌه   

 𝑥, 𝑦  𝑥 𝑦 

Cn           ْث٤ٖ إٔ أُغزو٤ D  ٚاُز١ ٓؼبدُز 𝑦 = 𝑥   ثغٞاس        ٓوبسة ٓبئَ ُِٔ٘ؾ٠٘  +∞       

  Cn          ٝ  𝐃 ٝ ؽذد اُٞػغ اُ٘غج٢ ُـ  

 



 

  

1 

 أ

 ب

 ج

 د

4 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ gُزٌٖ  6  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
 
g 𝓍 = −1 − 𝓍ln𝓍

g 0 = −1               
  

 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ gث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝓃رؾون إٔ ٌَُ  ≥ 3  g  
−1

𝓍𝓃

 =
ln𝓃

𝓍𝓃

 

 ج

lim
𝓃→+∞

ln𝓃

𝓍𝓃

 :اعز٘زظ  

= 𝐹 𝑥 :ثٔب ٢ِ٣  0,1  ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  أُؼشكخ ػ٠ِ 
1

𝑥
−

𝑙𝑛 1 + 2𝑥 

2𝑥2
 , ∀𝑥𝜖 0,1  

𝐹 0 = 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ  0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب 𝑡 ٍ0  ٖٓ أُغب, 𝑥  ُذ٣٘ب  : 
1

1 + 2𝓍
≤

1

1 + 2t
≤ 1 

2  ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F 𝓍 ث٤ٖ إٔ  أ
2

𝓍2
 

t

1 + 2t
dt

𝓍

0

 

 ث٤ٖ إٔ  ب
1

1 + 2𝓍
≤ F(𝓍) ≤  0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ Fصْ اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  1

 :ثبعزؼٔبٍ رو٤٘خ أٌُبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ 

∀𝓍ϵ 0,1  ∶   
2𝑡

1 + 2t
dt =  

𝓍2

1 + 2𝓍
+ 2   

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

𝓍

0

 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F′ 𝓍 ث٤ٖ إٔ  أ
−4

𝓍3
  

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

 

 ث٤ٖ إٔ  ب
−4

3
≤ F′ (𝓍) ≤

−4

3 1 + 2t 2
 

 

,0  ك٢ أُغبٍ Fثزطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ اُذاُخ  𝑥  ٕث٤ٖ أ : 

−4

3
≤

F 𝓍 − F(0)

𝓍
≤

−4

3 1 + 2𝓍 2
 

 0 ٓؾذدا ػذدٛب أُشزن ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

lim :أؽغت 
n∞

𝑥n  lim
n∞

𝑦n  ٝ 

 ج

( ن 4,5 ) : انخامسانتمشٌه   

3 

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25
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 ( ن 3,3 ):   التمرين الأول 

 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

𝐴 𝐴:   ارٕ  + 𝐼 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

𝐴 :      ٝ ًزُي  + 𝐼 𝐴 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

 ٚ٘ٓ ٝ𝐴  ٓظلٞكخ هبثِخ ُِوِت ٝ ٓوِٞثٜب ٛٞ أُظلٞكخ  𝐴 + 𝐼    

𝐴−1:     أ١ ثزؼج٤ش آخش  = 𝐴 + 𝐼   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ.  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏   ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼 =  1; +∞    

𝑎:  ارٕ  > 1   ٝ   𝑏 > 0    

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑎2 > 1    ٝ   𝑏2 > 1    

𝑎2 :   ٣ؼ٢٘  − 1 > 0   ٝ     𝑏2 − 1 > 0    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ+
∗  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

+ℝ  رشبًَ ٖٓ   𝜑ارٕ 
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 ٌٖ٤ُ𝑦 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼.  

𝑦:  ثٔب إٔ  > 𝑦2:    كبٕ 1 − 1 > 0   ٚ٘ٓ ٝ  𝑥 𝜖 ℝ+
∗   

𝑦2:   ٝ ثٔب إٔ  −     ػذد ٝؽ٤ذ1

,  𝑦𝜖𝐼∀ :         كبٕ   ∃! 𝑥 = 𝑦2 − 1   ∶     𝜑 𝑥 = 𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ𝜑   ٖٓ َروبث  ℝ+
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 : ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 

+ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ   𝜑ٝ ثبُزب٢ُ 
∗     . ∗,𝐼    ٗؾٞ    ×, 

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

+ℝ  :   و نذٌىا
∗  ٛٞ ×  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×, 

 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ ٓوِٞثٚ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؼذد 
1

𝑥
.  

  𝜑 1 ٛٞ اُؼذد ∗   صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ∗,𝐼   :  إرن

  . 𝑆𝑦𝑚 𝑦 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ 𝑦ٝ ًَ ػ٘ظش 

𝐴2:   ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ         = 𝐼 − 𝐴  1 

𝜑−1   ∶     𝐼,∗    →     ℝ+
∗ ,×  

  𝑦   →    𝑦2 − 1 

= 𝜑 1:       ٝ ُذ٣٘ب   1 + 1 =  2   

   𝑦 𝜖 𝐼:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑦:  ثؾ٤ش ∗𝑥 ٖٓ ℝارٕ ٣ٞعذ  = 𝜑 𝑥  ⟺  𝑥 = 𝜑−1 𝑦 = 𝑦2 − 1   

𝐼 − 𝐴 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

𝐴2 =  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

 ×  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

 :      ُذ٣٘ب 

= 𝑥2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 2 

 𝑥2 − 1  𝑦2 − 1 + 1 =  𝑥𝑦 2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 1 

⟺      𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 > 0 

⟺      𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 + 1 > 1 

⟺     𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ٝ ٓ٘ٚ 

⟺      𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 𝜖 𝐼 

= 𝜑 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑦    ⟺     𝑥 + 1 = 𝑦  

⟺      𝑥 = 𝑦2 − 1 

∗ 𝜑 𝑎:       ُذ٣٘ب  𝜑 𝑏 =  𝑎 + 1 ∗  𝑏 + 1  

=   𝑎 + 1  𝑏 + 1 −  𝑎 + 1 −  𝑏 + 1 + 2 

=  𝑎𝑏 + 1 = 𝜑 𝑎 × 𝑏  
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 𝐈𝐈  ∎ 3 ج 

  𝐼  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  Γ ُذ٣٘ب  

2𝑚:     كبٕ ℞𝑚𝜖:  لأٗٚ ارا ًبٕ  > 0   

2𝑚:   ٣ؼ٢٘  + 1 > 1    

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 > 1   

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 𝜖 𝐼   

  ٌٖ٤ُ 1 + 2𝑚  ٝ   1 + 2𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣   Γ   

 :ُذ٣٘ب 

   . ∗,𝐼    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ اُضٓشح   ∗,Γ ٝ ثبُزب٢ُ   

 ( ن 3,3 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  ∎ 1 

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ 

 𝐈  ∎ 2 أ 

 .  ك٢ شٌِٚ أُضِض𝑧1𝑧2٢ك٢ اُجذا٣خ ٣غت ًزبثخ  

 𝐈  ∎ 2  ب

 𝐸  ∶   𝑖𝑧2 +  2 − 𝑖 𝑎𝑧 −  1 + 𝑖 𝑎2 = 0 

=∆ :ُذ٣٘ب   2 − 𝑖 2𝑎2 + 4𝑖 1 + 𝑖 𝑎2 

∆=  𝑎𝑖 2 

𝑧1 =
 𝑖 − 2 𝑎 + 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎 1 + 𝑖  

𝑧2 =
 𝑖 − 2 𝑎 − 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎𝑖 

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑖 𝑎  1 + 𝑖  

 𝑧1𝑧2 𝜖 ℝ      :ٝ ُذ٣٘ب 

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑧1𝑧2 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔  𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 2   + 𝑎𝑟𝑔  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

4
 𝜋  

⟺       𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

8
 
𝜋

2
  

  1 + 2𝑚 ∗   1 + 2𝑛 
′

=   1 + 2𝑚 ∗   
1 + 2𝑛

2𝑛
  

=   1 + 2𝑚   
1 + 2𝑛

2𝑛
 −  1 + 2𝑚  −  

1 + 2𝑛

2𝑛
 + 2 

=  2𝑚−𝑛 + 1  𝜖   Γ  

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑆𝑦𝑚 𝑦 = 𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥   

= 𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥   

= 𝜑  
1

𝑥
  

= 𝜑  
1

𝑦2 − 1
  

=  
1

𝑦2 − 1
+ 1 =  

𝑦2

𝑦2 − 1
 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2𝑖 − 𝑎2 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2 𝑖 − 1  

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  
− 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  𝜋 −
𝜋

4
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 

𝑧1𝑧2      : ُذ٣٘ب  = 𝑎2 𝑖 − 1  
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 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 " ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀: " ٗ٘طِن ٖٓ أُؼِٞٓخ 

⟺     𝐴𝐷 ∥  𝐴𝑀  

𝐵 𝑖  و   𝐶 𝑐  و   𝐷 𝑖𝑐  و   𝑀 𝑧 :ُذ٣٘ب  +   𝐴 1  و   1

⟺    
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  ℝ 

⟺     
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

⟺     
𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺    
𝑧 − 1

−𝑖𝑐 − 1
 =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺     𝑖𝑐 − 1  𝑧 − 1 +  𝑧 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 0 

⟺    𝑧 𝑖𝑐 − 𝑖𝑐 − 𝑧 + 1 + 𝑧𝑖𝑐 + 𝑧 − 𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝑀  ⇔     
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  𝑖ℝ 

⇔     
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

           
 =  − 

𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  

⇔     
𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

         
 =  −  

𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
  

⇔     
𝑧 

−𝑖𝑐 − 1
=

−𝑧

𝑖𝑐 − 1
 

⇔    𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 𝑧 𝑖𝑐 + 1  

⇔     𝑧 𝑖𝑐 − 1 − 𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 :ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗغز٘زظ ٓب ٢ِ٣ 

𝑕  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 − 1 −  𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1  

 :ٗؼٞع ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗؾظَ ػ٠ِ 

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  
𝑖

2𝑐
 :  ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 𝑖𝑐 − 1 −  𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 𝑕 𝑖𝑐 + 1  

2𝑖𝑐 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  − 2𝑕 − 2𝑕𝑖𝑐 = 0 

−1 −
𝑕𝑖

𝑐
+ 𝑕 = 0 

⟺     𝑕 − 1 =
𝑕𝑖

𝑐
 

𝑕     : ُذ٣٘ب  −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  

     :٣ؼ٢٘ 
𝑕 −  1 + 𝑖 

𝑕 − 𝑐
=

𝑖

𝑐
 

 ٚ٘ٓ ٝ  :  𝐶𝐻 ⊥  𝐵𝐻  

  AD   ػ٠ِ  O ٢ٛ أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ 𝐻ُذ٣٘ب 

 𝑖− :  ٗؾظَ ػ٠ِ      ٗؼ٤ق ا٠ُ ًَ ٖٓ اُطشك٤ٖ اُؼذد  

⟺    𝑧  𝑖𝑐 − 1 + 𝑧 𝑖𝑐 + 1 = 2𝑖𝑐 

  :٣ؼ٢٘ 
 AD ⊥  OH 
 AD ∥  AH 

  

      :ُذ٣٘ب 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
 

           
 =  −  

𝑕 −  1 + 𝑖 

𝑕 − 𝑐

              
  

=  
−𝑖

𝑐
= −  

𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
  

⟺      

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  𝑖ℝ

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  ℝ

  

⟺     

 
 

  
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  −  

𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =   

𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

  

⟺     

 
 
 

 
  

𝑕 − 0

𝑖𝑐 − 1

        
  =  −  

𝑕 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

 
𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =   

𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺     

 
 
 

 
  

𝑕 

−𝑖𝑐 − 1
  =  − 

𝑕

𝑖𝑐 − 1
 

 
𝑕 − 1

−𝑖𝑐 − 1
  =   

𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺   
𝑕  𝑖𝑐 − 1 = 𝑕 𝑖𝑐 + 1                           

 𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 = − 𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 
  

⟺     𝑕 −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  
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195ثبعزؼٔبٍ خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط ٗؾذد   ∧  :  ثبُطش٣وخ اُزب٤ُخ 143

 13:   ٛٞ آخش ثبه٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  195 ٝ  143ارٕ اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  

143𝑢 :  ثؾ٤ش 𝑘 ٝ 𝑢 ٗغز٘زظ ٝعٞد ػذد٣ٖ ٗغج٤٤ٖ  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ  + 195𝑘 = 13   

13:  ٝ ثٔب إٔ  ∖ 143𝑢 :      كبٕ 52 − 195𝑣 ∖ 52  

𝑣:  ٗؼغ  = −𝑘 ٕ143:      ار𝑢 − 195𝑣 = 13   

,𝑥 ∃ :     أ١  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143 𝑢𝑤 
𝑥

− 195 𝑣𝑤 
𝑦

   

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∃𝑤𝜖℞   ;   52 =  143𝑢 − 195𝑣 𝑤   

,𝑥 ∃ :     ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143𝑥 − 195𝑦   

  .2℞أ١ إٔ أُؼبدُخ  أػلاٙ   روجَ ؽِٞلا ك٢ 

 ب 1 ∎

,1− ُذ٣٘ب      𝐸   ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1−

  ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

 :  ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗   ٝ   ∗ ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ  

𝑥 143:       ٣ؼ٢٘  + 1 = 195 𝑦 + 1    

195:  ُذ٣٘ب  = 15 × 13    ٝ   143 = 11 × 13   

𝑥 11:   ٗؾظَ ػ٠ِ  + 1 = 15 𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :11 ∖ 15 𝑦 + 1   

11:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 15 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    : 11   كبٗٚ ؽغت 1 ∖  𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ      : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 + 1 = 11𝑘  

;   ℞𝑘𝜖∃ :     أ١    𝑦 = 11𝑘 − 1   

𝑥:    ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ك٢ أُزغب٣ٝخ 𝑦ٗؼٞع  = 15𝑘 − 1    

;  ℞𝑘𝜖∀ُذ٣٘ب     : ػٌغ٤ب    143 15𝑘 − 1 − 195 11𝑘 − 1 = 52  

 :  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

∎ 2 

𝑛ُذ٣٘ب    ∧ 5 =   ∗𝑛𝜖ℕ   ثؾ٤ش   1

  .𝑛 ػذد أ٢ُٝ ٝ لا ٣وغْ 5ُذ٣٘ب 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 𝑛5−1 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 5   

𝑛4:    ٣ؼ٢٘  ≡ 1 5   

 ٚ٘ٓ ٝ        : ∀𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛4 𝑘 ≡ 1𝑘  5   

𝑘𝜖ℕ   ;  𝑛4𝑘∀ :     ٣ؼ٢٘  ≡ 1 5   

 3 أ ∎

𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑛𝑥:      ارٕ  ∙ 𝑛−𝑦 ≡ 1 5   

𝑛𝑦:    ٝ ثٔب إٔ  ≡ 𝑛𝑦  5    

 :كبٗٚ ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغذاء ث٤ٖ آخش ٓزٞاكوز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ب 3 ∎
𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑥ارٕ   − 𝑦 ػذد صٝع٢  . 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑥 ٝ 𝑦كشد٣بٕ ٓؼب أٝ صٝع٤بٕ ٓؼب . 

 ُ٘ؾظَ ػ٠ِ أسثغ ؽبلاد 𝑛ٗوّٞ ثذٓظ ٛزٙ اُؾبُز٤ٖ ٓغ ؽبُز٢ صٝع٤خ اُؼذد 

𝑛𝑥 ٝ ًِٜب رؼجش ػٖ صٝع٤خ اُزؼج٤ش   − 𝑛𝑦    

52:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

39:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

13:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

0:  ُذ٣٘ب  =   .وتىقف  ارٕ 0

195 143 

1 
52 

143 52 

2 
39 

52 39 

1 
13 

39 13 

3 
0 

195:  ثزؼج٤ش آخش  ∧ 143 = 13   1  

− 1− 143:     ٣ؼ٢٘  195 −1 = 52   ∗  

143𝑥:    ٣ؼ٢٘  − 195𝑦 = 52    ∗∗  

143 −1 − 𝑥 − 195 −1 − y = 0 

𝒮 ∶     15𝑘 − 1 ; 11𝑘 − 1   ;   𝑘𝜖℞  

⟺    4 ∖  𝑥 − 𝑦  

⟺     ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

𝑛𝑥−𝑦:     ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       = 𝑛4𝑘 ≡ 1 5   2 

𝑛𝑥 ∙ 𝑛−𝑦 ∙ 𝑛𝑦 ≡ 𝑛𝑦  5  

⟺     ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

⟺     ∃  𝑘 ′ = 2𝑘  𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 2𝑘′ 

𝑛𝑥:      أ١  ≡ 𝑛𝑦  5    ⊗  

 ( ن 3,3 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

 
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   - = 

= 

= 

= 

- 

- 

- 



 

𝑛𝑥 ٗغز٘زظ ٖٓ ٛبرٚ اُؾبلاد الأسثغ إٔ اُؼذد     − 𝑛𝑦  ػذد صٝع٢ دائٔب  

  𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑛ٝ رُي ٤ًلٔب ًبٗذ صٝع٤خ الأػذاد 
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 :       ٗغز٘زظ إٔ ⊚ ٝ ⊗ٖٓ اُ٘ز٤غز٤ٖ 
2 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 

2 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 
   

2:    ارٕ  × 5 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦  ٕػذدإ أ٤ُٝب5ٕ ٝ 2   لأ . 

∎ 4 
,𝑥 ُذ٣٘ب   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

;   ℞𝑘𝜖∃ :          ٣ؼ٢٘    𝑥 = 15𝑘 − 1  ٝ   𝑦 = 11𝑘 − 1  

15𝑘 :    ُذ٣٘ب  − 1 ≡  11𝑘 − 4:        لإٔ  4  1 ∖  4𝑘     

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑥 ≡ 𝑦 4    

 ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذد اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ 𝑛𝑦ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ 

𝑛𝑥:   أٝ ثزؼج٤ش آخش ٗؼغ  . = 𝛼𝛽 10            ٝ  𝑛𝑦 = 𝑚𝑠 10             

  𝑛𝑦 ٞٛ  𝑠 ٝ سهْ ٝؽذاد  𝛽  ٛٞ اُؼذد 𝑛𝑥سهْ ٝؽذاد  

𝑛𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑛𝑦 ≡         𝛼𝛽 10:         ٣ؼ٢٘  10  𝑚𝑠 10           10      

10𝑚:         ٣ؼ٢٘  + 𝑠 ≡ 10𝛼 + 𝛽 10   

𝑠:         ٣ؼ٢٘  ≡ 𝛽 10   

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∃𝑢𝜖℞   ;   𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 = 2𝑢   ⊚  

𝑛𝑥:        ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 𝑛𝑦  10   

𝑛𝑥:    ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              ≡ 𝑛𝑦  ب 3    10 

𝑠:      ٣ؼ٢٘  = 𝛽 ٕلأ     :𝑠 < 10      ٝ𝛽 < 10    

 ( ن 3,3 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 =  +∞ + 0 =  +∞  

 أ 2 ∎

𝑛 C           ٕ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ثغٞاس  : ار−∞ 

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= −∞ 

𝑦ارٕ    = 𝑥  ُِٔ٘ؾ٠٘∞+   ٓوبسة ٓبئَ ثغٞاس   𝑛 C          

 أ 2 ∎

   𝐷       ٣ٞعذ كٞم أُغزو٤ْ    ارٕ أُ٘ؾ٠٘  
𝑛 C          

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

∎ 3 

− 𝑓𝑛:       ٝ ُذ٣٘ب  ln 𝑛 = − ln 𝑛 +
1

𝑛
𝑒ln 𝑛 = ln  

𝑒

𝑛
   

4 ∎ 

 أ 5 ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

3 C          

 𝐷  

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 −

𝑒−𝑥

𝑛
=

𝑛 − 𝑒−𝑥

𝑛
 

𝑥ارا ًبٕ    = − ln 𝑛   ٕكب                       

𝑥ارا ًبٕ    > − ln 𝑛   ٕكب                        

𝑥ارا ًبٕ    < − ln 𝑛   ٕكب                      

− ln 𝑛 𝑥 

ln  
𝑒

𝑛
  

−∞ +∞ 

+∞ +∞ 
𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′ (𝑥) 0 − 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 𝜑  0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ,   لأٜٗب كشم داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝜑ارٕ  +∞    

𝜑 𝑥 = ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 

= 𝜑′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥 + 𝑒

𝑥2
> 0 lim

𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= lim : ٝ ُذ٣٘ب  1

𝑥→+∞
 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑥 = 0  ٝ 

=  +∞  0− +
1

𝑛
 = −∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥  𝑥𝑒𝑥 +
1

𝑛
  

− 𝑓𝑛 𝑥                                     ُذ٣٘ب             𝑦 =
𝑒−𝑥

𝑛
> 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 > 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 < 0 
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≈ 𝜑 3:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  0,2 > 0   

𝑥∀ :       ٗلاؽع ٖٓ خلاٍ ٛزا اُغذٍٝ إٔ  > 0   ;   𝜑 𝑥 > 0  

 ب 5 ∎

 :انمشحهح الأونى 

−  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  ln 𝑛 ; +∞    

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln  ٝعذٗب إٔ  3 𝑛 >
𝑒

𝑛
 ٚ٘ٓ ٝ      :− ln 𝑛 <

−𝑒

𝑛
  

 :       ارٕ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞ ⊂  − ln 𝑛 ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: أ١ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثبلأخض 
−𝑒

𝑛
 ;  :   لإٔ  0

−𝑒

𝑛
; 0 ⊂  

−𝑒

𝑛
; +∞   

𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب ًزُي   
−𝑒

𝑛
 =

−𝑒

𝑛
+

1

𝑛
 𝑒

𝑒

𝑛   

𝑛:   ُذ٣٘ب  ≥ :        ارٕ 3
𝑒

𝑛
≤

𝑒

3
   

:  ٝ ثٔب إٔ 
𝑒

3
< :       كبٕ 1

𝑒

𝑛
< 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :
𝑒

𝑒
𝑛

𝑛
<

𝑒

𝑛
 :       ٣ؼ٢٘ 

𝑒
𝑒
𝑛

𝑛
−

𝑒

𝑛
 < 0  

 :           ٗغز٘زظ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ إٔ  4  ٝ  1 ٝ ٖٓ 

 :انمشحهح انثاوٍح 

− ; ∞−  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  ln 𝑛 .   

− ; ∞−  روبثَ ٖٓ  𝑓𝑛ارٕ  ln 𝑛     ٚٗؾٞ طٞسر  𝑓𝑛  −∞ ; − ln 𝑛     

− ; ∞−  𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب  ln 𝑛  =  ln  
𝑒

𝑛
  ; +∞   

− ; ∞−  روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛ارٕ  ln 𝑛    ٍٗؾٞ أُغب   ln  
𝑒

𝑛
  ; +∞     

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln:       ُذ٣٘ب 3 𝑛 ≥ ln 3 ≈ 1,09  

ln:   ارٕ  𝑛 > 1 ٚ٘ٓ ٝ        :1 − ln 𝑛 < 0  

 ٚ٘ٓ ٝ   :ln  
𝑒

𝑛
 < ln:         لإٔ 0  

𝑒

𝑛
 = 1 − ln 𝑛   

𝜖  ln 0:     ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٗغز٘زظ إٔ   
𝑒

𝑛
  ; +∞  

  𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝑥𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0ارٕ 

𝑥𝑛 !∃:        أٝ ثزؼج٤ش آخش   𝜖  −∞ ; − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

𝑥𝑛:    ُذ٣٘ب  ≤ − ln 𝑛 ٣ؼ٢٘         :𝑥𝑛 ≤ ln  
1

𝑛
    

 ج 5 ∎

 أ ∎ 6

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝑔: ارٕ 

 ب ∎ 6

𝑥𝑛      :  ارٕ  +
𝑒−𝑥𝑛

𝑛
= 0          ٚ٘ٓ ٝ             :𝑥𝑛 =

−𝑒−𝑥𝑛

𝑛
     

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = +∞ 

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = −∞ 

𝑛∀  :ارٕ  ≥ 3   ;  ln 3 >
𝑒

𝑛
 

𝑓𝑛:    ارٕ   
−𝑒

𝑛
 < 0   3  

∙ 𝑓𝑛 0:         ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ  𝑓𝑛  
−𝑒

𝑛
 < 0   

∃! 𝑦𝑛  𝜖  
−𝑒

𝑛
; 0  ∶   𝑓𝑛 𝑦𝑛 = 0 

𝑥𝑛 !∃:       أ١  ≤ − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

ln  
1

𝑛
 = −∞ 

 :     ٝ ُذ٣٘ب 
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0 

lim : ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
−𝑒

𝑛
 = lim

𝑛∞
0 = 0 

 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 −1 − 𝑥𝑙𝑛 𝑥 = −1 = 𝑔(0) 

 

= 𝑓𝑛 𝑥𝑛:  ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ               ب 5   0

:         أ١ 
−1

𝑥𝑛
= 𝑛𝑒𝑥𝑛     ∗  

 :ٗؾظَ ارٕ ػ٠ِ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

3 𝑥 

0,2 

0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) + 

lim :ارٕ ثبُؼشٝسح 
𝑛∞

𝑥𝑛 = −∞ 

lim :كبٕ 
𝑛∞

𝑦𝑛 = 0 

  روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛: ٝ ثبُزب٢ُ  
−𝑒

𝑛
 ; 𝑓𝑛 ٗؾٞ طٞسرٚ   0   

−𝑒

𝑛
 ; 0  .    1  

= 𝑓𝑛 0:   ٖٓ عٜخ صب٤ٗخ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
> 𝑛:     لإٔ 0 ≥ 3   

 2  

𝑔                                :  ٣ؼ٢٘   
−1

𝑥𝑛
 = 𝑔 𝑛𝑒𝑥𝑛    

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛 ln 𝑛𝑒𝑥𝑛   

= −1 +
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛  ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − −
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  
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 ج ∎ 6

 ( ن 3,3 ):   التمرين الخامس 

∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥    ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 1    

 أ 2 ∎

 ب 2 ∎

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎ 3 

𝑔      :ثٔب إٔ   
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

lim    :كبٕ 
𝑛→+∞

𝑔  
−1

𝑥𝑛
   = lim

𝑛→+∞
 

ln 𝑛

𝑥𝑛
  

 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       

      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺     
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

 ⟺  
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

 ⟺       
2

𝑥2 1 + 2𝑥 
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

≤ 𝐹(𝑥) ≤
2

𝑥2
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

 

 ⟺       
2𝑥2

2𝑥2 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

2
 

2

𝑥2
 

 ⟺       
1

 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
1

1 + 2𝑥
 = lim

𝑥→0+
1 = 1 

lim :كبٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = 1 = 𝐹(0) 

   ٌٖ٤ُ𝑥 𝜖  0; 1     ٝ   𝑡 𝜖  0; 𝑥     

0                                :     ُذ٣٘ب  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥    

⟺       0 ≤ 2𝑡 ≤ 2𝑥 

⟺       1 ≤ 2𝑡 + 1 ≤ 2𝑥 + 1 

⟺      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
1

𝑥2
  

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1 − 1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1

1 + 2𝑡
−

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  1 −

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
 1

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2𝑥2
  

2

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

  ⟺       lim
𝑛→+∞

𝑢=
−1
𝑥𝑛

𝑔 𝑢   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺        𝑔(0)   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺       lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
 = −1 

=
1

𝑥2
 𝑡 0

𝑥 −
1

2𝑥2
 ln 2𝑡 + 1  0

𝑥  

=
1

𝑥
−

ln 2𝑥 + 1 

2𝑥2
= 𝐹 𝑥  

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 = −1 +

ln 𝑛

𝑥𝑛
+ 1 

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

   : ُذ٣٘ب 
2𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   2𝑡  
𝑢′

 
1

2𝑡 + 1
 

       
𝑣

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑡2

2𝑡 + 1
 

0

𝑥

−  
−2𝑡2

 2𝑡 + 1 2

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 
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 4 أ ∎

ℝٝ ٢ٛ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ    ∖  
−1

2
;0   ٝ ثبلأخض ػ٠ِ أُغبٍ    𝑥   

0:  ثؾ٤ش  ≤ 𝑥 ≤ 1   

= 𝐻′ 𝑥:    ثؾ٤ش 𝐻 روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 𝑕: ارٕ  𝑕(𝑥)  

 4 ∎ ج

 4 ∎ ب

;0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝐹ٗلاؽع إٔ  𝑥   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٝ  

 0; 𝑥  لإٜٗب عذاء داُز٤ٖ ٓزظِز٤ٖ ٝ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم   

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 . داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∶ 𝑕 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب    𝑥  →   
𝑥

1 + 2𝑥
 

 3 :ثؼذ رُي ٗغزؼَٔ ٗز٤غخ اُغئاٍ      ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
  

𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

 =
−2

𝑥 1 + 2𝑥 
−

4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

𝐹′ (𝑥)  =
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 

    1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺     
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

    ⟺      
𝑡

2𝑥 + 1
 

2

≤  
𝑡

2𝑡 + 1
 

2

≤ 𝑡2 

    ⟺       
𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤   
𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺     
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 𝐹′ (𝑥) ≥
−4

𝑥3
 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺     
−4

𝑥3 1 + 2𝑥 2
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

≥ 𝐹′ (𝑥) ≥
−4

𝑥3
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

 

    ⟺     
−4

3 1 + 2𝑥 2
≥ 𝐹′ (𝑥) ≥

−4

3
 

= 𝐹 𝑥     :ُذ٣٘ب 
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

= 𝐻 𝑥 :  ثؾ٤ش    
𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   𝐹′ 𝑐 =
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 

;   𝑐 𝜖  0,1 ∀ :    ٝ ثٔب إٔ    
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑥 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

   :كبٕ 
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑐 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

0 :لإٔ  < 𝑐 < 𝑥 < 1 

 ٚ٘ٓٝ      :   
−4

3
≤  

𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

lim :   ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
−4

3
 = lim

𝑥→0+
 

−4

3 1 + 2𝑥 2
 =

−4

3
 

lim :     كبٕ 
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 =

−4

3
 

𝐹𝑑 :    ٝ ُذ٣٘ب 
′  0 =

−4

3
 

= 𝐹 𝑥 :        ُذ٣٘ب ارٕ 
2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺     𝐹 𝑥 =
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

⟹    𝐹′ 𝑥 =  
2

𝑥2
 

′

𝐻 𝑥 +  
2

𝑥2
 𝐻′ (𝑥) 

⟹    𝐹′ 𝑥 =  
−4𝑥

𝑥4
   

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +  
2

𝑥2
  

𝑥

1 + 2𝑥
  

⟹    𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
   

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2012الدورة الاستدراكية 

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 ٌَُ𝑎 ٝ 𝑏  ٍأُغب ٖٓ 𝐼 =  1; 𝑎:      ٗؼغ  ∞+ ⊥ 𝑏 =   𝑎 +  𝑏 − 1 
2

   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥: ث٤ٖ إٔ 

  .𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ⊥ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . ٝعت رؾذ٣ذ𝐼ٙ  ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ ⊥:  ث٤ٖ إٔ 

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ث٤ٖ إٔ 

   . ×,𝐸 اعز٘زظ ث٤٘خ  

𝐻   :ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ    =   2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

   ∕   𝑛𝜖℞   ٖٓ صٓشح عضئ٤خ     𝐸,× .   

 . ٓغزولإ  𝐼  ٝ  𝐼𝐼 اُغضءإ 

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   . ٓغزولإ  𝐼  ٝ  𝐼𝐼 اُغضءإ  

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش   𝑢  , 𝑣  .   

∶  𝐸 :       أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑧2 − 4  1 +
2

3
𝑖 𝑧 +

5

3
+ 4𝑖 = 0  

𝑧1رؾون إٔ اُؼذد    = 1 +
2

3
𝑖 ؽَ ُِٔؼبدُخ    𝐸 .  

𝑧2ث٤ٖ إٔ اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ  ٛٞ    = 3𝑧1  

  .𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝜔:  ٓخزِلخ ٓض٠٘ ٓض٠٘ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ Ωٗؼزجش صلاس ٗوؾ 

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض Ω ٚصا٣ٝز ٝ 
𝜋

3
.  

𝑃:     ٗؼغ  = 𝑟 𝐴     ٝ    𝐵 = 𝑟 𝑄      

  .𝑄 ُؾن اُ٘وطخ 𝑞 ٝ اُؼذد اُؼوذ١ 𝑃 ُؾن اُ٘وطخ ٤ُ𝑝ٌٖ اُؼذد اُؼوذ١ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ     𝐸ث٤ٖ إٔ 

∶ 𝜑 :  أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜑ٗؼزجش اُزطج٤ن    ℝ∗   →   𝐸 

𝑥  →   𝑀 𝑥  

𝑝 :ث٤ٖ إٔ  = 𝜔 + 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  ٝ 𝑞 = 𝜔 + 𝑒

−𝑖𝜋
3  𝑏 − 𝜔  

 :ث٤ٖ إٔ 
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

= 𝑒
4𝑖𝜋

3  

  ن0,50 1

 𝐈  

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

1 

1 

 أ

 أ

 أ

2 

2 

3 

 ب

 ب

 ب

 ج

    (        ℝ , +,×) M2   ُٕزٌٖ  .ؽِوخ ٝاؽذ٣خ:                            ٗزًش أ       :𝐸 =  𝑀 𝑥 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

  ∕ 𝑥𝜖 ℝ∗   

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25



 

  

( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 .  ٓزٞاص١ أػلاع 𝐴𝑃𝑄𝐵:  ث٤ٖ إٔ 

𝑎𝑟𝑔:   ث٤ٖ إٔ   
𝑏−𝑎

𝑝−𝑎
 ≡

𝜋

2
 2𝜋   اعز٘زظ إٔ اُشثبػ٢ ٝ   𝐴𝑃𝑄𝐵 َٓغزط٤  . 

 .  ػذد أ503٢ُٝ:  رؾون إٔ 

7502ث٤ٖ إٔ    ≡ 72008    صْ اعز٘زظ إٔ     503 1 ≡ 1 503 .      

∶  𝐸 :             أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢     49𝑥 − 6𝑦 = 1   

;1 ػِٔب إٔ اُضٝط    . ٓجشصا ٓشاؽَ اُؾَ 𝐸  أُؼبدُخ 2℞ ، ؽَ ك٢           ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  8

𝑁:     ٗؼغ  = 1 + 7 + 72 + ⋯ + 72007  

72006 ث٤ٖ إٔ اُضٝط    , 𝑁  ؽَ ُِٔؼبدُخ    𝐸 .  

 2012 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ 𝑁اعز٘زظ إٔ 

𝑁ث٤ٖ إٔ   ≡ 0 4   ٝ  𝑁 ≡ 0 503    

;0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  +∞    

;0   ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔(𝑥)اعز٘زظ اشبسح   +∞ .   

= 𝑓 𝑥:        ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ  𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥   

= 𝑓′ 𝑥:       ُذ٣٘ب 𝑥ث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد ؽو٤و٢  𝑒𝑥𝑔(𝑒−𝑥)  

  𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

;𝑥  ٖٓ  −1ث٤ٖ إٔ ٌَُ  0:      ُذ٣٘ب  0 < 𝑓′  𝑥 < 𝑔(𝑒)  

 : ث٤ٖ إٔ 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

  :   ٗلزشع إٔ 
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

lim ٝ :ث٤ٖ إٔ 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 1 

 ب

6 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

 أ 1

 أ

 أ

2 

2 

2 

2 

3 

3 

4 

5 

 ب

 ب

 ج

 ج

𝑔 𝑥 = ln 1 + 𝑥 −
𝑥

1 + 𝑥
 

( ن 7,5 ) : انشاتغانتمشٌه  ;0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑔ُزٌٖ    :  ثٔب ٢ِ٣  ∞+

          C    .     ه٤ٔخ ٓوشثخ لأكظٍٞ ٗوطخ الإٗؼطبف اُٞؽ٤ذح ُِٔ٘ؾ٠٘    0,7−ٗوجَ إٔ  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,75

  ن0,75

 𝐸  

,𝒪   ك٢ ٗلظ أُؼِْ   𝑓− أُٔضَ ُِذاُخ           ٝ    𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ        أٗشئ     𝑖 , 𝑗     C          C          ′ 

1−:    ٝ إٔ  . ℝ ك٢ 𝛼  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا                      ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   < 𝛼 < 0  𝑓 𝑥 + 𝑥 = 0 



 

  

 :          أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  
𝑢𝑛+1 = −𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 0                                 

   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        ث٤ٖ إٔ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0  

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        ث٤ٖ إٔ      𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        اعز٘زظ إٔ      𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

( ن 2,5 ) : انخامسانتمشٌه   

  . 𝐹 1أؽغت 

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ     . 𝐹′ 𝑥  ٝ اؽغت   ∞+

,0  ٖٓ أُغبٍ  𝑥اعز٘زظ إٔ ٌَُ  = 𝐹 𝑥:    ُذ٣٘ب  ∞+ 0   

𝑥∀  :اعز٘زظ إٔ  > 0  ∶  ln 𝑥 =
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  > 0  ∶  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

,𝑥  ٖٓ  0ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ ٌَُ   :  ُذ٣٘ب  ∞+

𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

> 𝑔 𝑒:    ػِٔب إٔ  lim :    أؽغت 0,6
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

;0  أُؼشكخ ػ٠ِ   𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐹 𝑥 :   ثٔب ٢ِ٣  ∞+   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

1 

 أ

 2 أ

3 

4 

5 

 ب

 ب

 ج

 د

7 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1  𝐈  

𝑥:  ارٕ  ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

𝑥  :   ٣ؼ٢٘  +  𝑦 − 1 
2

≥ 1   

𝑥:   ارٕ  ⊥ 𝑦 𝜖  1; +∞    

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ⊥ٝ ٓ٘ٚ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧 ٍصلاصخ ػ٘بطش ٖٓ أُغب 𝐼.  

:1  هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ⊥ارٕ  +∞ .  

∎  𝐈  3 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ⊥ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

𝑥 :      ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 = − 𝑥       

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  =  1 − 2 𝑥 
2

   

 ٌُٖ  : 1 − 2 𝑥 
2

∉ 𝐼  لأٗٚ ُذ٣٘ب   𝑥 𝜖 𝐼  

𝑥 :  ارٕ  ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ   : 1 − 2 𝑥 
2

< 1  

𝑥 :  أٓب ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 =  𝑥   

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  = 1 𝜖  1; +∞    

 ٝ ٗؼِْ إٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ⊥ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 1: ارٕ 

  𝐸 ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏ُزٌٖ 

    (        ℝ ,×) M2   ٕار𝐸ٖٓ عضء ٓغزوش  

  𝐈𝐈  ∎ أ 2

∎  𝐈𝐈  1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

 :ُذ٣٘ب 

𝜑 𝑥 × 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

   ×,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ 𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐸,×   

= 𝑥 ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑀 𝑦  ٍٜٞراد أُغ      𝑥  

𝜑 𝑥 = 𝜑 𝑦   ⟺   𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦  

  ⟺   𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

 =  
𝑦 2 𝑦 − 1 
0 1

  

  ⟺      𝑥 = 𝑦 

= 𝜑 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑀 𝑦  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢  ℝ∗ ٞٛ ٝ 𝑦  

 :ٝ ثزؼج٤ش آخش 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑  ٖٓ َروبث  ℝ∗,×   ٞٗؾ   𝐸,×    

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑 : خلاصح

 ∀𝑀 𝑦  𝜖 𝐸   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ∗  ∶   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦  

2 ∎  𝐈𝐈  ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

   ×,∗ℝ   اٗطلاهب ٖٓ ث٤٘خ   ×,𝐸 ٗغز٘زظ ارٕ ث٤٘خ  

  .𝜑ػٖ ؽش٣ن اُزشبًَ اُزوبث٢ِ 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 =   𝑦 +  𝑥 − 1 
2
 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 =   𝑥 +  𝑦 − 1 
2
 

⟺         𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺         𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +   𝑦 +  𝑧 − 1 − 1 
2
 

⟺         𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 ⊥ 𝑧 − 1 
2
 

⟺         𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊥  𝑦 ⊥ 𝑧  

𝑥  :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 ⊥ 𝑦 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺         ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼     ;      𝑥 +  𝑒 − 1 
2

= 𝑥 

⟺     ∀𝑥𝜖𝐼   ;     𝑥 +  𝑒 − 1 = ± 𝑥 

× 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 =  
𝑎 2 𝑎 − 1 
0 1

  
𝑏 2 𝑏 − 1 
0 1

  

=  𝑎𝑏 2 𝑎𝑏 − 1 
0 1

 = 𝑀 𝑎𝑏  𝜖 𝐸 

φ 



 

  

  ℋ ٓظلٞكخ ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐻𝑛ُزٌٖ 
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  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد   ×,∗ℝ  :  نذٌىا

 ٣وجَ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؾو٤و٢ 
1

𝑥
 . ًٔٔبصَ

  𝜑 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ أُظلٞكخ    ×,𝐸  :  إرن

𝑀 روجَ ٓٔبصِخ ٝ ٢ٛ أُظلٞكخ   𝑀 𝑥ٝ ًَ ٓظلٞكخ   
1

𝑥
 .  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

𝜑 1 = 𝑀 1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼 

𝜑  
1

𝑥
 = 𝑀  

1

𝑥
 =  

1

𝑥
2  

1

𝑥
− 1 

0 1

  

2 ∎  𝐈𝐈  ج 

  𝐸 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ ℋارٕ 

   . ×,𝐸   صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ×,ℋ :  ارٕ 

ℋ:  ارٕ  ⊂ 𝐸    ُذ٣٘ب ٝ:    
1 0
0 1

  𝜖 ℋ    

ℋ.     2𝑛ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  ٝ :ُزٌٖ  2𝑛+1 − 2
0 1

      2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

   

 رؼ٣ٞغ ٓجبشش ٝ ؽغبة عَٜ 

𝑎𝑧2:   ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑧2 ٝ       ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٕ  + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0   

𝑧1 :كبٕ  ٝ + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
 𝑧1𝑧2 =

𝑐

𝑎
 

𝑧1𝑧2 :ٗغزؼَٔ اُؼلاهخ  =
𝑐

𝑎
 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  ب 1 ∎

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

𝑃:   ُذ٣٘ب  = 𝑟 𝐴   

𝑧𝑃 :     ارٕ ؽغت اٌُزبثخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ  − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧𝐴 − 𝑧Ω   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب 

cos  
−4𝜋

3
 = cos  

4𝜋

3
 = cos  𝜋 +

𝜋

3
 = − cos  

𝜋

3
  

sin  
−4𝜋

3
 = −sin  

4𝜋

3
 = −sin  𝜋 +

𝜋

3
 = sin  

𝜋

3
  

⟺     𝐻𝑛 =  2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

  

⟺     𝐻𝑛 =  2𝑛 2 2𝑛 − 1 
0 1

  

⟺     𝐻𝑛 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

    ;    𝑥 = 2𝑛  

2𝑛    :ُذ٣٘ب  2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

 
−1

  

=   2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2−𝑚 2 2−𝑚 − 1 
0 1

   

=   2𝑛−𝑚 2𝑛−𝑚+1 − 2
0 1

  𝜖 ℋ 

𝐵:   ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ  = 𝑟 𝑄   

⟺      𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧𝑄 − 𝑧𝛺  

⟺      𝑏 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑞 − 𝜔  

⟺     𝑞𝑒
𝑖𝜋
3 =  𝑏 − 𝜔 + 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3  

⟺      𝑞 = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝜔 + 𝜔  2  

⟺      𝑝 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  

⟺      𝑝 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔 + 𝜔 

 1  

⟺     𝑧2 =
 

5
3

+ 4𝑖  1 −
2
3

𝑖 

 1 +
2
3 𝑖  1 −

2
3 𝑖 

 

⟺     𝑧2 =
9

13
 

13

3
+

26

9
𝑖  

⟺     𝑧2 = 3 + 2𝑖 

⟺     𝑧2 = 3  1 +
2

3
𝑖  

⟺     𝑧2 = 3𝑧1 

𝑧1𝑧2 :ارٕ  =  
5

3
+ 4𝑖  

𝑧1 
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 :ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ 
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  𝑒

−4𝑖𝜋
3 − 𝑒−𝑖𝜋 

 1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 

 

 

 

⟺      
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  cos  

−4𝜋
3  + 𝑖 sin  

−4𝜋
3  + 1 

 1 − cos  
−𝜋
3

 − 𝑖 sin  
−𝜋
3

  
 

⟺      
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  − cos  

𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
 + 1 

 1 − cos  
𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
  

 

⟺      
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

= 𝑒
4𝑖𝜋

3   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

⟺       𝑝 − 𝑎 = 𝜔  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3  + 𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

⟺       𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎  

𝑞  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  − 𝑏 = 𝜔 + 𝑏𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝜔𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝑏 

⟺       𝑞 − 𝑏 = 𝜔  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  + 𝑏  𝑒
−𝑖𝜋

3 − 1  

⟺       𝑞 − 𝑏 =  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑏  

 ٚ٘ٓ ٝ:    
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

    :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3   3  

 𝐈𝐈  2 ∎ أ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  3 ثبلإعزؼبٗخ ثبُؼلاهخ 

𝑝 :    ارٕ  − 𝑎 =  𝑞 − 𝑏   

=      𝐴𝑃:   ٣ؼ٢٘  𝐵𝑄        

 . ٓزٞاص١ أػلاع𝐴𝑃𝐵𝑄:  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُزؼش٣ق أُزغ٢ٜ ُٔزٞاص١ الأػلاع 

     :ٗلزشع إٔ 
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

   
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

  ⟺      
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
= 𝑒

2𝑖𝜋
3 × 𝑒

4𝑖𝜋
3 = 𝑒2𝑖𝜋 = 1 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

  : 1 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

     2 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اكزشاع اُغئاٍ     
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝜔     :ارٕ  − 𝑏 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

⟺       𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎   4  

 5  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  5 ارٕ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

   ⟺     𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

   ⟺     𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3    6  

 : ٗغز٘زظ إٔ  6  ٝ  4 ٖٓ 

   
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

 𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  

 1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎 

=
1 − 𝑒

−2𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

 

  ⟺     
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 − 𝑐𝑜𝑠  
2𝜋
3  + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

2𝜋
3  

1 − 𝑐𝑜𝑠  
𝜋
3 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
3 

 

  ⟺     
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 +
1
2 +

𝑖 3
2

1 −
1
2 −

𝑖 3
2

=
3 + 𝑖 3

1 − 𝑖 3
 

 أ 1  ٖٓ اُغئاٍ 2  ٝ  1 ُذ٣٘ب ؽغت اُؼلاهز٤ٖ 
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 2012أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟐𝟐𝟖 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

  ⟺     
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1

4
 3 + 𝑖 3  1 + 𝑖 3 = 𝑖 3 

      :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 = 𝑖 3 

 . ٓزٞاص١ أػلاع ٝ اؽذٟ صٝا٣بٙ هبئٔخ𝐴𝑃𝑄𝐵: ٝ ثٔب إٔ 

 .  ٓغزط𝐴𝑃𝑄َ٤     كبٕ

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ 1

 ٝ 7 ٝ 5 ٝ 3 ٝ 2:  ٢ٛ 503ُذ٣٘ب الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب أطـش ٖٓ 

  .503 ٝ لا أؽذ ٖٓ ٛزٙ الأػذاد ٣وغْ اُؼذد 19 ٝ 17 ٝ 13 ٝ 11

 . ػذد أ503٢ُٝارٕ 

 ∎ 1 ب

 . ػذد أ٢ُٝ ًزُي7 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ثٔب إٔ 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 7503−1 كبٗٚ ؽغت  ≡ 1 503   

7502:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 503    

 ٚ٘ٓ ٝ : 7502 4 ≡ 14 503      

72008:     أ١  ≡ 1 503    

  . 𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1,8 : ُذ٣٘ب 

∎ 2 

 ٌٖ٤ُ ٝ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

 :ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُؼبدُز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

49ثٔب إٔ   ∧ 6 = 49:ٗؾظَ ػ٠ِ  : 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  كبٗٚ ؽغت 1 ∕  𝑦 − 8   

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 49𝑘 + 8   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ 𝑦ٗؼٞع 

6𝑘 49:   ُذ٣٘ب  : ػكسٍا  + 1 − 6 49𝑘 + 8 = 1  

 :ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  رٌزت ػ٠ِ شٌَ : ٝ ثبُزب٢ُ 

49 𝑥 − 1 = 6 49𝑘  

⟹      49 ∕ 6 𝑦 − 8  

⟺     𝑥 = 6𝑘 + 1 

𝒮 =     6𝑘 + 1 ; 49𝑘 + 8    ∕     𝑘𝜖℞  

 3 ∎ أ

 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢        ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٗذ 

 : كبٕ 𝑞اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

 : ارٕ 7 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب 7𝑛ُذ٣٘ب 

72006 ارٕ اُضٝط  , 𝑁  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

1 + 𝑞 + 𝑞2 +∙∙∙∙∙ +𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
 

1 + 7 + 72 +∙∙∙∙∙ +72007 =
72007+1 − 1

7 − 1
 

 3 ∎ ب

49 𝑥 − 1 = 6 𝑦 − 8   ∗  

  :ارٕ 
49 × 1 − 6 × 8 = 1
49𝑥 − 6𝑦 = 1         

  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 = 𝑎𝑟𝑔 𝑖 3  2𝜋  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 =

𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹      𝐴𝑃      , 𝐴𝐵       
            

=
𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹  𝑃𝐴 𝐵 زاوٌة قائمة     

⟺     𝑁 =
72008 − 1

6
 

⟺    72008 − 6𝑁 = 1 

⟺    72 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

⟺     49 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

 
72 ≡ 1 4    

73 ≡ −1 4 
  

 
74 ≡ 1 4    

75 ≡ −1 4 
  

 
72006 ≡ 1 4    

72007 ≡ −1 4 
  

 
1 ≡ 1 4    
7 ≡ −1 4 

 :ُذ٣٘ب   

⋮ ⋮ 

𝑞𝑛  

𝐵 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥   ٖٓ 1,0−  ػ٘ظشا .  
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 :ٗغٔغ ٛزٙ أُزٞاكوبد ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

1 + 7 + 72 + 73 +∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ +72006 + 72007 ≡ 0 4  

4:  ٝ ٗؼِْ إٔ  ∕ 𝑁  ٝ  503 ∕ 𝑁    

72008 ُذ٣٘ب ؽغت  ب 1 ≡ 1 503  503 ∕  72008 −  :ارٕ   1

4:  ارٕ  × 503 ∕ 𝑁 2012:      ٣ؼ٢٘ ∕ 𝑁   

 ( ن 7,5 ):   التمرين الرابع 

∎ 1  𝐈  

,0  ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ ػ٠ِ أُغبٍ  0 ر٘ؼذّ ك٢ ′𝑔: ارٕ  +∞ .   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑔 ٍ0  داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغب, +∞ .  

= 𝑔′ 𝑥 :ُذ٣٘ب 
1

1 + 𝑥
−  

 1 + 𝑥 − 𝑥

 1 + 𝑥 2   

⟺   𝑔′ 𝑥 =
𝑥

 1 + 𝑥 2
 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞ .   

𝑥ارٕ   ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(0) = 0   

,𝑥𝜖 0∀:  ٝ ثبُزب٢ُ  +∞   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0      

 𝐈𝐈  ∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 

𝑒−𝑥
 

𝑡 :ٗؾظَ ػ٠ِ  :ٗؼغ  = 𝑒−𝑥  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛 1 + 𝑡 − 𝑙𝑛 1 + 0 

𝑡 − 0
=

1

1 + 0
= 1 

∎  𝐈𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ػذدا ؽو٤و٤ب . 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥  𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 −  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥   

⟺   𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥  

𝑓:   ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥   

∎  𝐈𝐈  3 

 . لا ر٘ؼذّ أثذا ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ دائٔب ′𝑓ارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٝ ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد 

𝓞 

𝟏 

−𝟏 

𝟏 −𝟏 −𝟎, 𝟕 

𝟎, 𝟓 

𝒍𝒏𝟐 

−𝒍𝒏𝟐 
−𝟎, 𝟓 

C         ′ 

C         

∎  𝐈𝐈  5 

1− :  ارٕ  < 𝑥 < 0   ٚ٘ٓ ٝ 𝑒−𝑥 < 𝑒  ٝ  𝑒𝑥 < 1  

> 𝑔 𝑒−𝑥:  ٣ؼ٢٘  𝑔 𝑒   ٝ  𝑒𝑥 < 1   

0:   ارٕ  < 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 < 𝑔 𝑒  0:     أ١ < 𝑓 ′ 𝑥 < 𝑔 𝑒     

⟺      𝑁 ≡ 0 4  

72008 :  ٝ ٗؼِْ إٔ  − 1 = 6N ٕ503:    ار ∕ 6𝑁   

3 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ٝ ثٔب إٔ  × ∧6:  كبٕ 6 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 2 503 = 1   

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠   : 503 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت  ∕ 𝑁  

𝑁:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 0 503    

 3 ∎ ج

503:  ُذ٣٘ب  ∧ 4 =  .  ػذد أ503٢ُٝ:     لإٔ 1

 4 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 22ٝ لإٔ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  1 +
1

𝑒𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥  𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 1 − 𝑙𝑛 𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

0+ 0+ 0− 

−∞ −∞ −∞ 

𝑥 −∞ +∞ 

1 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

∎  𝐈𝐈  4 
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∎  𝐈𝐈  6 

= 𝑕 𝑥:    ٗؼغ  𝑓 𝑥 + 𝑥  

= 𝑕′ 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑓 ′ 𝑥 + 1   

𝑓:  ثٔب إٔ  5 ′ 𝑥 >    ؽغت اُغئا0ٍ

< 𝑕′ 𝑥:   كبٕ  1 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑕 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  ℝ  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑕  ٍروبثَ ٖٓ أ١ ٓغب  𝑥, 𝑦  ٖٓ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ ثبُذاُخ 𝑕.  

  . 1,0− ٗخزبس أُغبٍ   

     𝑓  −1,0  ٗؾٞ   1,0−  روبثَ ٖٓ   𝑕ارٕ 

=  𝑕  −1,0:     ٝ ُذ٣٘ب   𝑕 −1 , 𝑕 0  ≈  
−1

2
, 𝑙𝑛2    

   . 1,0−  ك٢ أُغبٍ  𝑕كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ 

!∃:   ٝ ثزؼج٤ش آخش   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑕 𝛼 = 0  

≠ 𝑕 −1:   ٝ ثٔب إٔ  𝑕 0 ≠ 0  

!∃:    كبٕ   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑕 𝛼 = 0  

0:    ثٔب إٔ  ≤ 𝑓 ′ (𝑥) ≤ 𝑔(𝑒)   

  𝜖 0 :ٝ ثٔب إٔ 
−1

2
, 𝑙𝑛2  

!∃:    أ١   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑓 𝛼 + 𝛼 = 0  

∎  𝐈𝐈  7 أ 

𝑛ٖٓ أعَ  = 1−:    ُذ٣٘ب 0 ≤ 𝑢0 = 0 ≤ 0  

𝑛𝜖ℕ   ; −1∀ :    ٗلزشع إٔ  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0  

;   𝑓     :  ∀𝑥𝜖ℝؽغت اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ    𝑓(𝑥) ≥ 0  

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ؽغت الإكزشاع  ≤ 0   

≥ 𝑓 𝑢𝑛:  ارٕ  𝑙𝑛2  ٕلأ  𝑓 رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ  ℝ.  

𝑛𝜖ℕ   ; −1∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ارٕ   𝑓 𝑢𝑛 ≥ 0 

 1  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑙𝑛2:     لإٔ 1 ≈ 0,6   

 2  

 𝐈𝐈  7 ∎ ب 

 . ℝًِٚ داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب 

  ℝٗغزط٤غ ارٕ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ 

,𝛼  ٝ اُز١ ع٘شٓض ُٚ ثبُشٓض 𝛼 ٝ       ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ  𝑢𝑛                 

  .𝛼 أّ 𝑢𝑛لأٗ٘ب لا ٗذس١ ٖٓ الأًجش َٛ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    كبٕ    0 ≤ 𝑓 ′ (𝑥) 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼    

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

∎  𝐈𝐈  7 ج 

𝑛 ٖٓ أعَ   −  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1

 ب :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      

     ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  0 − 𝛼   ٕار: 

0 :  كبٕ  − 𝛼 =  𝛼 < 1    

   ٝ رُي ؽغت  𝛼 𝜖  −1,0:   ٝ ثٔب إٔ 

 اُغئاٍ

6 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛   

⟺    ∀𝑛𝜖ℕ   ; −1 ≤ −𝑓 𝑢𝑛 ≤ 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ   0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 1   

⟺    ∀𝑛𝜖ℕ   ; −1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 0 

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼  = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     −𝑢𝑛+1 + 𝛼 = 𝑓 ′ (𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹   ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑢𝑛+1 − 𝛼 = 𝑓 ′ (𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 2 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 3 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 𝑛  𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

⋮ ⋮ 

𝑢𝑛  



 

  

,𝑥 𝜖  0 ∀ :    ثٔب إٔ  +∞     ;   𝐹′ 𝑥 = 0  
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 𝐈𝐈  7  ∎ د

 ٝ ٛٞ ػذد 𝑔(𝑒)ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب                 ٝ ٗلاؽع إٔ

 1ٓٞعت أطـش ٖٓ 

> 𝑔 𝑒:    لإٔ  0,6 < 1  

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓظبد٣ن روبسة أُززب٤ُبد ٗغز٘زظ إٔ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

 ج 7 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

 𝑔(𝑒) 𝑛 = 0 

lim
𝑛→+∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim : أ١ 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

 ∎ أ 2

,0  ػ٠ِ  𝜓ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ   :    ثؾ٤ش  ∞+

= 𝐹 𝑥:   ثٔب إٔ  𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹كبٕ    لأٜٗب ٓغٔٞع داُخ ٝ ٓشًت  ∞+

,0 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0 ٓزظِخ ػ٠ِ   :ُذ٣٘ب اُذاُخ  +∞    𝑡 →
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

ٝ 𝜓 𝑥 − 𝜓 0 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 𝜓′ 𝑥 =
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الخامس 

1 ∎ 

𝐹 1 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

1

1

𝑑𝑡 = 0 

 ب ∎ 2

,𝑥 𝜖  0 ∀ :   كبٕ  +∞    ;   𝐹 𝑥 = 𝑐 𝜖 ℝ  

= 𝐹 1   :ٝ ثٔب إٔ  𝑐 كبٕ      0 = 0   

,𝑥 𝜖  0 ∀ :ٝ ثبُزب٢ُ  +∞     ;   𝐹 𝑥 = 0     

3 ∎ 

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

⟺     𝐹 𝑥 =   
1

1 + 𝑡2
 

     
 ln 𝑡    

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

𝑣′ 
𝑢 

⟺      𝐹 𝑥 =   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡   ln 𝑡  1
𝑥

𝑥
−  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 = ln 𝑥 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑙𝑛  
1

𝑥
 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

 ∗  

4 ∎ 

 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 

,∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ُذ٣٘ب  0   ٝ   0, +∞    

لأٜٗب رؼْ دٝاٍ اػز٤بد٣خ ًِٜب ٓؼشكخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

 −∞, 0  ٝ   0, +∞    

𝜑 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

= 𝐹′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب  𝜓′ 𝑥 +  
1

𝑥
 

′

𝜓′  
1

𝑥
  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

−1

𝑥2
  

ln  
1
𝑥 

1 +  
1
𝑥 

2  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

ln 𝑥

1 + 𝑥2
 = 0 

= 𝜑′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑥
 

′

 
1

1 +  
1
𝑥 

2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=  
−1

𝑥2
  

𝑥2

1 + 𝑥2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=
−1

𝑥2 + 1
+

1

1 + 𝑥2
= 0 

 𝑔 𝑒  
𝑛
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,0  داُخ صبثزخ ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ارٕ  +∞   ٝ   −∞, 0    

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑐2 ٝ      ٝ رُي ٖٓ أعَ ا٣غبد 1− ٝ 1 ثبُو٤ٔز٤ٖ 𝑥ٗؼٞع 

  :أٝ ثزؼج٤ش آخش 
∀𝑥𝜖 −∞, 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐1𝜖ℝ

∀𝑥𝜖 0, +∞   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐2𝜖ℝ
  

 
𝑐1 = 𝜑 −1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 −1 = 2  

−𝜋

4
 =

−𝜋

2

𝑐2 = 𝜑 1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1 = 2  
𝜋

4
 =

𝜋

2
             

  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝜑 𝑥 =   

𝜋

2
   ;    ∀𝑥 > 0 

 
−𝜋

2
    ;    ∀𝑥 < 0

  

⟺       ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

𝜋

2
  

 ∗∗  ⟺       ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥   

4 ∎ 

 . ك٢ الإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ∗∗  ٝ  ∗ ٗغزـَ ارٕ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

𝑥∀ :      ُذ٣٘ب  > 0    ;    𝐹 𝑥 = 0   

 :ارٕ 

   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺     
𝜋

2
 ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

1

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺     
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 =
𝜋

2
ln 𝑥 

 ⟺    
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = ln 𝑥 

𝑥∀  :ٓب ٣ٜٔ٘ب ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٛٞ   > 0     ;    𝜑 𝑥 =
𝜋

2
  

𝑐1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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