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Presentacion

El texto Matematica Segundo Afo Medio ha sido creado y disefiado pensando en tus intereses,
gustos e inquietudes.

Este afo profundizards algunos de los temas vistos en tu Primer Afio de Educacién Media con el
estudio de los nimeros reales y de las expresiones algebraicas fraccionarias. Ademds, te presentamos
una Unidad de sistemas de ecuaciones lineales que te permitird comprender, modelar y resolver
situaciones cercanas a la vida diaria.

En el estudio de la Geometria, podrds profundizar tus conocimientos relacionados con la semejanza
de figuras planas, incluyendo los teoremas de Thales y de Euclides, y con la circunferencia, tanto
respecto de las relaciones entre sus dngulos, como de las relaciones métricas de sus trazos.

Te presentamos una Unidad de Datos y azar cuyo estudio te aportard conceptos para el andlisis e
interpretacion de la informacidn entregada por los medios de comunicacién y para manejar recursos
objetivos para fundamentar tus opiniones.

Te invitamos a que, junto a tus compafieros y compafieras, descubras, deduzcas, hagas conjeturas,

inventes y resuelvas problemas usando otras estrategias, distintas a las que planteamos en este Texto,
de manera que seas un constructor de tu aprendizaje matemdtico.
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Organizacion del Texto

Te damos la bienvenida a este nuevo afio escolar y queremos apoyarte en tu crecimiento y desarrollo
con este Texto, que te entregard herramientas para enfrentarte de mejor manera al mundo que te
rodea, y te invita a comprender que la Matematica es parte de él.

A través de sus 6 unidades te enfrentards a diversas situaciones, en las que podrds explorar, aprender,
construir y consolidar conceptos relacionados con nimeros, dlgebra, geometrfa, datos y azar. En ellas
encontrards las siguientes pdginas y secciones:

Expresiones
algebraicas
Unidad fraccionariaS

EN ESTA UNIDAD APRENDERAS A...
En esta seccidn conocerds los principales
objetivos que se espera que logres con el
desarrollo de la unidad.

CONVERSEMOS DE...

A través de una introduccion al tema de la unidad,
conectamos elementos e imdgenes de la vida
diaria con el contenido que trabajards. Ademds,
encontrards preguntas relacionadas con la
imagen y con los contenidos de la unidad que
te permitirdn exponer tus ideas, dar opiniones y
argumentar a partir de tus experiencias.

8 | Oganizacién del Texto



{CUANTO SABES!

En esta seccidn, te invitamos
a resolver ejercicios y
problemas que te ayudardn

a evaluar tus conocimientos

y a recordar lo que aprendiste
en afios anteriores y que
serdn la base para el desarrollo
de la unidad.

iCuanto sabes?

s conseva el denomiadr.

hasta obtener p

+ Pars dividc
dela sequnda.

sumay difrenciade cubos)

701 vuissaz e

Paginas de desarrollo

ANALICEMOS...

Por medio de preguntas,
trabajards el razonamiento,
exploraras el contenido
matemético que aprenderds,
pondrds en prdctica lo

que ya sabes, compartirds tus
ideas y extraerds
conclusiones.

GLOSARIO

Te presentard nuevos
términos matematicos
relacionados con el
contenido que se
estd desarrollando.

Fraccion®yalgebraicas m

T

Recusroa que.

oz cloirieerie | Segunds welt B 0

Teces weta B s

enplodacarcaee
o8

En Resuven

-,

g7 mls

T2 vnidaaz -

HERRAMENTAS TECNOLOGICAS

.'u--llIlI:!I

z

BE

En ResuveN

il

s valores para s cule e nula.

;QUE DEBES RECORDAR!?
Podrés activar tus conocimientos
previos a través de un resumen
que incluye los principales
conceptos trabajados en afios
anteriores y que te servirdn
como apoyo para los
aprendizajes que se espera que
logres en la unidad.

EN TU CUADERNO
Resolverds variadas actividades
para ir construyendo los
conceptos y reforzando asf

tu aprendizaje.

EN RESUMEN

Encontrards explicaciones,
formalizaciones o definiciones
que destacan y precisan lo que
vas aprendiendo.

HERRAMIENTAS
TECNOLOGICAS
Aprenderds a utilizar planillas
de cdlculo o programas
computacionales.

Oganizacién del Texto | 9



Minimo comiin multiplo
de expresiones algebraicas Dnidnd2

MI PROGRESO
Resolverds actividades que te
permitirdn evaluar tu progreso

By por o mem

en el logro de los aprendizajes.

ILla-3lylas3hyporumo

861 Unidaaz Expe

RECUERDA QUE...

Te recordard un contenido o procedimiento
ya aprendido y necesario para lograr tus
nuevos aprendizajes.

Paginas de cierre

COMO RESOLVERLO
En estas dos paginas observards dos problemas
resueltos paso a paso a través de una determinada
estrategia, podrds practicar la estrategia utilizada o
aplicar otras que te permitan encontrar la solucién.
Eso si, en Matemadtica siempre hay mds de un camino
para resolver un problema.

Cémo resolverlo Unidad2

Problema re

lto 1 Problema

Recusmoa que.

1 ~38kmh

No o1 Qus.

1. Deten

@
Q- ,

120kmi,

w40, 160, BD heciess, Detmin o s il recinpo st

981 Unidaaz B

NO OLVIDES QUE...

Te recordard que debes revisar tus
procedimientos, analizar la pertinencia

y consistencia de las soluciones, entre otras.

10 | oganizacién del Texto
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EN TERRENO ~

A partir de una situacién
desarrollada en un contexto
real o laboral, desarrollards
(primero individualmente y
luego en equipo) actividades
que te permitirdn aplicar lo
que aprendiste en la unidad.

”—_.——-.~~
-
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SINTESIS D,E LA UNIDAD

Este es un espacio para que
construyas tu mapa conceptual
de todo lo trabajado en la unidad
a partir de algunos conceptos
fundamentales. También
responderds preguntas de
verdadero o falso y actividades
de desarrollo para evaluar lo que
has aprendido en la unidad.

EVALUACION DE LA UNIDAD
En estas dos paginas, podrds
autoevaluar los aprendizajes que
lograste en la unidad. Tomando en
cuenta que una de las alterativas
al egresar de la Educacion Media
es rendir la PSU, incluimos algunas
preguntas tipo de esta prueba.
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Sintesis de la Unidad

inican s rlacionesque hay eire s concptos.
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| simplifcacion
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e o
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Evaluacion de la Unidad e

Cxpreion que s resanes?

s aceion =2 =5),
i ‘W‘M()’—x)(us?

s or=1

Br=o
cx=0

Exm2

104 1 viidaa2

Cada vez que encuentres este icono,
te invitamos a seguir aprendiendo
con tu hipertexto.

Oganizacion del Texto
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Numeros
y raices

Unidad

EN ESTA UNIDAD APRENDERAS A:

Caracterizar los numeros irracionales como aquellos que no pueden ser escritos como

un cuociente entre dos numeros enteros.

Caracterizar los numeros reales como aquellos que corresponden a la unidn de los numeros
racionales e irracionales.

Utilizar los numeros reales en la resolucion de problemas, reconocer sus propiedades y
realizar aproximaciones por defecto, por exceso y por redondeo.

Ubicar algunas raices en la recta numeérica y explorar situaciones geométricas en las que
ellas estan presentes.

Analizar la demostracion de la irracionalidad de algunas raices cuadradas.

Interpretar y calcular la raiz enésima de un numero real y reconocer algunas propiedades.
Relacionar las raices enésimas con las potencias de exponente racional.

12 | Unidad1



El matematico italiano Leonardo Fibonacci (1170-1230), famoso por sus estudios acerca de
la validez del sistema de numeracion arabe y la importancia del cero, formulo la siguiente sucesion:

1,1,2,3,5 8,13, 21..

Si observas, cada numero de la sucesion es igual a la suma de los dos términos anteriores; ademas,
estos vienen dados por la formula:

el (e

Anos después del planteamiento de la sucesion, los astronomos descubrieron que la relacion entre

los planetas en el sistema solar podia ser descrita mediante los numeros de Fibonacci;

otros descubrimientos surgieron en la Biologia, relacionando la sucesion con la conformacion de las plantas
cuyos tallos o pétalos tienen forma de espiral, asi como en la concha de algunos moluscos, por ejemplo,

la concha de un nautilus. En el ejemplo anterior, se muestra una de las multiples aplicaciones de las raices,
que estudiaras en esta unidad, como también se ensefia una vez mas la increible relacion entre

la Matematica y el mundo que nos rodea.




.Cuanto sabes?

Recuerda lo que aprendiste en afios anteriores y resuelve en tu cuaderno.
1. Descompon los siguientes nimeros como producto de factores primos:
a. 256 c. 1525 e. 1936

b. 441 d. 2 020 f. 2187

2. Determina cudl o cudles de las siguientes expresiones son
verdaderas. Justifica tu decision.

a.3%:37%=1 ¢ 33P+4t=% e. 500=1,1%0

4]

3. Resuelve cada ejercicio aplicando las propiedades de las potencias.

=0,r=0

2
b.3° =15 d.(l) ~16 f.
4

-1 2
3 1 4 2 5 -3
2] +Hl= L3372
° (7) (2) =
12 4 5 3
b. (—) +3 h. 4 :4
9
o (VP +E+E e i @hid)d
. ] 3 ] -2
d.2":2 j (—) 7 (—) ,n#0
n n
2a -3 3a+ 4 5-a a—+4 7—3a 2a
e. r x ° 37 le. w Cw w
2
2 3 2p-3q
f (—6ax) z#0 a ,a#0
3z a3p-2q

4. Resuelve los siguientes problemas y explica, paso a paso,
el procedimiento que utilizaste.

a. Si el lado de un cuadrado aumenta al doble, ;a cudnto aumenta
su dreal, ;y su perimetro?

b. La arista de un cubo mide a cm. Si la arista del cubo se disminuye
a su cuarta parte, ;a cuanto disminuye el volumen del cubo?

14 | unidad1



Unidad 1

5. Reduce las siguientes raices (con a y b niUmeros positivos):

a. V2818 . 4b 126>
\/6_4 8a6

b. — f

J4 o [44

c. W%W g. %—64(1'%'%

d. ¥4-3h2-3 h, Ye?

Compara tus respuestas con las de tus compafieras y compafieros.

iTe equivocaste en alguna?, ;cudl fue el error? Explicalo y resuelve @
correctamente el ejercicio.

¢QUE DEBES RECORDAR!

¢ Al resolver operaciones con numeros racionales, tienen prioridad la multiplicacion y division
antes que la adicion y la sustraccion.

¢ En las potencias de base racional y exponente entero, se cumplen las siguientes propiedades:

n m n+m
ac Q,nme Z,a=0,a -a =a

a,be Qne Z,d" b =(@-b"
n

a
ac Q,nme Z,a#0, - =a
a

n-m

a" an
a, b, ne Z,b:to,—=(—)
p" \b

¢ Si ay bson numeros racionales, se cumple lo siguiente:
Multiplicacién de raices  » <Ja-b =+a-b ,cona, b= 0.

» Ya-b=3a-P

, Ja
Division de raices > \/E=—,cona20,b>0.
b b
3
> 3£=ﬁ,conb¢0.
T

Numeros y raices | 1D



Numeros racionales en la recta numérica

¢Te imaginas
una regla tan buena,
que tuviera marcados
todos los numeros
necesarios para medir?

Francisca y Claudia resuelven una tarea midiendo con una regla. Observan
que en la regla hay solo nimeros naturales.

Tendria que tener
todos los numeros
decimales.

ANALICEMOS...
¢Es posible construir una regla que sea capaz de medir cualquier longitud?
¢Qué conjunto de numeros nos permite asignar numeros a cada punto
de una recta?
¢Todo numero entero es un numero racional?
¢Tiene cada numero representado en la recta un sucesor en ella?, ;por qué?
¢Cudntos puntos distintos hay en un segmento de una recta?
¢Cuantos numeros racionales hay entre el Oy el 17

En la recta numérica, se pretende representar todos los numeros, para esto
es necesario asignar a cada punto de la recta un numero. Estos numeros
indican la distancia desde el punto al 0. Si el punto se encuentra a

la derecha del O, el numero correspondiente a ese punto sera positivo.

Si esta a la izquierda, negativo.

¢Qué conjunto numérico podria representar todos los puntos de una recta?

Se pueden colocar todos los numeros racionales en una recta con
los siguientes trucos geométricos:

. . . 3 .
Por ejemplo, considera el numero T Como es menor que 1, se divide

la unidad en cinco partes iguales y de estas, se toman tres.

1° Se marca en una recta el 0 y la unidad. 2° Se dibuja una recta que pase por 0y se marcan

cinco puntos a igual distancia.

16 | Unidad1




3° Se dibuja un segmento desde el quinto punto 4° Se dibujan los otros segmentos paralelos en

hasta la unidad. los puntos restantes. Los puntos de interseccion

Se traza un segmento paralelo respecto entre los segmentos dibujados y el segmento
ibui . 12 3 4

al segmento dibujado que pase por el cuarto punto. e s e v e

RECUERDA QUE...

Este método permite dividir la unidad en cualquier numero de partes y
determinar un numero racional cualquiera entre O y 1. También se puede

. . a c .
realizar en otra parte de la recta, por ejemplo, entre 7 y 8, de modo que se 2 4 si ad <bc,conb,d>0
puede dividir, idealmente, toda la recta y senalar todos los numeros P
racionales que se puedan representar en ella. (%) = a—z, conb=0

b

EN RESUMEN

La recta numérica es una recta en la que a cada punto le corresponde un niumero que indica su
posicion respecto del 0.

Un segmento se puede dividir en cualquier numero de partes. Para esto se procede como en

el ejemplo, pero copiando un segmento tantas veces como se quiera dividir la unidad.

EN TU CUADERNO

Dibuja en tu cuaderno un segmento de 1 centimetro con una regla y dividelo en 10 partes iguales
utilizando el método explicado anteriormente. Verifica con tu regla si la divisién se corresponde con
los milimetros de la misma.

Dibuja una recta numérica y ubica en ella los siguientes nUmeros racionales:

7020 1. 9 o, 5 10
99

7

’ ’ ’

5° 3" 100 100°

Numeros y raices | 17



Numeros irracionales

GLOSARIO

Ndmero irracional: numero que no
se puede obtener como cuociente de
dos enteros.

Numero racional: se puede expresar
como cuociente de dos enteros.

18 | Unidad1

En cursos anteriores, aprendiste a reconocer los nimeros racionales como
aquellos que se pueden escribir como una fraccion. Los numeros naturales
y enteros son también numeros racionales. Los numeros decimales finitos
también, ya que son equivalentes a una fraccion decimal. En el caso de

los decimales infinitos, solo si son periodicos o semiperiodicos
corresponden a numeros racionales y, de hecho, existen procedimientos
para escribir como fraccion estos numeros.

Pero existen otros numeros decimales infinitos. Observa.

0,1436487965798085312346574568...
0,0011122223333344444455556789...

1,4142135623730950488016887242...
0,2463547680987540000876432456...
3,1415926535897932384626433832...

¢Algun numero de estos tiene periodo?, crees que si se conocieran mas
cifras decimales se podria observar algun periodo?, ¢por qué?

Con los procedimientos conocidos, ise podrian escribir como fraccion?
Justifica.

¢Estos nimeros son racionales?, ipor qué?

¢Reconoces algiin numero de estos?, jcuadl o cuales?

Existen numeros decimales infinitos que, aunque se conozcan 100, 1 000 ¢
1000 000 cifras decimales, no tienen periodo alguno. Luego, no se podrian
escribir como fraccion con alguno de los procedimientos conocidos.

Un numero decimal infinito que no es racional se llama niimero irracional.
Es imposible escribirlos completamente, ya que tienen infinitas cifras
decimales, por lo que usualmente se aproximan a la cantidad de cifras
decimales necesarias, o bien se representan mediante operaciones, como
1++/3, 0 con constantes, como el caso del nimero .

El numero irracional mas conocido es el numero &, que es la razon entre
la longitud de una circunferencia y su diametro, es decir:

- longitud de una circunferencia
diametro
Muchas han sido las aproximaciones de mten el transcurso de los afios,

por ejemplo, en 1987 se calculd con una precision de mas de 100 millones
de cifras decimales, sin encontrarse periodo alguno.
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Otro importante nimero irracional es el numero e = 2,718281... GLOSARIO

El numero e data del siglo XVI y aparece en forma natural cada vez que se Ndmero dureo:

estudian fendmenos de crecimiento o decrecimiento poblacional o se modelan

las curvas, por ejemplo, que aparecen en los cables de tendido eléctrico. m
El nimero ¢ = #z 1,61803398..., llamado ntimero aureo o numero de

oro fue descubierto en la Antigliedad al observar la proporcion que hay en

algunas figuras geométricas (relacion entre la diagonal y el lado del pentagono

regular), también en algunas proporciones de la anatomia humana (por ejemplo, .

) . diagonal 1+/5
entre la altura de una persona v altura de su ombligo, o la relacion entre el — = _ b=
didmetro de la boca y didmetro de la nariz) y en la naturaleza (como en la lado 2
disposicion de los pétalos de las flores o en la distancia entre espiras de ¢ =~ 1,61803398...
cualquier caracol).

EN RESUMEN

¢ Un numero irracional es un numero que no puede representarse como una fraccion. Es un nimero
decimal infinito que no tiene periodo.
¢ Algunos numeros irracionales destacados son 7, el numero €y el numero de oro, ¢.

EN TU CUADERNO

1. Clasifica los siguientes nimeros en racionales e irracionales:

a. 0,737 c. 154,154154... e. 0,121231234... g. 260625
b. 2,1732929... d. 23242526... f. 14,1010010001... h. 12,4666...

2. Determina si m e y son nimeros irracionales o no. Justifica tu decision.

A

2 2 3 3

3. Encuentra un nimero irracional que cumpla lo siguiente:

a. Sea mayor que V2 y menor que +/3 . c. Sea mayor que 1y menor que /2.
b. Sea mayor que V15 y menor que 4. d. Sea mayor que V23 y menor que V24,

4. Completa con los signos <, > o =, seglin corresponda.

a V2 (1414 e 3 )73 e. V5 )223
b. N2 ) 141 d. V3 [ ) 1733 i V5 )2236 @
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Numeros reales

Numeros naturales,
enteros, racionales,
irracionales...

GLOSARIO

Decimal finito: numero decimal cuya
parte decimal es finita.

Decimal infinito periédico: numero
decimal cuya parte decimal estd
compuesta por una cifra o un
conjunto de cifras que se repiten
indefinidamente. El nimero que se
repite se llama periodo.
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Daniel necesita dibujar un diagrama que le permita comprender como

se relacionan todos los conjuntos de niimeros que conoce. El sabe que todos
los numeros naturales también son numeros enteros, que todos los enteros
también son racionales y que los numeros irracionales, por definicion,

no son racionales.

ANALICEMOS...
¢Existe un conjunto de numeros que los agrupe a todos o, al menos, una
manera comun de llamarlos a todos?
¢Qué propiedades tienen los numeros de este conjunto que no se
cumplen en los otros?
¢Como se representarian en la recta numérica?

La union del conjunto de los numeros racionales con el conjunto de los
numeros irracionales recibe el nombre de conjunto de los nimeros reales,
y se denota con el simbolo R.

Las propiedades de las operaciones que involucran numeros racionales se
extienden naturalmente a los numeros reales:

® las operaciones basicas tienen como resultado numeros reales; es decir,
de la adicion, sustraccion, multiplicacion y division de numeros reales se
obtiene siempre un numero real. Es decir, el conjunto de los numeros
reales es cerrado.

° laadiciony la multiplicacion de numeros reales satisfacen las propiedades
de conmutatividad y asociatividad; cada operacion tiene un elemento
neutro y cada numero real tiene su elemento inverso, tanto aditivo como
multiplicativo (excepto el 0, que no tiene inverso multiplicativo).

* Ademas, la multiplicacion es distributiva respecto de la adicion.

* Esun conjunto denso, esto es, entre dos numeros reales siempre hay otro
numero real.

Los numeros racionales, cuando se escriben como numeros decimales,
son finitos, infinitos periddicos o infinitos semiperiddicos. Sin embargo,
los numeros irracionales son siempre numeros decimales infinitos pero
no periodicos. Considerando su representacion en la recta numérica,
los numeros reales ocupan la recta numérica por completo, ya que

los numeros irracionales completan todos los espacios dejados por

los racionales en la recta numérica.
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EN RESUMEN

¢ El conjunto de los numeros reales contiene a todos los numeros racionales e irracionales.
* Los numeros reales conservan las propiedades de las operaciones entre numeros racionales.

EN TU CUADERNO

1. Resuelve las siguientes operaciones y determina si sus resultados son iguales o no, en cada caso.

4 (3 1) (4 3) 1 3 3
e B el B —+ =+ — f. =+0 | 0+=
“ 775 0 O 775) 0 77 O t7

2 (5 7) (2 5) 7
b. === - == . (204 +126) - 35 204 - 35) + (12,6 - 35
N e RN - - g ( )+35 () ( )+ ( )
18 18 2 ( z) ( 2) 2
c. —. — h. =+[-= -=[+=
B0 ok 22 O ()2
3 2 2 3
d 7-(4-9 7-4—(7-9 == ==
“4-9 ) 7H-09 25 () 52
4.2 )y 2.4 4 (Z) (Z).i
973 379 AV AR
* ;Qué propiedad se estd aplicando en cada caso?
2. Encuentra dos nimeros reales que estén entre:
A .99 100 _1,2
377 100 7 99 273
7 8 99 101 1 2
137713 T TRACY RCORAT

3. Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros racionales:

5 6 6 57 = Ao -
a. 5 7 c. 35 1 e. 0,3;0,34; 0,344; 0,34
b 721 d 07501‘07051'i f. 0,6;056;056; 0,65
. 91 51 3 . ) )y 14 . 19y Yy ) )y y

4. Decide si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifica tu respuesta.

a.a<b—>%<1a,b>0 b.a<b—>%>]a,b¢0
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Aproximacion de un numero irracional

GLOSARIO

El'ndmeroes la razon entre
la longitud de una circunferencia
y su didmetro:
longitud de una circunferencia
- didmetro

= 3,141592...

RECUERDA QUE...

Aproximar un numero a ciertas cifras
decimales consiste en encontrar un
numero con las cifras pedidas que
esté muy préximo al numero dado.
Aproximar por redondeo un nimero
consiste en dar la mejor de las
aproximaciones, es decir, aquella con
la que se comete un error menor.
Error de una aproximacion es la
diferencia, en valor absoluto, entre
un numero y su aproximacion.

NO OLVIDES QUE...

La cantidad de cifras decimales de
una aproximacion depende de la
cantidad de cifras de los datos y
también de la precision requerida,
segun el contexto del problema.
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Tatiana quiere decorar un viejo tambor metalico para usarlo de paragiiero
en la sala de clases. Tiene un trozo de cuerda muy gruesa que va a pegar
en el contorno del borde superior. El didmetro del tambor mide 58,5 cm.
Ella decide cortar la cuerda de 175,5 cm de longitud para que le quede
justa, pero le faltaron mas de 7 cm.

¢Cual fue el error de Tatiana?

¢Como aproximarias w?, ipor qué?

¢Qué entiendes por aproximar por defecto?, ¢y por exceso?

¢Cual es la mejor aproximacion de 1 con dos cifras decimales?, ;qué error
se comete con esta aproximacion?

¢Cudl es la ventaja de aproximar por redondeo?

Tatiana calculo el perimetro del tambor usando 3 como aproximacion de m,
asi: P=58,5-3 = 175,5. Después decidid aproximarlo a 3,2, para que no

le quedara corta, P =585 - 3,2 = 187,2, pero, en este caso, le sobraron

casi 4 cm. Entonces, decidié utilizar una calculadora y obtuvo
P=585-m=183,78317... y cortd nuevamente la cuerda, ahora de 183,8 cm,
para cubrir completamente el contorno.

Al realizar una aproximacion por defecto, se busca el numero, con un
determinado numero de cifras decimales, que es inmediatamente menor
que el dado. En cambio, para aproximar por exceso, se busca el numero,
con las cifras decimales fijadas, inmediatamente mayor.
Por ejemplo, dado el numero w, al aproximarlo con dos cifras decimales:
por defecto es 3,14.
por exceso es 3,15.

Al utilizar la aproximacion en lugar del numero se comete un error, en el
ejemplo anterior, los errores que se cometen son:

por defecto: 3,141592... - 3,14 < 0,001592...

por exceso: 3,15 - 3,141592... < 0,008408...

Entonces, al aproximar por redondeo, se escoge la aproximacion con la que
se comete el menor error, en este caso, T= 3,14.

Ahora, si no se conocen las cifras decimales de una raiz no exacta, por
ejemplo V5, se puede aproximar por tanteo de la siguiente manera:
Sea D tal que D’ - 5, entonces

2<D<23,yaque2’ =4<D’<529=23"

22 <D <225 yaque 22" = 484 < D* < 50625 = 2,25

223 < D < 2,24, ya que 2,23° = 49729 < D’ < 50176 = 2,24

Es decir, D = 2,23, aproximado con dos cifras decimales.



EN TU CUADERNO

Aproxima con dos cifras decimales por exceso y luego, por defecto, cada uno de los siguientes
numeros irracionales. Considerando estos resultados, aproxima por redondeo.

2,718281... 1,732050... 7,540182...
3,141592... 2,645751... 4,376525...
1,618033... 3,605551... 2,231748...

Indica, en cada caso, el error cometido al aproximar 22 a:

4,69 4,7 5
4,690416 4,6904 4,69042

Determina por tanteo aproximaciones con dos cifras decimales para

5 &

5 5
5 4

EN RESUMEN

Si al aproximar el numero obtenido es menor, se ha aproximado por defecto. Si es mayor, se ha
aproximado por exceso.

Si de los dos valores posibles, se ha considerado aquel con el que se comete el menor error
respecto del numero original, se ha aproximado por redondeo.

HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

En esta actividad, aprenderas a aproximar numeros utilizando una planilla de calculo como Excel.

Escribe el numero decimal que quieres aproximar en la celda A1.

En la celda B1 escribe =REDONDEAR.MAS(A1;3).

En la celda C1 escribe =REDONDEAR.MENOS(A1;3).

En la celda D1 escribe =REDONDEAR(A1;3).

En todos los casos, el numero 3 indica que se aproximara con tres cifras decimales.

Observa que los numeros obtenidos corresponden a aproximaciones por exceso, defecto y redondeo,

respectivamente. Si quieres aproximar varios nimeros simultdneamente, escribelos en la columna Ay copia
las formulas correspondientes en las columnas B, Cy D.
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PROGRESO

1. Clasifica los siguientes nUmeros en racionales e irracionales:

2 5 (@1)_(&4) N (mz)z_(ﬁ_z)z

3 3

REEY o (Y1) [42) . (ﬁ+2)2+(ﬁ—2)2
3 3 4

2. ;Entre qué nimeros enteros se ubican los nimeros irracionales de la pregunta anterior?

3. Usando que v2 =~ 1,4%; /3 = 1,73; /5 ~ 2,24; ordena de mayor a menor los siguientes nimeros:
LVt 32 A 22+1 242-2 2421

432 5 “ T T 6 ' 5

\/§+l \/§+l \/§+2

b. , , d —, ,
6 7 6 10 10 11

4. Ordena de menor a mayor los niumeros: —, —, —, —, =, ——.

5. Con ayuda de una calculadora, aproxima por exceso y por defecto con dos cifras decimales.

a. J3+1 c. \J7-3 e. J11-4
b. 4-/5 d. 4-410 f. 6-24/10
. Como voy?
*  Revisa tus respuestas v, luego, escribe la cantidad de ejercicios correctos en tu cuaderno.
CRITERIO PREGUNTA | EJERCICIOS CORRECTOS
Reconocer numeros racionales e irracionales. 1 B
Ubicar numeros irracionales en la recta numérica. 2 |6
Ordenar niimeros irracionales. 3y4 /5
Aproximar numeros irracionales. 5 |6

24 | Unidad1



Raices cuadradas y raices cubicas

Enrique decidio hacer un marco de madera para poner una fotografia con

forma cuadrada de los Juegos Olimpicos de Atenas, cuya superficie es

de 1225 em”. Sin embargo, esta informacion no parece servir mucho para
determinar la medida de los lados.

Por otro lado, su hermana Paula dispone de un pliego de papel de regalo,
de 70 cm de ancho y 100 cm de largo, para envolver un joyero con forma
de cubo, cuyo volumen es de 3 375 cm™.

¢Cuénto mide el lado de la fotografia que va a enmarcar Enrique?,
¢como lo calculaste?, jcuanta madera necesita?

¢Cuanto mide el lado del joyero que quiere envolver Paula?, ile alcanza
con el pliego de papel que tiene?

Dada la superficie de una region cuadrada, ¢existe una forma de
obtener la medida del lado del cuadrado?, ;cémo?

Dado el volumen de un cuerpo cubico, /se puede calcular la medida
del lado?, icomo?

Enrique debe calcular qué numero al cuadrado es igual a 1 225. Este nimero
se escribe con el simbolo +/1225 vy se lee como "raiz cuadrada de 1 225" En
este caso, ya que 35 - 35 =1 225, el lado del cuadrado mide 35 cm. Y como
4 - 35 = 140, entonces, debe comprar al menos 140 cm de madera para cubrir
el perimetro de la fotografia.

También podria considerarse al numero -35 como raiz cuadrada de 1 225,
ya que se cumple que (-35) - (-35) = 1 225, pero esto no corresponde.
Para evitar confusiones, al referirse a /1 225 solo se considera el valor
positivo, que en este caso es 35.

Ademas, la raiz cuadrada solo puede aplicarse a numeros reales positivos o al
cero, ya que el cuadrado de todo numero real es siempre positivo o cero.

Paula, en cambio, para determinar la medida del lado del cubo debe calcular

ué numero al cubo es igual a 3 375. En este caso, se escribe con el
a g GLOSARIO

simbolo 3/3 375 y se lee como "raiz cubica de 3 375", que en este caso es
Términos de una raiz: dada la

igual a 15, ya que 153 =15-15-15 =3 375. Entonces, si Paula dispone de expresion ¥a , n esel indice de la
un pliego de 7 000 cmz, el papel de regalo le alcanza para cubrir el joyero, raizy a es la cantidad subradical.

ya que su superficie total es de 1 350 cmz.
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EN RESUMEN

Recuerda que si a es un numero positivo o 0 (a = 0), la expresion Ja denota al tnico numero (mayor

o igual a 0) cuyo cuadrado es a. V/a : se lee “raiz cuadrada de a”. Si a > O:

e r=asia=1r -(\/E)2=a

Si a es un numero real cualquiera, la expresion 3/a corresponde al tinico nimero cuyo cubo es a, y su
signo es el mismo que el de a, y se lee “raiz cubica de a”.
3

. 3
e r=3fasir=a o (3/5)=a - 3o=0
Los numeros negativos no tienen raiz cuadrada real, pero si tienen raiz cubica.

Por ejemplo: IJ-8 = -2, ya que (—2)3 =-8

EN TU CUADERNO

Resuelve:

. , . 2

Encuentra la medida del lado de un cuadrado de drea iguala 121 m™,
. . , . 2
Determina el radio de un circulo cuya drea es de 81m cm”.

Si la medida del lado de un cuadrado se expresa por v/A, donde A es el drea del cuadrado,
icudl es la expresion del perimetro del cuadrado?, ;jy de la mitad del perfmetro del cuadrado?

. . - : [ 2
Encuentra el perimetro de una circunferencia que encierra un drea de 361mT m".

Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justifica tu decision.

V2+3=2+3 V32 =4+42 J60 = 2415
V32 =82 V28 =2+4/7 J40 = 2410

Responde: ;
Determina el drea de una cara de_un cubo si su volumen es de 64 cm”.
El volumen de un cubo es 125 m™. Se quiere calcular el drea de una de sus caras, por lo que se

2
plantea que este calculo es equivalente a resolver (3 1 25) . (Es correcta la afirmacién anterior?,
;por qué?
Si la medida de la arista de un cubo se expresa por IV, ;como se expresa el drea de una

de sus caras?, jcdmo se expresa el volumen del cubo? ;
Calcula la medida de la arista de un cubo, cuyo volumen es de 24 m™.
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Ubicacion de raices en la recta numérica

Los numeros racionales son un conjunto que no completa la recta numérica;
es decir, que por mas numeros decimales que usemos, siempre existiran
"huecos” entre ellos. Estos huecos corresponden a los numeros irracionales,
como /2, que completan la recta numérica.

ANALICEMOS...
¢Cdmo pueden ubicarse en la recta numérica algunos niimeros irracionales?
¢Es posible representar todos los numeros correspondientes a raices
cuadradas?

Para ubicar las raices no exactas, por ejemplo~/2, se puede aplicar el
teorema de Pitagoras a un triangulo rectangulo isosceles cuyos catetos
miden 1 unidad: la hipotenusa de este tridangulo sera /2. Luego, al trazar
un arco de circunferencia centrada en el punto O de la recta numérica de
radio igual a la hipotenusa, en la interseccion con la recta numeérica estara

ubicado el niimero /2.

En general, para localizar de manera geométrica ~/n, siendo n cualquier
numero natural, se puede aplicar el teorema de Pitagoras a un triangulo

rectangulo de catetos 1y la raiz cuadrada del numero natural anterior,
es decir, Vn-1.

Por ejemplo, con el segmento de longitud /2 y un segmento de longitud 1,

se construye un nuevo tridangulo rectangulo. Se traza un arco de circunferencia
centrada en el punto 0, y de radio igual a la hipotenusa de este nuevo triangulo.
La interseccion de este arco con la recta numérica es el punto +/3.

EN RESUMEN

Algunos numeros irracionales pueden representarse en la recta numérica, como, por ejemplo, las raices
cuadradas de un numero natural y expresiones compuestas que contienen raices cuadradas.
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EN TU CUADERNO

1. Ubica los nUmeros \/g, \/7, \/ﬁ, \/ﬁ en la recta numérica.

2. Completa la construccion gréfica del nimero dureo siguiendo las instrucciones:

D C

*  Copia en tu cuaderno la siguiente figura.
Observa que ABCD es un cuadrado.

A B

* Marca el punto medio del lado AB como el punto E.
* Con la ayuda de un compds, traza un arco de circunferencia con centro en E y radio EC.
* Lainterseccidn entre el arco de circunferencia y la recta AB determina el punto F.

Demuestra que la medida del segmento AF es igual a ¢.

HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

En esta actividad, aprenderds a ubicar nimeros en la recta numérica usando el programa GeoGebra, que se
encuentra disponible en el sitio web: www.geogebra.at

e Una vezz mstala_do el prograrna, selecmona' _ NI N ?
Cuadricula y Vista algebraica en el menu Vista. i : ;
e Selecciona Redondeo en el menu Opciones para ..;E.':.:::
cambiar la cantidad de lugares decimales. 43 "
» Con el boton Circulo marca en el plano cartesiano, g
primero el punto (0, 0) y luego el punto (1, 1). ! ol e,
De esta manera, se dibujara el circulo de centro (0, 0) /—'F\
y radio v/2, que es la diagonal del cuadrado *Fr \'\:—} % 0 =
correspondiente. :
® Ahora, con el boton Punto, marca el punto de *
interseccion entre la circunferencia dibujada y el eje 4 .. A= Jrm | -

horizontal de la rejilla. Para que efectivamente sea
un punto de la circunferencia, esta debe ennegrecerse.

Observa las coordenadas de este punto. ;Corresponde a \/f?, ¢como lo supiste?
Ejercicio

* Siguiendo el mismo procedimiento, ubica en la recta otras raices no exactas.
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Irracionalidad de algunas raices cuadradas

Observa como se determina GLOSARIO
geométricamente la longitud de 1 Diagonal: segmento que une
la diagonal de un cuadrado. dos Vértices no consecutivos de un
D poligono.
i Demostracién: conjunto ordenado
de argumentos que permiten obtener

0 1 D 2 una verdad como consecuencia

ANALICEMOS... [égica de otra.

Segun los datos de la figura, icuanto mide la diagonal del cuadrado D?,
¢como lo supiste?

¢D es un decimal finito, o un decimal infinito (periodico o
semiperiodico)?

¢Es D un numero racional?, ¢se puede representar como fraccion?

. . . RECUERDA QUE...
Aplicando el teorema de Pitagoras, se tiene que D2 = 2. luego, D = V2. N QU

iCudnto es /2?7

.. . Teorema de Pitdgoras:
Al utilizar una calculadora, arrojara algo como: ~/2 = 1,4142135 Siayb son los catetos yc o
N 14142 135 hipotenusa de un tridngulo
Esto no significa que: v2 = ——————~ po g
. | 10 000 000 rectdnqulo, entonces:
a+b’=¢

Al observar el resultado de la calculadora, se podria pensar que ~/2 es un
decimal finito, pero con muchos decimales, o bien infinito, cuyo periodo sea
mas largo que la precision de la calculadora, o bien infinito, pero que no
tenga periodo.

¢Es 2 un ndmero racional? Si asi fuera, /2 se debe poder escribir como
una fraccion irreducible, con denominador distinto de 0.

Para demostrar que ~/2 no es un nimero racional, se debe demostrar
primero que:

. .2 .
Sea p un niimero natural. Si p~ es un numero par, entonces p es par.

Demostracion por reduccion al absurdo: supon que la propiedad no es cierta. ~ GLOSARIO
Luego, debe haber un p impar cuyo cuadrado sea par. Para este numero p

, ) Reduccion al absurdo: argumento
existen numeros n'y m naturales que cumplen:

de demostracion, que consiste en
p=2n+1 (porque pesimpar) suponer que la propiedad que se
quiere demostrar no es cierta y
deducir a partir de esto una

. 2 ) .y
Pero si p = 2n + 1, entonces, calculando p~ se obtiene: contradiccién. Entonces, como tal
contradiccion se debe a que la
suposicion era incorrecta, la
propiedad debe ser cierta.

p2 =2m (porque p2 es par)

p2 At An 4= 2[2n2 +2n) + 1, y, necesariamente, p2 es impar.

2 . . .
Por lo tanto, p~ es un numero par e impar. Lo cual es una contradiccion.
Entonces, la suposicion era incorrecta y la propiedad queda demostrada.
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GLOSARIO

Numero primo: nimero cuyos
divisores son el 1y él mismo.

GLOSARIO

Fraccién irreducible: es aquella
cuyo numerador y denominador
no poseen divisores comunes
distintos de 1.

EN TU CUADERNO

Ahora, se puede demostrar que ~/2 no es un ntimero racional.

Demostracion por reduccion al absurdo:
Supon que ~/2 es un nimero racional, en tal caso existen p'y g, primos relativos,
tales que +2 = £ con g = 0. De modo que p = /24, vp =24 por lo que
, q
P es par.

.2 . .
Pero si p~ es par, por la demostracion anterior, se sabe que p debe ser par.

Si p es par, existe un natural n tal que p = 2n.

2
Ahora, V2= g = 2;" .y elevando al cuadrado 2 = % de donde:

q
2q2 4’ Simplificando se obtiene: q2 o,

2 :

Por tanto, ¢ es par y, como ya vimos, q es par.

En consecuencia, si V2 = ﬂ, entonces py g son ambos pares. Entonces,
q

no es posible que exista una fraccion irreducible. Pero todo nimero racional
debe tener una fraccion irreducible que lo represente. Esta es |a

contradiccion. Luego, 2 no es un niimero racional. Por lo tanto,

se dice que ~/2 es un numero irracional.

La medida de la diagonal de un cuadrado, que hoy nos parece natural, genero
una crisis en la escuela pitagdrica, en el siglo VI a. C. en Grecia pues
aparecieron cantidades “inexpresables”; es decir, que no se pueden representar
como una fraccidn, algo que los egipcios y los babilonios ya dominaban.

Este descubrimiento afectd el curso del pensamiento matematico griego

y les hizo abandonar la idea de que la medicion sea un gran puente entre

la geometria y la aritmética de los numeros racionales. De hecho, el conjunto
de numeros racionales es notoriamente inadecuado para propdsitos
geométricos simples, ya que en su gran mayoria aparecen numeros irracionales.

De manera similar, demuestra que /3 y /5 no son nimeros racionales. Recuerda demostrar primero
la propiedad anterior correspondiente.
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Raices enésimas

En cursos anteriores, aprendiste a calcular el promedio o media aritmética,
ahora veremos como se puede obtener la media geométrica. Observa.

Para obtener la media geométrica de 2y 18, se calcula: v/2-18 = \/% =6.

Geométricamente, este resultado se puede interpretar como la medida

del lado del cuadrado que tiene igual area que un rectangulo de lados 2 y 18.

18 6

24 -

L] []

Para obtener la media geométrica de 6, 16y 18, se calcula:

3’/6-1648 =%/1 728 =12, es decir, 123 es igual al producto de 6, 16y 18.

Geomeétricamente, este resultado se puede interpretar como la medida
de la arista de un cubo que tiene igual volumen que un prisma rectangular
de dimensiones 6, 16y 18.

Si se necesita obtener la media geométrica de 2, 4, 9y 18, icdmo se
puede calcular?, icorresponde a /2-4-9-187, ipor qué?

¢Como se relaciona el producto de los cuatro numeros con su
media geométrica?

En este caso, /la media geométrica se puede interpretar
geométricamente?, spor qué? Comenta.

En el caso de calcular la media geométrica de cinco numeros,
¢como se podria expresar ese numero?

La media geométrica depende de la cantidad de numeros involucrados.
Luego, no se puede usar siempre la raiz cuadrada.

La media geométrica de 2, 4, 9y 18 corresponde a la solucion de la ecuacion:

x4 =2-4-9-18=1296, es decir, expresado con notacion de raices:

r= 296, lo que se lee “raiz cuarta de 1 296"

. . 5
De la misma forma, la solucion de x~ = a corresponde a x = % y se lee
“raiz quinta de a", y asi sucesivamente.

En general, la raiz enésima de un nimero a es el numero que resuelve Ia

., n . ., . ..
ecuacion x = a. Es decir, se busca el numero cuya potencia enésima sea a.

Por ejemplo, para calcular I625 | se puede calcular por tanteo primero
34=3-3-3-3=81,|uego revisar44=4-4-4-4=64,ytambie’n

GLOSARIO

La media geométrica de n términos
X1, Xy .. X, €5 la raiz enésima del

producto de los n términos

G=",/x]-x2-...xn

GLOSARIO

Raiz enésima de un numero:
expresion que se puede representar
por Ya, cuya enésima potencia es
igual al nimero a.
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5*—5.5.5.5= 625, Entonces, por lo anterior, 3625 = 5.

Al'igual que en el caso de las raices cuadradas y cubicas, no todas
las raices enésimas son exactas, ni todas son numeros reales. Por ejemplo,
la raiz cuarta de un numero negativo no es un numero real, porque ningun
numero elevado a su cuarta potencia es un numero negativo.
Cuando las raices enésimas no son exactas, existen dos posibilidades para
realizar calculos y estimaciones con ellas:
Calcular el valor aproximado de la raiz enésima, con las cifras decimales
que se requieran, por tanteo, tal como para aproximar raices cuadradas.
Simplificar la expresion cuando se pueda, factorizando el numero
apropiadamente y aplicando las propiedades de multiplicacion y division
de raices.
0O bien, segun las caracteristicas del problema, ocupar la notacion de raices,
porque representa exactamente el numero irracional correspondiente.

EN RESUMEN

. ’ ’ .1 n ’
Si a es un numero real y n un numero natural, entonces la expresion Ya denota al ntimero cuya
potencia enésima es a.
n n
\/_ =b<b =a

Si a 20y n un numero par, %a existe y es siempre un numero positivo.
. , y’ .
Si a < 0y n un numero par, V@ no es un numero real.
Cuando » es un numero impar, Ya conserva el signo de a y es siempre un numero real.

Al numero 7 se le llama indice, y al nimero a se le llama cantidad subradical.

EN TU CUADERNO

Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica tus respuestas.
m =-3 El nimero Wes real. §/6_4+ W =5
Yo =0 para cualquier valor de n. El nimero 4/=5 es real. Y625 +332 =2
(=b)" = —a < Y-a = =b, n impar. Y=256 = - {256 %+\/ﬁ=6
Rlea =38 =2 {-128 = -{128 Wz -9 0
2
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Calculo de raices enésimas y sus propiedades

Felipe esta buscando una estrategia para calcular raices usando las que
ya conoce. Observa.

Y64 = Ves = e =2
{625 = 625 =25 = 5

ANALICEMOS...
¢Estan correctos los célculos de Felipe? Comprueba calculando
la potencia correspondiente del resultado en cada caso.
¢(Esta estrategia se puede usar siempre?, jsirve para calcular
una raiz quinta, por ejemplo?
Las propiedades de las operaciones de producto y cuociente
de raices cuadradas y cubicas, ¢se extienden a las raices enésimas?,
¢qué puedes concluir?

Para compraobar si los calculos de Felipe estan correctos, debemos calcular
las potencias que corresponden. En ambos casos vemos que:

2°-2-2.2-2-2-2-64
5" =5.5-5-5=-625
Y por lo tanto, ambos resultados son correctos.

Pese a lo anterior, los cdlculos anteriores no justifican la estrategia usada
por Felipe de separar las raices de indice mayor, de modo que para
comprobar usaremos algunas propiedades de las potencias.

Observando los resultados obtenidos, vemos que podemos escribirlos como:

. 2

5_ 32 () g’ _ea
2

4" 2057 — 625

2
5 =5 %= (5

Y por tanto, la propiedad de potencia de potencia justifica el uso de
la separacion de raices de indice mayor.

Por otro lado, para calcular por ejemplo 65, podemos descomponerlo como
25 : 35, obteniendo 65 = 25 : 35 = 32243 =7 776. Asimismo, podemos

calcular la raiz quinta de 7 776 a partir del producto anterior, obteniendo:
(7776 =/32-243 =R/32-3/243 =2-3=6

De modo que la propiedad de potencias de igual exponente permite obtener
la raiz enésima de un producto como producto de raices enésimas.

NO OLVIDES QUE...

Con la adicién y la sustraccion no se
puede desarrollar:

Ya+b="a+%Yp
Ya-b #%—%
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EN RESUMEN

Si a y b son numeros reales, n y m numeros naturales, se cumplen las siguientes propiedades:

Adicion y sustraccion de raices: para que dos o mas raices se puedan sumar o restar, es necesario
que sean semejantes; es decir, deben tener el mismo indice y la misma cantidad subradical.

Multiplicacion de raices de igual indice Ya-Uo=1fa-b (sines par, a, b>0)

n
g , . 1. a a
Division de raices de igual indice == £, con b = 0.
Vb up

Raiz de una raiz " %=n'%=m~%=m %

EN TU CUADERNO

Resuelve.
M7+ 57 - 237 +1R7 {5 -389 - 4818 + 15818
N2 +6d12 - 42 +3012 025 + 2325 + 5325 - 7425
Calcula las siguientes multiplicaciones de raices de igual indice.
Expresa las siguientes raices o productos de raices de la forma mas simple posible.
3454 w9729 B
\/g.g/;.e\/g 2367 %%i/%%

Simplifica las siguientes expresiones, aplicando las propiedades de las raices.

2,352 V12 55 .5 _(%'%'éﬁ) Be 7 o
A i 2 (4543 Jé ¥ W2 Yw

@—@—@ﬁ-% wﬁ-%%= 5y12V6 - 348

1-

W
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Relacién entre raices enésimas
y potencias de exponente racional

En cursos anteriores, se estudiaron las potencias con exponente entero.
Por ejemplo:

5
3’=3-3-3-3-3

4 1 111
2 === =
PH T2 222

_

16

Es posible ampliar el concepto de potencia a potencias con exponente
1103

racional, como por ejemplo: 72, 8%, 42,

ANALICEMOS...
m

. n n-m .
Supon que se cumple (@) =a , con ny m fracciones,

2
1
scuadl es el resultado de (72) ?

Por otra parte, ;qué numero elevado al cuadrado da como resultado 77,
socurrira siempre lo mismo?, icdmo lo sabes?

¢Qué puedes concluir?

2o,
Qbserva que (72) = 7(2 ) =727,y por otra parte (V7)* = 7 (por
1

definicion de raiz cuadrada), luego 77 = V7.

De la misma manera:

1)3 1
(83) =8, por lo tanto 8% =38 =2

3)? 3
(42) = 4% =64, por lo tanto 42 =8 - J6F -8

Representar las raices como potencias con exponente fraccionario permite
verificar ciertas propiedades de las raices aplicando las propiedades
de las potencias.

Ejemplo !
1 ( 1)5 1o
V¥a =¥a;cona>0,yaque Va =(a)? =\a®) =a® ?=a®=¥a
EN RESUMEN
En general:

1
* Sin#0, entonces a" = Ya

ap

e Sin#0, entonces a”
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EN TU CUADERNO

1. Expresa las siguientes potencias en forma de raiz:

1
d. (0,00032)°

1 5 ; :
a. 453 b, =273 c. (—)
10

2. Escribe las siguientes raices en forma de potencia, y luego calculalas:

a. =343 b. Y324 . 3/=0,00001 d. Y12

3. Utilizando las propiedades anteriores:

1
215
a. ;Cémo expresarfas en forma de raiz \(x)*] ?  b. De manera andloga, expresa como raiz

4. Expresa en términos de una sola raiz las siguientes expresiones:

a. Va’ b. %/ﬁ c. \/5 m d. \IZM
5. Encuentra el valor de .

a. {/E = Z% b. % = %
6. Responde las siguientes preguntas.

; . . 2
a. jCudl es la medida del lado de un cuadrado de drea 2 m7

, . . . 3
b. ;Cudl es la medida de la arista de un cubo que tiene por volumen I5 cm™

1.2 7
1,27
7. Observa el ejemplo y luego resuelve:\/E'%T2 —a’=a* =¥’ =a¥a
L o Vi A .

8. Dada la siguiente figura, contesta.

a. Calcular el drea del cuadrado DBEF si AB = 6 cm.

b. Si el drea ABCD es 30 cmz, calcula el lado del cuadrado D
y el drea del cuadrado DBEF.

c. Calcula el drea de cada cuadrado si:
* el lado del cuadrado menor mide x %m. B
* el drea del cuadrado menores y cm’™. A

1

(a)?

i
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Situaciones que involucran raices

Mediante la experimentacion y la aplicacion de modelos matematicos, se ha
logrado determinar que la relacion entre distancia d (medida en metros)
desde la que cae un objeto partiendo del reposo y el tiempo transcurrido

t (medido en segundos) esta expresada por la formula: t = \/g

Antonio y Eduardo decidieron verificar esta formula dejando caer una piedra

desde un puente y tomando el tiempo que la piedra tarda en llegar al rio.

ANALICEMOS...
¢Cual es la altura del puente, segun la formula, si la piedra cayé en
2 sequndos? Explica, paso a paso, cdmo lo resolviste.

Para solucionar este problema, es necesario resolver una ecuacion que
contiene raices y cuya incognita forma parte de su cantidad subradical.
Observa el siguiente ejemplo y explica los pasos realizados:

t=\/E > 2=\/E > 4=é b d=20m
5 5 5

Remplaza la solucion en la ecuacion original y comprueba que la satisface.
Siempre, al resolver una ecuacion que posea alguna incognita en la cantidad
subradical, debe comprobarse que la o las soluciones encontradas realmente
satisfacen la ecuacion.

Ejemplo 1
Resuelve la ecuacion vx +5 +Jxr +2 =6.

Se considera primero las restricciones de los valores que puede tomar x.
Como la cantidad subradical de una raiz cuadrada debe ser positiva o cero,
se tienequexr+ 5> 0y x+ 2 >0, por lo tanto, las soluciones no pueden
ser menores que -2. Ahora, se resuelve la ecuacion. Observa.

Nr+5+Jr+2=6

VX +5=6-+r+2 Elevando al cuadrado
2 2 S A
(\/x+5) =(6—\/x+2) ]
Desarrollando
XY+5=36-12Jxr+2+x+2 -
12dxr +2 =33 ]
5 Elevando al cuadrado
2
(\/x+2)=(§) > x+2=@ -
12 144
o801 8
144 16

RECUERDA QUE...

Observa la ecuacién/x +1 = -3:
la solucién no pertenece a los
numeros reales, pues la expresion
Jx+1, debe ser positiva o cero,
seguin la definicién de raiz cuadrada.

RECUERDA QUE...

En la expresion Ya, nindicael
indice de la raizy a sefiala la
cantidad subradical.

GLOSARIO

Ecuaciones con radicales: igualdad
en la que intervienen raices cuyas
incégnitas forman parte de una o
mds cantidades subradicales.
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Finalmente, se verifica que la solucion realmente satisface la ecuacion:

89 \/89 \/89+8O \/89+32
—+54+,[—+2=

16 16
_ 69, 21 13 1 _24
16 16 4 4
Como se satisface la igualdad original, la solucidon encontrada es valida.

Ejemplo 2

Considera la ecuacion v6x +1+~/3x = 0.

Antes de resolverla, se debe considerar las restricciones para el valor de .,
ya que 6x + 1y 3x deben ser ambos positivos. Para esto, se considera 3x >0

1
yer+1=0, Io quedaxr=0yx=>-—. Luego la solucion no puede ser

menor que _E Observa.

Ver+1+~3r=0
(x/6x+1)2=(—«/£)2
bxr+1=3x
bxr—-3xr=—
1
x___
3

Como se observa en la imagen que la solucion hallada es menor que el
valor determinado como restriccidn, esta ecuacion no tiene solucion en los
numeros reales. Naturalmente, no es necesario comprobar la solucion.

Ejemplo 3
Resuelve la ecuacion \/x2 +2=x-2.

. . 2
Las restricciones para los valores de x estan dadas solo por x~ + 2 > 0, pero
como todo cuadrado de un nimero es positivo, no existen restricciones en
este caso. Ahora, se resuelve la ecuacion:

\/x2+2=x—2

x2+2=x2—4x+4
4r=4-2
1

xXr=—-
2



Unidad 1

Observa qué sucede al remplazar esta solucion en la ecuacion:

2
(1) 221
2 2
l+2 ;ﬂ
4 2
9 3
_#_—
4 2

Como la igualdad de la ultima linea no es cierta, la solucion encontrada
no satisface la ecuacion. Por lo tanto, la ecuacion no tiene solucion
en los numeros reales.

Ejemplo 4
Resuelve la ecuacion 74/3vVxr -1 = 143 .

Las restricciones para los valores de x estan dadas por la relacion x - 1 >0,
ya que los coeficientes restantes son positivos, de donde x > 1.
Ahora, se resuelve la ecuacion:

733V -1=143
J3Jr-1=2V3

3Vr—-1=12
xr-1=16
xr=17

Y es facil comprobar que la solucion encontrada si satisface la ecuacion
original.

EN RESUMEN

¢ Una ecuacion con radicales es una igualdad en la que intervienen raices cuya incognita forma
parte de una o mas cantidades subradicales.

¢ En una ecuacion con radicales, las soluciones encontradas algebraicamente deben ser siempre
comprobadas, de modo que la ecuacién original esté definida para valores reales.
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EN TU CUADERNO

1. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales. Luego, comprueba la solucién.

a. Jr-5=5 e. \/Marﬂ i 2W=6

b. %\/ﬁg . %\/\/_;ﬂ i or+i-1=3Jx

c. 25r-1+1=7 g. 2J\B3r = 4 ke Jr+Jr+2=\2
d. 23r+4=16 he N +1 =1 Lo Jr+5+43=Jr+8

2. ;Por qué existen valores que no satisfacen una ecuacién radical? Menciona un ejemplo para
responder la pregunta.

3. Analiza las siguientes proposiciones:

a. Lasolucidn a la ecuacion vx = 3 es x = —9. Justifica tu respuesta.

b. El valor real de x que satisface la ecuacion vx = -1 esx=1.

4. ;Existe algiin nimero natural tal que su raiz cuadrada tenga tres unidades mas que la raiz cuadrada
de su antecesor?, ;por qué!

5. Indica si los siguientes procedimientos estan correctos. En caso contrario, sefiala el error.

a. J2r+1+Jx =0 b. «/x—1—\/;=2

Jari=E () JiieNze2 ()
(Var+1) =(-vx)’ (V1) =(Vr+2)’
Ir+1=ux r-l=x+4Jr+4
= 5=4Jx
o Jr=2 = 2
4 16

6. Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 1
RS 20-37 3
T 32 r+3 2 18 +2x

7. {En cuantos centimetros cuadrados se incrementa el drea de un cuadrado de 20 cm de perimetro
cuando al lado se agregan V2 em? Explica, paso a paso, como lo resolviste.
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Unidad 1

M| PROGRESO

1.

Determina si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas. Justifica.

a. 7V2 =98 b. V14 =32 +47 c. K335 =360

. Realiza las siguientes operaciones y reduce el resultado cuando sea posible.

a. V4 + Yea C. 34 -5{L e e. 7933243+ 3
b, 339-23727 d. 1431296 : 736 £ 149256 284

. Realiza las siguientes operaciones y reduce el resultado, si es posible, expresiandolo como una sola raiz.

a. \/5v5325 c. 3327 e. 223242

1

- (a;); e o 1)'5’)2- (S

5 1 1

b, 7¢-73.72 d. (a

(ST
alw

. Resuelve las siguientes ecuaciones:

2 43r =122 b, 2Wr—1=21 o Jr+8-+r-1=1

. . . 2 . .
. Si tengo un terreno que tiene una superficie de 11 m", ;a qué se parecerial Escoge entre

las siguientes alternativas:

Una cancha de tenis.
Una mesa de comedor.
Una habitacién.

Una sala de clases.

onwp

. Como voy?

Revisa tus respuestas y, luego, escribe la cantidad de ejercicios correctos en tu cuaderno.

CRITERIO PREGUNTA | EJERCICIOS CORRECTOS
Resolver operaciones con raices enésimas. 1y2 9
Relacionar potencias con raices. 3 |6
Resolver ecuaciones con radicales. 4 /3
Aproximar raices cuadradas. 5 B
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Logaritmos

42 | Unidad 1

Hasta hace casi 400 afos, la tarea de un calculador podia ser agotadora, imagina
calcular multiplicaciones, divisiones, potencias, o sacar raices, no solo de
numeros enteros sino también de fracciones y nimeros decimales, obviamente,
sin tener una calculadora.

Observa las siguientes multiplicaciones:

16- 128 81-2187 256 - 16 384 62578125

ANALICEMOS...
¢ Calcula los productos de las multiplicaciones anteriores sin usar calculadora
y compara los resultados en tu curso. iExisten diferencias?, ¢por qué?

©  ¢Existe alguna forma de simplificar estos calculos, sin calculadora?
Explica.

© Observa la siguiente tabla. ;Reconoces en ella algunos de los factores
anteriores?, /y algunos de tus resultados?, iqué tienen en comun?

n 2 3 4 )
1 2 3 4 5
2 4 9 16 25
3 8 27 64 125
4 16 81 256 625
5 32 243 1024 3125
6 64 729 4096 15 625
7 128 2187 16 384 78 125
8 256 6561 65 536 390 625
9 512 19 683 262 144 1953125
10 1024 59 049 1048576 9765 625
n 2048 177 147 4194 304 48 828 125
12 4096 531 441 16 777 216 244 140 625

©  Escribe los factores y el resultado, en cada caso, en forma de potencias.
¢Qué puedes concluir?




Observa que todos los resultados conseguidos en la tabla anterior se ubican
en la fila correspondiente a n = 11. Es decir, 11 es el exponente al que hay
que elevar el 2 para obtener 2048, o el 3 para obtener 177 147, por ejemplo.
Para referirnos a este exponente, al que hay que elevar el 2 para obtener 2048,
decimos que el logaritmo de 2048, en base 2, es 11 y lo denotamos:

log, 2048 = 11, pues 2"' = 2048
o que el logaritmo de 177 147 en base 3 es 11 y lo denotamos:
log, 177 147 = 11, pues 3" = 177 147
Y asi sucesivamente.
¢Como se podria simplificar el calculo de 625 - 78 125 utilizando la tabla?

Se ubican en la tabla cada uno dg Ios7factores y Se expresan como potencias
con igual base: 625-78 125=5 -5 =5

Entonces, se busca en la tabla, en la columna que corresponde a 5", su valor
para n = 11. Este valor es 48 828 125, tal como cuando resolviste la multipli-
cacion mediante el algoritmo habitual.

De manera similar, podriamos efectuar otras operaciones, como divisiones,
por ejemplo:

12
244140625 5 4
390625 8 > =6
N g log. B .
Ademas, utilizando la expresion log, B = Tog b se puede determinar el
§

resultado de log,, 19 683.

A partir de la tabla, se observa que 19 683 y 27 son ambos potencias de 3, luego
se pueden escribir utilizando los logaritmos en base 3 y ubicar los valores en la
tabla. Observa.

log, 19 683

l 19 683 =
0927 log, 27

9 .3
= — = 3. Es decir, 27" = 19 683
3 3
De esta manera, las multiplicaciones se pueden convertir en sumas, las divi-
siones en restas y las raices por divisiones, con lo que se facilita notablemente
el calculo, mas cuando los numeros implicados son muy grandes y se cuenta,
obviamente, con tablas apropiadas.

Unidad 1

GLOSARIO

Logaritmo: exponente al que es
necesario elevar una cantidad
positiva para que resulte un numero
determinado.

RECUERDA QUE...

n m n+m
a-a =a
cona#0,nmeQ
n

a n-m
“m =4
a
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Volvamos a la definicion de logaritmo: "exponente al que es necesario elevar
una cantidad positiva para que resulte un numero determinado” Si lo escri-
biera como ecuacion, corresponde a resolver logb a = x, donde b es la base
del logaritmo y a es su argumento, con a y b positivos.

Por ejemplo, calcular log, 16 equivale a resolver la ecuacion log, 16 = . En-
tonces, ya que la base del logaritmo es 2, el exponente no se conoce y 16 es el
argumento, es decir, el valor de la potencia, se puede escribir 2" = 16.Y como
16 es una potencia de 2, de hecho, 24, esto equivale a 2" = 24, luego, igualando
los exponentes, se concluye que x = 4.

Ejemplo 1: Calcula el valor de log, 343
log,343-x  7°=343-7"  x=3
Luego, log, 343 =3

Ejemplo 2: Obtener el valor de log, NG
1 13

log2\/§=x=2x=8522x=(23)2=22
Luego, log, v& ==
uego, log, =3

Al igual que en el caso de las raices, no todos los logaritmos se pueden cal-
cular. Esta es la razon de la condicion de valores positivos para a y b. Qbserva.
Ejemplo 3: Obtener el valor de log, -512

log, -512 =x= 8" =-512
Pero ¢la potencia de un numero positivo puede ser negativa? No, en ningun
caso. Luego, logg -512 no existe.
Ejemplo 4: Calcula el valor de log(_z] 8

log_,8=x= (-2) =8 = 2’
En este caso, la base de la potencia es negativa y su exponente es impar, luego

el valor de la potencia debiera ser negativo también. Como esto no se cumple,
no existe log(_z] 8.

Ejemplo 5: ¢Cuanto resulta log, 57
log,5=x = 1"=5

Ya que toda potencia de 1 es 1, no existe un valor de x, tal que 1" sea igual a 5.



Considerando situaciones como estas, es que se ha definido que el valor de
la base y el argumento del logaritmo deben ser positivos. En particular, la base
debe ser distinta de 1.

En un mundo sin calculadoras, los logaritmos fueron utilizados como la prin-
cipal herramienta en los calculos aritméticos. Usandolos se ahorr6 un increible
esfuerzo, pues permitieron trabajar con los pesados calculos necesarios en las
aplicaciones a la agrimensura, la astronomia, y particularmente la navegacion.
Ademas, permitio realizar otros calculos matematicos que sin su invencion no
hubieran sido posibles.

Las tablas de logaritmos y las reglas de calculo eran imprescindibles en
cualquier centro de calculo, hasta la aparicion de las calculadoras y computa-
dores. Actualmente los logaritmos ya no son necesarios para lo que fueron
descubiertos. Sin embargo, ciertas caracteristicas y utilidades, que durantes
estos siglos se les han descubierto, los han hecho sobrevivir al desarrollo de
la electrdnica.

EN RESUMEN

Unidad 1

¢ El argumento y la base de un logaritmo son numeros reales positivos. Ademas, la base no puede
ser 1. Es decir, en la expresion logb a, siempre, por definicion, a € R ybe R' - {1}.
¢ Por definicion, x = log, a = b" = a, entonces se puede decir que el logaritmo es el exponente de

una potencia.
¢ La expresion log, a se lee como: “logaritmo de a en base b"

EN TU CUADERNO

1. Calcula cada uno de los siguientes logaritmos.
a. logy 243 c. logy, 0343 e. log, \/a_8 g. log % i. log,, 8
’ 2
9 1 . 5/ 2
b. log, 128 d. log, a f. log, v h. logg 16 J- log,Na
2. Dada cada expresion, encuentra el valor de .
a. log, x=6 b. logs x =2 c. logy;x=3 d. logypps ¥+ =3
4
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Propiedades de los logaritmos

46 | Unidad1

Tomas, a partir de la definicion y luego de comprobarlo con algunos valores,
determind las siguientes relaciones entre los valores de a, by ¢, con a # 1:

c

log, b=c a=b a=0

ANALICEMOS...

¢Estan correctas las relaciones que establecio Tomas? Compruébalas
remplazando con los valores correspondientes, en cada caso.

Tal como existen propiedades para las potencias y para las raices, ise
pueden establecer propiedades para los logaritmos? Justifica.

Por ejemplo, en el caso de log, b", sexiste alguna propiedad que simpli-
fique los calculos? Explica.

Las propiedades que se cumplen para logaritmos, para cualquier valor de la base
b, se pueden establecer y demostrar a partir de las propiedades de las potencias.
Observa.

Logaritmo de la unidad:

logb1 -r ob= l,yaqueb>0,b#1
b =1
x=0

Por propiedades de potencias, ya que el valor de la potencia es 1 cuando el
exponente de la potencia es cero (ya que la base es positiva y distinta de 1).
Luego, log, 1=0,conb# 1.

Ejemplo: log. 1=0

Logaritmo de la base del sistema:

log,b=x b =b b =0
=xr=1
Luego, log, b=1,conb#1.

Ejemplo: log, 3 =1

Logaritmo de una potencia con igual base:
logbb"=x eb=b" Sr=n
Luego, logb b = n,conb#1.

Ejemplo: log, 63 =3.



Unidad 1

NO OLVIDES QUE...
* Cambio de base:

* Los logaritmos de base diez,
es decir, log ,,x, son llamados
log.. b' = log. B <————— Seaplican logaritmos en una base ¢ logaritmos decimales y en este
x-log b =1log, B < FPorpropiedad de logaritmos que se s denotaremos el g 2
trabajard en la pagina 49 * Las calculadoras tienen teclas

para calcular el logaritmo

en base 10 (log) y el logaritmo

natural en base e (In), pero no el

=2,32192 logaritmo en una base cualquiera.
En ese caso, se calcula usando la
formula de cambio de base.

log, B=x &b =B

OgC

Por lo tanto, logb B= log

B

b paratodo b, c,B>0;b,c#1
C

log5 0,69897
log2 030103

Ejemplo: log, 5 =

EN RESUMEN

Se cumple, ya que la base b del logaritmo es positiva y distinta de 1, que:
¢ Logaritmo de la unidad: log, 1 = 0.
* Logaritmo de la base del sistema: log, b = 1.
¢ Logaritmo de una potencia con igual base: log, b = n.
log, B
log . b

C

¢ Cambio de base: log, B =

para todo b, ¢, B> 0; b, c# 1

EN TU CUADERNO

1. Calcula cada uno de los siguientes logaritmos.
. 16
a. log, 64 d. log: 1 . log,, 27 . log, —
9> 9s g logg, j gg 5
b. logy 243 e. log, 3 h. log,,g 1 k. log, 128
2
c. log,, 049 f. log. 5’ i log, 6 . log. -
10907 Y - 1095 - 109 - 1095 5¢
2. Utilizando una calculadora encuentra el valor de las siguientes expresiones.
a. log, 3 b. log, 7 c. log, 9 d. log, 11
3. Calcula el valor de cada una de las siguientes expresiones.
a. log, 64 + log 1000 + log. 125 d. 3log,132 + 7 logi 125 — 6 log, 243
4 5 3
4 125 25 8 216
b. log, — —logs —= + log 10 000 e. 4logs = + 2 log, — — 5 log, =——
925719 316 7Y 92 49 T 7792 75 T2 e 343
c. 2logs 25 - 3 log, 49 + 4 logg 4096 f. 2 1og 100 000 — 2 log, 256 + 4 log, 32
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Propiedades de las operaciones de los logaritmos

48 | Unidad1

Al'igual que para las potencias y las raices, para los logaritmos también existen
propiedades que permiten simplificar los calculos. Para demostrarlas, los loga-
ritmos se pueden escribir en forma exponencial y aplicar algunas de las
propiedades de las potencias.

Por ejemplo, el logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos
de los factores. Es decir,

log, (a - ¢) = log, a + log, c

ANALICEMOS...

Considera valores positivos para a, by ¢, con b#1,y remplazalos en la
expresion. ¢Efectivamente se cumple?, ipor qué?

¢Crees que también se cumpla log, (a - c) = log, a - log, c? Justifica.
A partir de esta propiedad ¢se pueden obtener otras? Explica.

Para comprobar con un ejemplo que esta propiedad se cumple, se puede resolver
un logaritmo de dos maneras distintas, directamente y aplicando el logaritmo
del producto. Observa:

log, 128 2 =128
o2 = 27, luego x =7
Por otra parte,
log, 128 = log, (4 - 32) = log, 4 + log, 32
= 2 4+ 5 =7
Pero no basta con comprobar con un ejemplo para justificar que la propiedad
esta correcta. Es necesario demostrar que se cumple para cualquier valor de
a,boc conb#1.
Considera que log, a=y eb=a
log, c=z sb=c
logb[a-C]=x ob=a-c

b =t b <= Remplazando

= by o= Yy + z <<— por propiedad de potencias

De manera similar, se pueden demostrar las siguientes propiedades:
* El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos de
los factores.

a
log, <c> = log, a - log, c
81

Ejemplo: log, (E) =log, 81 -log, 243 =4-5=-1



Unidad 1

. o _ NO OLVIDES QUE...
* Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente de dicha

potencia por el logaritmo de su base. En relacion con las propiedades de los
logaritmos se debe tener presente
que se cumple en general:

¢ log, (p - q) # log, p - log, q
°lo +q)# lo + lo
* Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradical, 9y (p + 9)# logy p + log, q

dividido por el indice de la raiz. * log, (p - ) # log, p - log, q

log, a
log, Ya = b

log, a'=n- log, a

Ejemplo: log, £-3. log,4=3-2=6

Ejemplo: log, §/6 = % ~log,16=—--2=

T, 1
6 " 3

EN RESUMEN
Sean a, b, c numeros racionales y positivos, con la base b distinta de 1:
* Logaritmo de un cociente: log, (%) = log, a - log, c
¢ Logaritmo de una potencia: log, a'=n- log, a
log, a

¢ Logaritmo de una raiz: log, Ya =

EN TU CUADERNO

1. Desarrolla cada una de las siguientes expresiones, utilizando propiedades.

a. log, @ —9r—22) . c. log, o+
3 2,45
b. log, (100:° ~ 80" + 162°) d. log, @b
d

2. Reduce cada una de las siguientes expresiones a un solo logaritmo.

a. log, a—2log, b+ log, c—3log, d e. 2log, 3 + 3 log, 2

b. log, (x2+ 1) + log, (x + 1) + log, (x—1) f. log, c— 6 log, a

c. logp (x+y+z)—4logp (r—y-2) g. log, a—log, ¢ —log, d + log, e
d. logp (r+ 3)—4logp (r—2) h. log, ¢ + log, a— 1

3. SiA=log, 2, B=log, 3y C=log, 5, expresa en términos de A, By C.

a. log, 5400 b. log, 90 c. log, 276 d. log, =22

32400

Numeros y raices | 49



Ecuaciones logaritmicas

GLOSARIO

Ecuacion logaritmica: iqualdad en la
que intervienen logaritmos y donde la
incognita forma parte del argumento
de, al menos, uno de ellos.

50 | Unidad1

Una escala utilizada para medir la cantidad de energia liberada por un sismo
es la escala de Richter, representada por la ecuacion: log E=15-R + 11,8
donde E: energia liberada, medida en ergios y R: magnitud del sismo, medida
en grados de la escala Richter. Por ejemplo, el terremoto del 13 de junio de
2005 en Huara, provincia de lquique, tuvo una magnitud de 7,8.

¢Cuanta energia fue liberada en esa ocasion?, icomo lo calculaste?
¢Cuanta energia mas liberaria un terremoto de magnitud 8,5 en la escala
de Richter? Explica.

La ecuacion logaritmica que permite responder la situacion presentada es
log x=15-78+ 11,8, ya que R, en este caso, es igual a 7,8.

Luego, para calcular cual es el valor de , se aplican potencias de 10. Observa.

logx=15-78+118

log x =235
109107 _ 107° pero 10/%9107 _ x, por definicion de logaritmos.
r=~3162-10"

Luego, la energia liberada en el terremoto del 13 de junio de 2005 fue de
23 . .
3,162 - 107" ergios aproximadamente.

En general, para resolver una ecuacion logaritmica con una incégnita, se debe
manipular la ecuacion de modo de escribirla de la forma log, flx) = log, g(x),
donde f{x) y/o g(x) son expresiones que contienen la incognita.

Como la funcion logaritmica es siempre creciente, o bien siempre decreciente,
entonces: logb flx) = logb glx) © flx) = g(x).

Lo anterior, junto con las propiedades de los logaritmos, nos permitira resolver
una ecuacion.



Ejemplo 1
log (x + 4) = log 2 + log (x + 1)
log (x + 4) = log (2 - (x + 1)) ==——— Aplicando propiedades de los logaritmos.
log (x + 4) = log (2x + 2)
X+4=2r+2 = Se igualan los argumentos
x=2

Se verifica la solucidn, remplazando x = 2 en la ecuacion:
log(x+4)=1log(2+4)=1log6=1og2-3=1og2+1log3=1log2+log(2+1)
Por lo que .x = 2 satisface la ecuacion.

Ejemplo 2
log [xz -18)=1log 3 + log x

log (x2 - 18) = log (3x) <«———————— Seaplican propiedades de los logaritmos.

2
X -18=3x = lgualando el argumento de ambos
2 logaritmos.
X -3r-18=0
r-6)r+3)=0 = Al resolver esta ecuacion de sequndo grado,

se obtienen dos soluciones.
Xr=6yxr=-3

Al remplazar x = 6 se obtiene: log (62 - 18) = log 3 - 6. Por lo tanto, satisface
la ecuacion logaritmica.

Por otra parte, con x = -3 se obtiene log -9 = log 3 + log -3, pero la funcion
logaritmica no esta definida para un numero negativo. Por lo tanto, x = -3 no
es una solucion de la ecuacion.

Ejemplo 3
2
log (x" - 1) =log (x- 1)
x2 -T=x-1= Igualando el argumento de ambos
2 logaritmos.
xr -x=0
xr-1=0 = Se resuelve la ecuacion de sequndo grado.
r=0yxr=1

Para x = 0 se obtiene log (-1), que no esta definido.

Para x = 1 se obtiene log (0), que también esta indefinido.

Por lo tanto, esta ecuacion logaritmica no tiene solucion real, aunque alge-
braicamente se obtuvieron valores. De aqui la importancia de comprobar
siempre los resultados.

Unidad 1

NO OLVIDES QUE...

Las soluciones de una ecuacion
logaritmica deben ser comprobadas
ya que esta funcion solo admite
valores positivos, y podria ocurrir que
el valor encontrado no satisfaga esta
condicion.
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Ejemplo 4
log, [log2 (5x + 6)] =2

log, [log2 (5x + 6)] = log, 22

log,, (5x + 6) = 4 <—————————— Igualondo el argumento de ambos

logaritmos.
log, (5x + 6) = log, 2t ogaritmos

4
5x+6=2 <«— [gualando el argumento de ambos

Eri6-16 logaritmos.

5x =10, luego x =2

Comprobando, log, [log2 (5:2+6)] = log, [log2 16] = log, 4 =2

EN RESUMEN

¢ Una ecuacion logaritmica es una igualdad en la que intervienen logaritmos y donde la incdgnita
forma parte del argumento de al menos uno de ellos.

¢ Para resolver una ecuacion logaritmica, se debe manipular la ecuacion de modo de escribirla de la
forma log, f(x) = log, g(x), donde f(x) y/o g(x) son expresiones que contienen la incognita. Como la
funcion logaritmica es siempre creciente, o bien siempre decreciente, entonces:
log, flx) = log,, g(x) & flx) = g(x). Entonces, ahora se resuelve f{x) = g(r)

¢ Las soluciones de una ecuacion logaritmica se deben comprobar siempre, ya que los logaritmos
solo se definen para valores positivos, y podria ocurrir que el valor encontrado, al remplazarlo en
la ecuacion, no satisfaga esta condicion.

EN TU CUADERNO

1. Obtén el valor de x en los siguientes casos.
1

a. log, 128 = x c. log 100 = 5
b. log,343 = d. log, 32" = x
2. Determina el valor de x en cada caso.
a. logs [logy (5x + 2)] =1 d. log: (5x—4) —logs (2x—7) =2
log, (+' +8)
b. log, {log, [log, (2xr—8)]} =0 e =

©odog, (x+3)

bl

c. logs {log, [log, (x + 25)]} = 0 log, x + log, 6 = log, 30 — log, 5
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Aplicaciones de las ecuaciones logaritmicas

El pH es la escala de medida que diferencia el grado de acidez o de alcalini-
dad de una solucion. Los quimicos calculan el pH de una solucion (condicion
de acido o base) mediante la expresion:

pH = -log [H'], donde [H'] es la concentracion de iones de hidrogeno en
moles por litro.

ANALICEMOS...
Determina el pH aproximado de la sangre, si tiene [H+] =398 10_8.

Si el huevo tiene un pH = 7,79, determina [H']. ;Como lo calculaste?
Muchas soluciones tienen un rango de pH que fluctua entre 1y 14.
¢Qué valores de H' estan asociados a esos valores extremos?

+: .
Para calcular el pH de la sangre, basta remplazar el valor de [H ] en la expresion.
Observa.

_8~

pH =-log 398 - 10 7.4

. . +-
En cambio, para determinar el valor de [H ] del huevo, se debe resolver la
siguiente ecuacion logaritmica:

-log x =779
log x =-7,79
r=10""~162-10"°

L . o -8
Entonces, la concentracion de iones de hidrogeno del huevo es 1,62 - 10

aproximadamente.

EN TU CUADERNO

+ .
1. Encuentra [H ] aproximada, en cada caso, dados sus valores de pH:

a. Bebida cola, pH =25

. Vinagre, pH = 2,9

c. Manzana, pH = 3,0

. Leche, pH = 6,5

. Jabén de manos, pH = 10

o

o Q

2. La lluvia mas dcida que se ha medido ocurrié en Escocia en 1974. Su pH era de 2,4. Determina la
concentracion de iones de hidrogeno.
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EN TU CUADERNO

3. Los valores de pH para los vinos varian desde 2,8 a 3,8. Determina el rango correspondiente en concen-
traciones de iones de hidrégeno.

4. Una famosa escala para medir la cantidad de energia liberada por un sismo es la escala de Richter,
representada por la ecuacion:
logE=15-R+118

donde E: energia liberada medida en ergios; R: magnitud del sismo en grados de la escala Richter.

a. El terremoto de mayor magnitud registrado corresponde al ocurrido en 1960 en la ciudad de Valdivia,
el cual fue de 9,5 grados Richter. ;Cudl fue la energfa liberada por este sismo?

b. Elterremoto ocurrido el 3 de marzo de 1985, en San Antonio, fue de 7,8 grados Richter. ;Cudntas
veces fue mas intenso el terremoto de Valdivia que el de San Antonio?

c. Averigua acerca de otros terremotos ocurridos en nuestro pais y compara su magnitud con el terre-
moto de Valdivia (busca informacion en la pdgina web del Servicio Sismoldgico de la Universidad de
Chile http://ssn.dgf.uchile.cl/)

5. El nivel de decibeles del sonido (dB), se puede calcular mediante la siguiente férmula:
D=10log (I- 10’ 2) donde I corresponde a la intensidad del sonido medido en watts/mz.
a. Si se duplica la intensidad del sonido ;cémo cambia el nivel de decibeles del sonido?

" L. . . . , —12 2
b. El umbral auditivo es la minima intensidad de sonido que podemos oir, y corresponde a 10~ watts/m”.
Demuestra que el nivel de decibeles del umbral auditivo es cero.

" . . . 2 .
c. En una multitienda se vende un equipo musical que tiene 1000 watts/m™ de salida.
¢A qué nivel de decibeles corresponde esta intensidad?

d. Sien la misma tienda se vende otro equipo musical cuya intensidad es de 2000, ;corresponde al
doble del nivel de decibeles del equipo anterior?, ;por qué?

6. Completa la siguiente tabla.

Susurro 10710
Tréfico callejero 107
Posible dafio auditivo 10_3'5
Cercano a un trueno 120
Umbral del dolor 130
Perforacidn instantdnea del timpano 160
Concierto de rock 101

°  ;Qué medidas implementarfas para disminuir la contaminacién acustica? Discutelo con tus compafieros.
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Unidad 1

HERRAMIENTAS TECNOLOGICAS

GeoGebra es un software libre que relaciona aritmética, geometria, algebra y calculo. Por una parte, es un sistema
de geometria interactiva, pero también se pueden ingresar las ecuaciones y coordenadas directamente y, luego,
obtener las graficas correspondientes. Esto permite construir y analizar las graficas de diversas funciones.

Para descargar este programa ingresa a: www.geogebra.org. Luego, selecciona, en el menu de la izquierda,
Webstart-Teleinicio, y luego, haz clic en el boton Webstart.
Para abrir el programa, haz doble clic en el icono GeoGebra_3_2_0_0.exe.

© Para graficar una funcion, se debe escribir directamente en la celda Entrada, ubicada en la parte inferior de
la ventana. Si la funcion incluye fracciones, se debe escribir el numero entre paréntesis y usando [ para escribir
., 9 .0 o o 0 A o n
la fraccion, y si tiene potencias, los exponentes se escriben usando el simbolo *. Por ejemplo, para graficar

flx) = (%)x se escribe flx) = (1/2)"x y se presiona enter.
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Ejercicios

En cada caso, utiliza GeoGebra para graficar las funciones indicadas, observa sus graficas y responde las preguntas

correspondientes.

I Grafica la funcion raiz cuadrada, f{x) = . Para esto, escribe en la Entrada: sqrt(x), ya que se usa sqrt, por square

root, “raiz cuadrada” en inglés. Debieras obtener una imagen como esta.

B e -
) 51 29 A% 5 ol (O FA N D 10 et~
o O, LB
£3 D Bt s

i A [ ] I ] 1 ¥
e e 0 9 comn W

1. ¢Cuadles son sus caracteristicas?,

Zpor qué crees que es asi? Justifica.

2. Grafica en un mismo plano las siguientes funciones:

a. flr)=~x ygx)=2+Jr

b. flr) =~x - 4yglx) =Vx +4

& f(x}=\/} yg(x}=2+x/;

* ;Qué diferencias y semejanzas encuentras entre las graficas de f{x) y g(x)? Explica.

e ;Qué puedes concluir?

3. Grafica en un mismo plano las siguientes funciones:

a. flr)=~x ygr)=-Jx

b. f{x}=—\/;—3yg(x)=\/;+3

e flr)=~x

e ;Qué diferencias y semejanzas encuentras entre las graficas de f{x) y g(x)? Explica.

* ;Qué puedes concluir?
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Unidad 1

IIl. Grafica la funcion logaritmica, f{x) = log x. Para esto, escribe en la Entrada: lg(x), que corresponde al logaritmo
en base 10. También se puede utilizar In(x), para el logaritmo natural y Id(x) para el logaritmo en base 2. Debieras
obtener una imagen como esta.

:E-mew-—h 'lbh-ii“i:-.‘ _______
!_h.l-.!ﬂflal‘-lﬂl“ﬁlilkl .--—-“- .

b SRR
0 st B o [ v—

1. ¢Cuales son sus caracteristicas?, ;por qué crees que es asi? Justifica.

2. Grafica en un mismo plano las siguientes funciones:

flx)=log x, g(x) = In xy h(x) = log, x

* (Qué diferencias y semejanzas encuentras entre las graficas de f{x), g(x) y h(x)? Explica.
* ;Qué puedes concluir?

3. Grafica en un mismo plano las siguientes funciones:

a. flx)=1log xyg(x)=4+log x
b. flx)=1log x-2yg(x)=1log x +2
c. flx) =log (x +5)y g(x) = log (x - 5)

¢Qué diferencias y semejanzas encuentras entre las graficas de f{x) y g(x)? Explica.
¢Qué puedes concluir?

4. Gr