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La excelente acogida dispensada a las dos anteriores ediciones de la obra ha
impulsado la publicacion de esta tercera, en la que se recogen todas las
sugerencias recibidas acerca de su contenido. Por este motivo, la tercera edicion
se edifica sobre las anteriores, manteniendo todo lo que sigue teniendo vigencia,
al tiempo que se amplian los temas necesarios.

El contenido de este texto se encuadra en un curso de Elasticidad y Resistencia
de Materiales para alumnos de Escuelas Técnicas Superiores. Es aconsejable
que el estudio de las bases de la teoria de la Elasticidad preceda al de la
Resistencia de materiales. Este planteamiento puede conllevar un mayor grado
de dificultad, que posteriormente se vera ampliamente recompensado por
proporcionar al alumno, en el estudio de las caracteristicas resistentes de los
materiales, un perfecto conocimiento de los estados tensional y de deformacion
de los cuerpos elasticos, lo que le permitira moverse en un terreno firme a la
hora de conocer la forma en la que trabajan los materiales. Por otro lado, este
grado de dificultad se compensa al utilizar la formulacion matricial, con la que
si esta familiarizado, en lugar de la tensorial, que generalmente desconoce,
como se hace en otras obras especializadas sobre la materia.

El contenido de la obra se mueve en el campo de la Elasticidad lineal, sobre un
modelo de sdlido elastico: el prisma mecanico, al que se supone poseer las
propiedades de homogeneidad, continuidad e isotropia.

Cada capitulo posee al final una coleccion de problemas de grado de dificultad
creciente, que permiten al estudiante reforzar los contenidos tedricos adquiridos.
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Presentacion

La excelente acogida dispensada a las dos primeras ediciones de estas lecciones de Elastici-
dad nos ha obligado a redactar esta tercera edicion, en la que se recogen todas las sugeren-
cias que se han recibido sobre su contenido, a la vez que se corrigen las erratas advertidas.
Quiere esto decir que esta nueva edicion se edifica sobre las anteriores, de las que se
mantiene todo aquello que sigue teniendo vigencia, se cambia lo que se ha estimado conve-
niente y se amplian aquellos temas que ha sido aconsejable ampliar. Todo ello con las miras
puestas en facilitar a nuestros alumnos la asimilacion de la forma mds fdcil, y mds profunda a
la vez, de esta disciplina.

El contenido de esta obra estd encuadrado en el de un curso de Elasticidad y Resistencia
de materiales para alumnos de Escuelas Técnicas Superiores. Se presenta como un primer
tomo por entender que el estudio de las bases de la teoria de la Elasticidad debe preceder al
de la Resistencia de materiales. Es esta una cuestion compartida por eminentes profesores de
Escuelas Técnicas espaiiolas y de otros paises, aunque también hay otros, eminentes asimis-
mo, que defienden la tesis contraria, es decir, de presentar la Resistencia de materiales desde
un punto de vista mds intuitivo y tratar posteriormente los métodos mds completos y, por ende,
mds complejos de la teoria de la Elasticidad.

No se nos oculta que nuestro planteamiento conlleva un mayor grado de dificultad
inicialmente. Sin embargo, creemos que este esfuerzo al principio se ve ampliamente recom-
pensado por cuanto proporciona al alumno, al plantearse el estudio de las caracteristicas
resistentes de los materiales, un perfecto conocimiento de los estados tensional y de deforma-
cion que se crean en éstos al aplicarles una determinada solicitacién, permitiéndole moverse
en un terreno firme en el que conocer la forma en que trabajan los materiales.

También hay que senialar que el mayor grado de dificultad inicial al que antes nos hemos
referido, si bien es manifiesta en las obras avanzadas de la materia por utilizar la formulacion
tensorial, que generalmente el alumno desconoce, se ve notablemente disminuida en la que
aqui se presenta por utilizar en su desarrollo una formulacion matricial, cuyo manejo se
supone han adquirido los alumnos en los cursos de Matemdticas de los primeros afios de la
carrera. No debe extraiar que para llegar a los mismos resultados se pueda hacer un
tratamiento a base de matrices en lugar de tensores, dado que cuando se utilizan sistemas de
referencia cartesianos en espacios tridimensionales, en donde entran la mayoria de los
problemas que se le pueden presentar a un ingeniero, una matriz 3 x 3y un tensor de
segundo orden son equivalentes.

El contenido de la obra se mueve en el campo de la Elasticidad lineal, razonando sobre un
modelo tedrico de sélido eldstico: el prisma mecdnico, que suponemaos posee las propiedades
de homogeneidad, continuidad e isotropia.

En los cuatro primeros capitulos se hace un andlisis de los estados tensional y de
deformacion que una solicitacién exterior produce al actuar sobre un prisma mecdnico, asi
como las relaciones existentes entre ambos estados.
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En el Capitulo 5 se hace el planteamiento general del problema eldstico y se marcan las
pautas para su resolucion mediante la formulacion bien en corrimientos, bien en tensiones.
Cuando se formula en corrimientos se llega a la ecuacion fundamental de la Elasticidad, que
agrupa a las ecuaciones de Navier, de la que se da una solucion general mediante el vector de
Galerkin o, en aquellos casos que es posible, una solucion particular mediante el potencial de
deformacion de Lamé.

El Capitulo 6 trata del problema eldstico bidimensional en coordenadas cartesianas
resaltando el importante papel que desempenia el conocimiento de una funcion de tensiones o
Juncion de Airy, para su resolucion. En el mismo capitulo se estudian con cierto detenimiento
estas funciones cuando pueden representarse en forma polindmica.

Las anteriores ediciones quedaban quizds incompletas al no tratar en ellas la torsion
desde el punto de vista de la teoria de la Elasticidad. Se corrige este defecto dedicando el
Capitulo 7 al estudio de la teoria de la torsion. Se comienza considerando barras prismdticas
de seccion recta circular o anular para continuar con barras de seccion arbitraria, basando la
Sormulacion del problema eldstico correspondiente en el método semi-inverso de Saint-Venant.

Los numerosos problemas que se suelen dar en la prdctica, en los que tanto la forma del
cuerpo eldstico como la distribucion de la carga aplicada al mismo presentan simetria en
torno a una recta, han aconsejado dedicar el Capitulo 8 a la formulacion del problema
elastico en coordenadas cilindricas, ast como el 9 al caso particular de estados de tension o
de deformacion planas en los que se utilizan coordenadas polares.

No podia faltar en esta primera parte del curso el estudio de los teoremas energéticos que
se derivan de la teoria del potencial interno, de tanto interés para las aplicaciones y que se
habrdn de tener presentes de forma permanente en el desarrollo de la Resistencia de materia-
les. Se expone también en este mismo Capitulo 10 el principio de los trabajos virtuales, tan
Sfecundamente utilizado en Estdtica y Mecanica analitica. Aqui’ se amplia el campo de aplica-
bilidad, pues en aquellas disciplinas se consideraban sistemas rigidos mientras que ahora se
aplica a sistemas deformables.

En el Capitulo 11 se exponen las teorias mds destacadas acerca del comienzo de las
deformaciones no eldsticas, que van a servir de base para establecer en su momento los
criterios de resistencia v que se pueden considerar como una breve introduccion a la Plastici-
dad, ciencia de gran importancia en ingenieria, y de forma especial en la mecdnica del suelo,
en estructuras y en el estudio y dimensionado de organos de mdquinas.

Finalmente, el Capitulo 12 se dedica a una exposicion somera de los métodos experimen-
tales de andlisis de tensiones, haciendo especial hincapié en los extensométricos y en los
opticos.

En nuestro trabajo nos ha guiado el deseo de hacer una obra diddctica y asequible de
entender por un alumno medio de nuestras Escuelas Técnicas Superiores. Para ayudar a
conseguir el objetivo propuesto hemos incluido al final de cada capitulo, exceptuando el
primero y el iiltimo, un niimero razonable de ejercicios, cuya resolucion se recomienda haga
el lector sin tener a la vista la explicacion de los mismos, que le valdrd para comprobar la
bondad o el fallo del planteamiento y resultados que él por si mismo obtenga.

Hay que sefialar que se estudian en primer lugar los problemas tridimensionales para
estudiar los bidimensionales o unidimensionales como casos particulares, es decir, se hace un
tratamiento de lo general a lo particular. Para algunos, que defienden el planteamiento
contrario, o sea, de anteponer lo particular a lo general, aconsejable en niveles educativos
mds bajos, les puede parecer, a la vista de lo dicho anteriormente, una inconsecuencia.
Perdoneseme esta sana rebeldia de no admitir, como regla general —y que como tal regla
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general tiene excepciones— otro planteamiento en estudios de nivel universitario. Cualguier
disciplina a este nivel exige comprender y asimilar perfectamente sus esquemas 1e6ricos que,
en cuanto ciencia, crea para su desarrollo.

Esta comprension y asimilacion implica un esfuerzo de abstraccion para el que el alumno
universitario debe estar habituado v tiene que aceptar, pues en caso contrario, es dudosa su
vocacion y dudoso el acierto con que otros profesores juzgaron sus conocimientos previos y el
grado de formacion, no sélo de informacion, que debieron alcanzar.

Se ha procurado la mayor claridad expositiva. Si se ha conseguido o no lo han de juzgar
los lectores, a cuyo fallo me atengo. Cualquier observacion sobre posibles defectos que, sin
duda alguna, tendrd la obra, serd sinceramente agradecida y tenida en cuenta en futuras
ediciones que se pudieran hacer, si el interés que pueda tener asi lo aconsejara.

Y, finalmente, mi deseo de que esta obra sirva de ayuda en el arduo proceso de formacion
como ingenieros, en la parcela de la Elasticidad y Resistencia de materiales, a todos aquellos
que escogieron ese camino para su futuro quehacer profesional.

Luis ORTIZ BERROCAL
Madrid, junio de 1998
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Deformaciones angulares en coordenadas cilindricas.
Deformacién angular.

Vector corrimiento.
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Densidad.

Operador laplaciana.

Operador bilaplaciana.

Vector deformacién unitaria.

Componentes longitudinal y transversal del vector deformacion.
Deformacién longitudinales unitarias en las direcciones de los
ejes coordenadas cartesianos.

Deformaciones longitudinales unitarias en las direcciones de los
ejes en coordenadas cilindricas.

Deformaciones principales.

Angulo.

Invariante lineal de la matriz de tensiones.

Coeficiente de Lamé.

Longitud de onda.

Coeficiente de Poisson.

Resistividad eléctrica.

Coordenadas cilindricas.

Vectores de base unitarios en coordenadas cilindricas.

Vector tension.

Componentes normal y tangencial del vector tensién.
Componentes cartesianas del vector tensién.
Tensiones normales en coordenadas cartesianas.
Tensiones normales en coordenadas cilindricas.
Tensiones principales.

Tensién octaédrica.
Tensién normal octaédrica.
Tensiones normales termoeldsticas.

Tensiones normales de constriccion.

Limite eldstico o tensién de fluencia.

Tensién de fluencia a traccion.

Tension de fluencia a compresién.

Tensién admisible.

Tension limite.

Seccién de un prisma mecdnico.

Tensiones tangenciales en coordenadas cartesianas.
Tensiones tangenciales en coordenadas cilindricas.
Tensién tangencial octaédrica.

Tensiones tangenciales termoeldsticas.

Tensiones tangenciales de constriccion.

Funcion de Airy.

Funcién de Love.

Potencial de deformacién de Lamé.

Funcién de tensiones de Prandtl.

Velocidad angular de rotacién.

Area de una seccién.



Introduccion al estudio
de la Elasticidad

1.1. Objeto de la Elasticidad y de la Resistencia de materiales

Dado que comenzamos el desarrollo de un curso de Elasticidad y Resistencia de materia-
les. es aconsejable que lo iniciemos encuadrando el conocimiento especifico que corres-
ponde a cada una de estas disciplinas en el dmbito de la Ciencia y de la Técnica.

Desde un punto de vista cientifico podemos considerar a ambas como partes de la -
Fisica, es decir, como ciencias explicativas del comportamiento mecdnico de los sistemas
deformables.

Se incluye pues en la Mecdnica que, como rama de la Fisica, comprende el estudio
general de los fenémenos del equilibrio y movimiento de los cuerpos materiales.

Para desarrollar la Mecdnica es necesario postular un modelo tedrico acerca de la
estructura de la materia, adaptando las caracteristicas del modelo al problema que se trata
de estudiar. Asi. el modelo de punto material, en el que se concentra la materia en un
punto geométrico, es suficientemente aproximado para el estudio de los cuerpos celestes o
de las moléculas de un gas, dado que las trayectorias por ellos descritas son muy grandes
en comparacién con sus propias dimensiones.

En los cuerpos materiales, cuyas dimensiones no permiten que sea vilida esta modeli-
zacion, nuestro conocimiento actual de la estructura intima de la materia nos permitirfa
su consideracién como sistemas de elevadisimo numero de puntos materiales (particulas
subatdmicas, dtomos, moléculas) sometidos a complejas fuerzas de interaccion. Este plan-
teamicnto, que es el habitual en la Fisica de nuestros dias, resulta extraordinariamente
complicado, desbordando ampliamente las fronteras de la Mecdnica racional.

El tratamiento cldsico dado por la Mecdnica al estudio de los cuerpos materiales no
asimilables al modelo de punto material es el siguiente: en el caso de que las modificacio-
nes de forma sean despreciables respecto al movimiento de su conjunto, se adopta el
modelo de cuerpo rigido, esto es, una distribucion continua de materia con invariabilidad
de las distancias relativas, y en el caso de que las deformaciones no puedan ser ignoradas,
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se adopta el modelo de medio continuo, que admite una distribucién continua de materia
con variacion asimismo continua de las distancias entre sus puntos.

La Mecdnica de los medios continuos admite una clasificacién relativa al estado de
agregacion de la materia. En el caso de gases y liquidos tendremos la Mecdnica de los
fluidos, y en el caso de los sélidos la Mecdnica de los sélidos. Esta clasificacién debe
tomarse con las reservas que impone la distincion entre fluidos y sélidos, no siempre f4cil
de delimitar.

Para establecer las ecuaciones generales que gobiernan el comportamiento mecdnico
de los sélidos deformables, es necesario complementar las ecuaciones de la estdtica,
cinemdtica y dindmica, con ecuaciones que relacionen las tensiones y deformaciones en el
entorno del punto. Estas leyes de comportamiento se pueden postular de acuerdo con
nuestros conocimientos experimentales sobre el comportamiento de los materiales, o bien
se pueden hacer derivar, en un contexto mds amplio, de consideraciones termodind-
micas.

En el caso de pequenas deformaciones, se comprueba que en la mayoria de los
materiales, el proceso de deformacion es reversible, hablindose de comportamiento eldsti-
co. Asimismo se verifica en casi todos los materiales eldsticos la proporcionalidad entre
tensiones y deformaciones, habldndose de comportamiento eldstico lineal. Cuando las
deformaciones son grandes, el proceso de deformacién deja de ser reversible, produciéndo-
se calor por el rozamiento interno y apareciendo deformaciones permanentes al cesar en la
aplicacién de las cargas. En estas condiciones hablamos de comportamiento pldstico. En
algunos materiales se aprecian incluso deformaciones dependientes del tiempo, aun cuan-
do las cargas no lo sean. Estamos pues en la frontera entre los sélidos y los fluidos
altamente viscosos,

Para el caso de comportamiento eldstico, la rama de la Mecdnica de los sélidos que lo
estudia se denomina Teoria de la Elasticidad. En el caso de comportamiento pldstico se
denomina Teoria de la Plasticidad, y en los casos frontera con la Mecdnica de los Fluidos
se denomina Teoria de la Viscoelasticidad.

Asi pues, podemos establecer como objeto de la Teorfa de la Elasticidad el estudio de
los sélidos deformables con comportamiento eldstico.

La formulacion matemdtica de todas estas teorfas conduce a ecuaciones de gran
complejidad. no sélo en su resolucién general sino en su probiema de contorno. Ello hace
que la obtencién de soluciones exactas quede restringida a casos muy particulares de
forma geométrica y de tipo de cargas aplicadas.

En ¢l caso de sélidos de forma arbitraria resulta imposible soslayar esta dificultad,
siendo necesario recurrir a métodos de resolucién aproximados, pero en el caso de sélidos
unidimensionales o bidimensionales, esto es, aquellos en los que existe preponderancia de
algunas dimensiones frente a las demds, es posible establecer a priori hipétesis simplificati-
vas referentes a la distribucién tensional y deformacional.

Este es el planteamiento de la Resistencia de materiales, que ademds coincide con la
evolucién histérica del conocimiento acerca de la mecdnica de los sélidos.

Asi pues, podemos establecer como objeto de la Resistencia de materiales el estudio de
aquellos sdlidos deformables que por sus caracteristicas de forma geométrica y forma de
carga, admitan hipdtesis simplificativas en relacion a sus estados tensional y deformacional.

Ni que decir tiene que la prictica totalidad de las hipétesis que se hacen, estdn
sancionadas por los resultados experimentales o por las propias teorfas de la Elasticidad,
Plasticidad, etc.
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Queda pues de manifiesto el cardcter complementario de las disciplinas Teoria de la
Elasticidad y Resistencia de materiales. En tanto que la primera sacrifica en aras del rigor
la viabilidad de la resolucion exacta de los problemas del sélido eldstico, la segunda
afronta cualquier problemitica de la mecdnica de los sélidos, prescindiendo de todo
aquello que no es significativo.

La Resistencia de materiales ha permitido establecer con suficiente aproximacion las
ecuaciones de comportamiento de los elementos constructivos bdsicos, tales como vigas.
columnas, arcos, placas y ldminas.

Podemos pues resumir todo lo dicho en el Cuadro sinéptico 1.1.

Hasta ahora hemos destacado el cardcter cientifico de la Elasticidad y Resistencia de
materiales, pero no debemos olvidar que nuestro objetivo primordial no es meramente
cientifico, sino técnico. Si buscamos la explicacion del comportamiento de los solidos
deformables, no es por una mera curiosidad cientifica, sino porque conociendo su com-
portamiento podremos disefiar elementos constructivos que nos sirvan en nuestras maqui-
nas o en nuestras edificaciones.

Cuadro sindptico 1.1

~ Mecanica del punto material y de los sistemas de puntos materiales
— Mecanica de los cuerpos rigidos

Teoria de la Elasticidad
(Comportamiento eldstico)

Teoria de la Plasticidad, Viscoelasticidad
[ — Mecanica de v Viscoplasticidad
los solidos < (Comportamiento no eldstico)

Mecanica <

racional

— Mecanica de los < Resistencia de materiales
\ medios continuos (Cualquier tipo de comportamiento bajo
hipatesis simplificativas)

Mecanica de los fluidos \

La Elasticidad y Resistencia de materiales constituye uno de los soportes tedricos
fundamentales de las disciplinas, que por su cardcter mds especializado y tecnoldgico,
tienen como objeto el disefio mecdnico.

Asi, la Teoria General de Estructuras, partiendo del comportamiento de los elementos
unidimensionales y bidimensionales que ha establecido la Resistencia de materiales, estu-
dia el comportamiento de los conjuntos de dichos elementos conectados entre si. Las
distintas tecnologias de las estructuras, como las del metal y del hormigén, usan en su fase
de diseno a nivel de elemento o de seccién los conocimientos de la Resistencia de
materiales. La Geotecnia precisa en el andlisis tensional de los suelos, de las Teorias de la
Elasticidad, Plasticidad y Viscosidad en sélidos. El diseno de mdquinas requiere el cdlculo
resistente de los érganos de la cadena cinemdtica, asi como de las partes estdticas, usando
la Teoria de la Elasticidad y la Resistencia de materiales. Finalmente, la Tecnologia
Mecdnica, tanto en los procesos de conformado por deformacién como en los de arranque
de material, exige un profundo conocimiento de la Teorfa de la Plasticidad.
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Antepondremos el estudio de la teoria de la Elasticidad al de la Resistencia de
materiales persiguiendo alcanzar un claro conocimiento de los fendmenos que se produ-
cen en el interior de un cuerpo cuando se encuentra sometido a una accién exterior, con lo
que se facilitard de forma notable la comprension de sus caracteristicas resistentes.

1.2.  Concepto de solido

La Mecdnica tedrica considera los cuerpos indeformables, ya se encuentren en estado de
movimiento o de reposo. Esta propiedad no es, en el fondo, mds que una abstraccion, ya
que no corresponde en la realidad a material alguno. Sin embargo, es de gran utilidad por
la comodidad y simplificacién que introduce. Las conclusiones que se obtienen en gran
nimero de casos son buenas aproximaciones de lo que realmente ocurre. Pero avanzando
en el estudio de la Mecdnica aplicada se observa experimentalmente que las fuerzas que
actian sobre determinado cuerpo, que poseerd unas caracteristicas fisicas y geométricas
propias, no pueden ser arbitrariamente grandes, pues el cuerpo se deforma y se rompe.
Esta observacién nos exige revisar el concepto de sélido que hasta aqui hemos admitido.

Asi pues, la idea de sdlido que interviene con harta frecuencia en Fisica y principal-
mente en Mecdnica, evoluciona a medida que se efectia un estudio mds profundo de los
problemas que se derivan de la Estdtica aplicada.

Siguiendo la evolucién indicada, haremos del sélido las tres siguientes consideraciones:

» Sdlido rigido.
* Sélido eldstico.
* Sdélido verdadero.

Sdlido rigido es aquel que ante cualquier esfuerzo (por grande que sea) a que estd
sometido, la distancia entre dos moléculas cualesquiera permanece invariable.

Asi, cuando tenemos una viga AB apoyada en dos pilares (Fig. 1.1), que recibe una
carga vertical P en un punto C, si suponemos que se trata de un sélido rigido nos bastaria
calcular los empujes o reacciones que debe recibir de los pilares, para conocer los esfuer-
z0s a que estd sometida.

Al hacer esta suposicién, no seria posible jamds la rotura de la viga en contra de lo que
realmente sucede, comprobado por la experiencia, ya que al ir aumentando la carga P
siempre existe un valor que provoca la rotura de la viga a pesar de que las reacciones en
los pilares fuesen suficientes.

Surge, por tanto, la necesidad de estudiar en general los limites de las cargas que se
pueden aplicar a un determinado cuerpo o bien el dimensionado que hay que darle para
soportar cierto esfuerzo. con la condicién siempre de que no exista peligro de rotura.

Figura 1.1.
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Naturalmente, si existiesen sélidos rigidos no existirian peligros de rotura ni deforma-
ciones de ningtin tipo y tanto la teorfa de la Elasticidad como la Resistencia de materiales
carecerian de objeto. Si pudiera construirse una viga con material que tuviera las propie-
dades de sélido rigido, por pequefia que fuera su seccién y por grandes que fuesen las
cargas a soportar, la estabilidad del sistema estaria asegurada siempre que se cumplieran
las condiciones generales de equilibrio.

R.=0 ;. R, =0 ;. R_=0 _
) - (1.2.1)
My.,=0 ; My=0 : M, =0

siendo R.. R, R,y My, M,, M. las componentes referidas a un sistema cartesiano
trirrectangular de la resultante de las fuerzas ejercidas sobre el sistema y del momento
resultante de dichas fuerzas respecto de cualquier punto O.

En todo lo anteriormente expuesto hemos anticipado el concepto de sdlido eldstico que
podemos definir como aquel que ante un esfuerzo exterior se deforma y recupera su forma
primitiva al cesar la causa exterior.

A los sélidos eldsticos se les supone una serie de cualidades como son las de isotropia,
homogeneidad y continuidad.

Se dice que un cuerpo es isétropo cuando sus propiedades fisicas no dependen de la
direccién en que se han medido en dicho cuerpo. Asi, diremos que la isotropia que
suponemos poseen los sélidos eldsticos equivale a admitir la propiedad de igual elastici-
dad en todas las direcciones *.

El suponer el sélido eldstico homogéneo equivale a considerar que una parte arbitraria
del mismo posee idéntica composicién y caracteristicas que otra cualquiera.

La propiedad de continuidad supone que no existen huecos entre particulas ni, por
consiguiente, distancias intersticiales.

Algunas de estas propiedades, por ejemplo isotropfa y homogeneidad, suelen estar
fntimamente unidas, pues si un cuerpo es igualmente eldstico en cualquier direccién es de
suponer que sea homogéneo, e inversamente, si suponemos que es homogéneo es presumi-
ble que sea isétropo.

Sin embargo, estas propiedades de isotropifa, homogeneidad y continuidad no concu-
rren en ningin material, ya sea natural o elaborado por el hombre: no es posible que se d¢
un grado de elasticidad exactamente igual en todas las direcciones debido a la distribucién
de sus dtomos o moléculas en redes cristalinas ordenadamente dispuestas. Tampoco existe
en la realidad la homogeneidad perfecta, asi como sabemos por las teorfas modernas de la
materia que ésta no es continua y que existen espacios vacios entre las moléculas y entre
los mismos dtomos que la componen.

No obstante, la consideracién de sélido continuo es muy cémoda, pues permite
admitir. cuando existe una deformacién debida a la aplicacién de una fuerza a unas
moléculas del sélido, que el esfuerzo es absorbido en parte por las moléculas préximas y
de esta forma queda repartido de forma continua y apta para el cdlculo.

# Cuando debido a un proceso natural o de fabricacién, los elementos componentes de un cuerpo estin
orientados en una determinada direccién, serd preciso considerar la anisotropia de los mismos, como ocurre con
las piezas de madera, metilicas laminadas en [rio o materiales compuestos.
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Finalmente, sélido verdadero es aquel que resulta de considerarlo como deformable
ante los esfuerzos a que estd sometido y falto de isotropfa, homogeneidad y continuidad.

Los materiales a que nosotros nos refiramos en lo sucesivo los consideraremos como
solidos eldsticos. Quiere ello decir que si microscépicamente no son ciertas las hipdtesis
que se hacen, si lo son macroscépicamente, pues los resultados que se obtienen quedan
sancionados por la experiencia.

Aun podremos en muchos casos, cuando falte por ejemplo la homogeneidad en un
solido, considerar la existencia de varios sélidos eldsticos dentro del sélido dado, cada uno
de los cuales estard concretado por zonas que posean perfecta homogeneidad, y aplicarles
las consideraciones tedricas que hagamos para los sélidos eldsticos en general.

1.3. Definicion de prisma mecdnico

Llamaremos prisma mecdnico al sélido engendrado por una seccién plana X de drea Q
cuyo centro de gravedad G describe una curva ¢ llamada linea media, siendo el plano que
contiene a £ normal a la curva.

El prisma mecinico se dice que es alabeado, plano, o como caso particular de éste,
recto, cuando es alabeada plana, o recta la linea media.

La linea media no ha de tener curvaturas muy pronunciadas, asi como no deben existir
cambios bruscos de seccién al pasar de una arbitraria a otra préxima.

Si el drea Q es constante, se dice que el prisma es de seccién constante; en caso
contrario, diremos que el prisma es de seccion variable.

Para los cdlculos consideraremos unos ejes de referencia con origen en G; eje Gx la
tangente a la linea media en este punto, y ejes Gy y Gz los principales de inercia de la
seccion X (Fig. 1.2). Como el plano de esta seccién es normal a la curva ¢, el eje Gx es
normal a los ejes Gy y Gz contenidos en X. Por otra parte, los ejes Gy y Gz son principales
de inercia de la seccién que, segiin sabemos, son perpendiculares entre si, lo que indica que
el sistema de referencia que hemos definido en el prisma mecdnico es un sistema de ejes
trirrectangulares.

La posicion del punto G viene determinada por su abscisa curvilinea s, longitud del
arco de curva ¢ contado a partir de un punto arbitrario, que puede ser el centro de
gravedad G, de la seccién de extrema izquierda del prisma. Tomaremos como sentido
positivo del eje Gx el correspondiente a los arcos crecientes sobre c.

Figura 1.2.
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Los sentidos positivos de los ejes Gy y Gz serdn tales que hagan que el sistema de
referencia adoptado sea un sistema-directo.

1.4. Equilibrio estdtico y equilibrio elastico

Para que un sélido rigido se encuentre en equilibrio es necesario y suficiente que se
verifiquen las ecuaciones (1.2.1) que son las condiciones generales del equilibrio estdtico.

Estas seis ecuaciones no son otra cosa que la traduccién analitica de dos condiciones
fundamentales:

1* Que la suma de todas las fuerzas que acttian sobre el sélido sea igual a cero o, lo
que es lo mismo, que la resultante sea nula.

22 Que el momento resultante de todas las fuerzas respecto de cualquier punto sea
igual a cero.

Téngase presente que momento resultante y momento de la resultante son conceptos distintos.
Momento resultante de un sistema de fuerzas respecto a un punto es la suma de los momentos de los
vectores que componen el sistema, respecto a dicho punto. Por el contrario, momento de la resultante
es. como su nombre indica, el momento respecto de un determinado punto, de la resultante del
sistema. Pero al ser la resultante vector libre no tiene sentido hablar de su momento, a menos que el
sistema sea reducible a un tnico vector: su resultante; entonces, el momento de la resultante respecto
de un punto es el momento de ésta, supuesta su linea de accién el eje central del sistema.

Los vectores momento resultante y momento de la resultante respecto de un mismo punto son
iguales cuando se verifica esta circunstancia. como ocurre en los sistemas de vectores concurrentes,
paralelos o coplanarios.

Sin embargo, en un sélido eldstico estas condiciones son necesarias pero no suficientes,
ya que si suponemos realizado en el sélido un corte ideal y prescindimos de una de las
partes (véase la Fig. 1.6), es necesario que el sistema de fuerzas interiores, en los puntos de
la seccién ideal, sea equivalente al sistema de fuerzas que actian sobre la parte eliminada.
Llegamos asi al concepto de equilibrio eldstico, que exige se verifiquen en un sélido
eldstico no sélo las condiciones del equilibrio estdtico, sino también que exista equilibrio
entre las fuerzas exteriores y las internas en cada una de las infinitas secciones.

Esta tltima condicién es la caracteristica del equilibrio eldstico: es necesario que las
fuerzas exteriores que actian sobre el sélido sean contrarrestadas por las fuerzas interiores
de cohesién molecular.

Como esto debe suceder en las infinitas secciones del sélido y siendo imposible el
estudio en todas ellas, lo que se hace es estudiar solamente las secciones que deben
soportar un mayor esfuerzo y, I6gicamente, si éstas resisten es de suponer que las someti-
das a esfuerzos menores también lo hagan, sobreentendiéndose que las diversas secciones
estdn constituidas por material homogéneo, ya que hablamos de sélidos eldsticos.

En definitiva, lo que realmente hacemos es considerar el sélido como rigido excepto en
una seccién y comprobar si existe en ella equilibrio. Es como si las dos partes rigidas en
que queda dividido el sélido estuviesen unidas por un muelle, e investigdramos si éste
puede resistir los esfuerzos a que estd sometido.
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1.5. Esfuerzos que se derivan de la accion de un sistema de fuerzas
sobre un prisma mecdnico

El sistema de fuerzas exteriores que actiian sobre un prisma mecdnico, materializacion del
sélido eldstico como hemos indicado anteriormente, comprende dos tipos de fuerzas: de
volumen y de superficie.

Las primeras son debidas a campos de fuerzas, tales como el campo gr.wnalorlo
y el de fuerzas de inercia. Si llamamos f, a la fuerza por unidad de volumen (f, serd
en general funcién de la posicion del punto), sobre cada elemento de volumen dV del
prisma estard aplicada la fuerza f. dV. que serd, en general, un infinitésimo de tercer
orden.

Las fuerzas de superficie son las que estdn aplicadas en la superficie exterior del
prisma. Si fo es la fuerza que se ejerce por unidad de superficie, sobre un elemento dQ
actuard f,, dQ. Ejemplos de este tipo de fuerzas son las sobrecargas sobre un prlsma la
accioén ejercida sobre la compuerta de un depdsito por el fluido que contiene, el empuje de
tierras sobre un muro de contencién, la reacciéon de un cuerpo, etc. Estas fuerzas son
infinitésimos de segundo orden.

En lo que sigue, mientras no se indique lo contrario, supondremos despreciables las
fuerzas de volumen frente a las de superficie.

Consideremos un prisma mecdnico que suponemos en equilibrio estdtico bajo la
accién de un sistema de fuerzas F (i = 1, 2 ..., 7, en la Fig. 1.3), que representa la accién
exterior y emplearemos el método de las SE:(.LIOIILb, ya conocido por haber sido utilizado
frecuentemente en el estudio de la Estdtica, para analizar el equilibrio eldstico en una
seccion mn.

El método consiste en imaginar realizado un corte en el prisma. Este corte determina
una seccién mn que consideraremos plana. Supondremos asimismo que mn €s una seccion
recta, es decir, estd contenida en un plano normal a la linea media del prisma.

Es evidente que realizado este seccionamiento y eliminada, por ejemplo, la parte de
la derecha se romperfa radicalmente el equilibrio a no ser por la existencia de una fuer-
za y un par, equivalentes a la accién externa que ejerce la parte eliminada (véanse las
Figuras 1.4 y 1.5).

Ya se comprende, segiin se deduce de las condiciones generales del equilibrio estdtico,
que esta fuerza y par son, respectivamente, la resultante R y momento resultante M
respecto del centro de gravedad G de la seccién, de las fuerzas que actian sobre la parte
que hemos eliminado.

Figura 1.3.
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Figura 1.4.

Esta consideracién no nos permite conocer la distribucién de esfuerzos en los diferen-
tes puntos de la seccion, para ello es necesario establecer hipdtesis suplementarias que ya
se indicardn mds adelante, pero si nos permite obtener unas interesantes conclusiones
acerca del tipo de esfuerzos a que estd sometida la seccién.

En efecto, 1Lﬁrlend0 la resultante R al triedro trirrectdngulo Gxyz, cuyos vectores
unitarios son i, j . K (Fig. 1.4), se tiene

R=Ni+T,j+T.k (1.5.1)

Sus tres componentes son: N, T, y T..

Veamos el significado de cada una de estas componentes.

N, llamado esfuerzo normal, por serlo a la superficie de la seccién considerada, tiende a
empujar o separar a ambas partes del prisma dando lugar a esfuerzos de compresién o
traccién, respectivamente.

T,y T.. por estar en el mismo plano de la seccidn, efectiian la misma clase de esfuerzo
y. por tanto, podemos obtener su resultante T

T=T,j+T.k (1.5.2)

que es la expresion de un esfuerzo que actia tangencialmente a la superficie de la seccién
como si se tratase de deslizar la seccion respecto de una muy préxima, separdndola o
cortdndola. Es por ello que esta componente de la resultante se denomina esfuerzo
tangencial o cortante. Si el prisma se rompiese por la seccién recta. el vector T nos

Figura L.5.



10 ELASTICIDAD

indicaria la direccién en que saldria despedido el trozo del prisma de la derecha respecto
del de la izquierda. N

Andlogamente, podemos proceder a descomponer el momento resultante M en la
direccién perpendicular al plano de la seccién y en otra componente contenida en el
plano (Fig. 1.5).

M=M; i +M,j+M_Kk (1.5.3)

~ Como ya sabemos, el vector momento nos expresa una tendencia al giro. Expresando
M en funcién de sus componentes M, My M_, veamos qué efecto produce cada una de
ellas sobre el prisma.

M, actida perpendicular al plano de la seccién en la direccion de la linea media, por
tanto, tiende a hacer girar el sélido sobre si mismo, creando un efecto de torsion. Se llama
por ello a M, momento torsor.

M,y M_ tienden a obligar al sélido a girar lateralmente curvdndolo hacia afuera en los
planos xGz e yGx, respectivamente, flexiondndolo, por lo que se denominan momentos
flectores. Su resultante

Mp=M,j + M.k (1.5.4)

estd contenida en el plano de la seccién recta; es el momento flector.
Un momento es el producto de una fuerza por una distancia; por tanto, su ecuacion de

dimensiones serd:
[momento] = [F] [L] = [M] [L])* [T]? (1.5.5)

Las ecuaciones dimensionales del segundo y tercer miembro son, respectivamente, las
correspondientes a un sistema técnico en el que la fuerza es magnitud fundamental y al
Sistema Internacional (SI)*, que toma como magnitudes fundamentales masa. longitud y
tiempo.

En el sistema técnico la unidad de fuerza es el kilopondio o kilogramo fuerza
(kp o kgf).

En el Cuadro 1.1 figuran las unidades del momento y las equivalencias entre las
correspondientes a los diferentes sistemas.

Cuadro 1.1. Unidades de momento y equivalencias

Sistema s
Magnitud C.G.S. I'écnico S.L

Momento dyn.cm kp-m N.m

I kpm <> 981.10° dyn.cm < > 9.8 N.m

* En este sistema la unidad de fuerza: el newton (N), es unidad derivada.
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1.6. Concepto de tensién

Supongamos un prisma mecdnico en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas y
considerémoslo cortado idealmente, por medio de un plano arbitrario 7, en dos partes A
y B (Fig. 1.0).

Sean F y F' las resultantes de las fuerzas que actian sobre cada una de éstas, asi como
M vy M' los momentos resultantes respectivos con relacién a un punto cualquiera O.

La condicién de equilibrio estdtico exige que se verifique

F+F =0 L6.1)
M+ M =0 (1.6.
Si ahora suponemos suprimida una de las partes, por ejemplo la B, de la condicién de
equilibrio eldstico se desprende la existencia de una distribucién continua de fuerzas df,
definida en los puntos de A pertenecientes a la seccion X determinada por el plano 7, que
equivale a la accion de la parte B.

—

j,[(z "7 = F B
lfor xdf =M (1.6.2)

Sea P un punto cualquiera del sélido eldstico, representado por el prisma mecdnico.
Siempre podemos considerar un entorno plano de este punto y hacer pasar por ¢l
un plano © que contenga a dicho entorno. Si Af es la resultante de las fuerzas correspon-
dientes en todos los puntos del drea AQ del entorno, en virtud de la condicién de
equilibrio eldstico, definiremos como tensién en el punto P segin el plano = el siguiente
limite:

im N _ & (1.6.3)
m —==—— 6.
A= D AQ dQ

 La tensién asf definida. que representaremos por o, resulta ser un vector colineal con
Af'y su médulo significa la magnitud de la fuerza ejercida en la seccién X por unidad de
superficie.

Figura 1.6.
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De la misma definicién se deduce su ecuacion de dimensiones:

En el Cuadro 1.2

LF]

[e] = [

= [FI[L] *=[M][L]'[1]"°

(1.6.4)

figuran las unidades de tensién en los diferentes sistemas de unida-
des, asi como las relaciones de equivalencia entre ellas.

Cuadro 1.2, Unidades de tensién y equivalencias
) Sistema | ¢ G, Técnico SIL
Magnitud
Tensién dyn/em? kp/m? N/m?
1 kp/m? <> 98,1 dyn/em”® <> 9.8 N/m*
El N/m?, unidad de tensién en el S.I., se denomina pascal (Pa).



Estado tensional
en los solidos eldsticos

2.1. Componentes intrinsecas del vector tension
sobre un elemento de superficie

En el capitulo anterior hemos visto cémo al realizar en un prisma mecdnico un corte ideal
por un plano 7 y suponer eliminada una de las dos partes en que queda dividido, el
equilibrio eldstico de la parte que queda exige la existencia de una distribucién continua
de esfuerzos df en todos los puntos interiores del prisma pertenecientes a la seccién X
determinada por el plano 7. )

Hemos definido el vector tensién ¢ como la fuerza de esta distribucién continua por
unidad de superficie mediante el limite (1.6.3).

Fijado el plano 7, la direccién del vector tension, colineal con df, dependerd del
sistema de fuerzas exteriores. Siempre podremos considerar para cada orientacién del
plano 7 que pase por un punto P dos direcciones particulares como son la normal exte-

Figura 2.1.

13
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rior n y la que se obtiene al proyectar & sobre el plano 7. Las componentes de o segiin
estas dos direcciones se llaman componentes intrinsecas del vector tension.

La componente o, segin la normal al plano 7, recibe el nombre de tensién normal y la
proyeccién t sobre dicho plano se denomina tension tangencial.

Como estas dos direcciones son perpendiculares, entre el médulo o del vector tension y
sus componentes intrinsecas, se verificard la relacion

=02+ 12 (2.1.1)

Es conveniente hacer la observacién que el vector tensién, por definicién, se asocia a
una superficie y no se podrdn componer vectorialmente tensiones en un punto como si se
tratara de fuerzas a no ser que todas ellas se refieran a la misma superficie.

2.2. Estudio de los vectores tensién en un punto. Matriz de tensiones

En el apartado anterior hemos considerado el plano 7 que pasa por un punto Py en dicho
plano un entorno de P. Fijado el plano , en el punto P estd determinado el vector tensién
y, por tanto, sus componentes normal y tangencial. Llegado a este punto se nos plantean,
de forma inmediata, las siguientes cuestiones:

1.°  Si consideramos dos planos distintos 7. 7, que pasan por P, los vectores tensién
correspondientes, ‘ﬁemn iguales o distintos?

2°  Caso de ser distintos, ;cémo se podria calcular ¢ en funcién de la orientacién que
define al plano =, asi como la variacién de sus componentes intrinsecas?

3.° La obtencién de los valores mdximos de esta magnitud y las orientaciones
correspondientes.

La contestacién afirmativa a la primera pregunta es evidente, ya que al variar =
cambia la distribucién continua de fuerzas asi como el drea de la seccién. De una forma
general, df variard en médulo y direccién, por lo que también serdn distintos los vectores
tensién correspondientes.

En cuanto a las otras cuestiones planteadas, van a ser objeto de nuestro andlisis en lo
que sigue de este capitulo.

En primer lugar, consideremos un prisma mecdnico y tomemos un sistema de referen-
cia cartesiano ortogonal Oxyz (Fig. 2.2).

Aislemos el paralelepipedo elemental de aristas dx, dy, dz que rodea a un punto P
interior del prisma. Por lo visto anteriormente, sobre cada una de sus caras existe un
vector tension cuyas componentes intrinsecas normales tendrin las direcciones de los ejes
coordenadas respectivos y las tangenciales se podrdn descomponer a su vez en las direc-
ciones de los dos ejes paralelos a la cara que se considere.

Las tensiones normales las denotaremos por

g, i=x, . 2) (2.2.1)

en donde el indice i indica el eje al cual son paralelas y convendremos en asignarles signo
positivo si son de traccién y negativo si se trata de compresion.
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-

dz

Figura 2.2,
Las tensiones tangenciales las representaremos por
gl j=xy.2)i#] (2.2.2)

indicando el primer subindice i la direccién normal al plano en que actua y el segundo j la
direccién del eje al cual es paralela. En cuanto al signo de las tensiones tangenciales,
diremos que son positivas cuando actuando en una cara vista (Fig. 2.2) tienen el sentido
positivo de los ejes coordenadas.

Sobre las caras del paralelepipedo elemental, dado que sus dimensiones son muy
pequefias, admitiremos que los esfuerzos que se ejercen sobre ellas debidos a las tensiones
se encuentran uniformemente repartidas, por lo que podremos suponer que la resultante
de estas fuerzas que actian en cada cara pasa por el centro de gravedad de la misma.
Estas fuerzas de superficie son infinitésimos de segundo orden.

Las fuerzas de volumen, si las hay, las consideraremos despreciables por tratarse de
infinitésimos de tercer orden.

Este paralelepipedo se encuentra en equilibrio. De la condicién de ser nula la resultan-
te de las fuerzas de superficie ejercidas sobre sus caras, ya que las fuerzas de volumen son
infinitésimos de orden superior, se deduce que las fuerzas sobre dos caras opuestas son
iguales y de signo opuesto y, por tanto, las tensiones, ya que las dreas de dos caras
opuestas son iguales.

Los esfuerzos cortantes sobre caras opuestas constituyen pares de fuerzas. El equilibrio
exige que sea nulo el momento resultante (téngase presente que estamos estudiando
equilibrio de fuerzas, no de tensiones, por lo que habrd que multiplicar cada t;; por el drea
de la cara respectiva).
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M,=0 ; 1. dxdzdy—rt ,dxdydz=0
M,=0 ; v .dxdydz—rt_dydzdx=0 (2.2.3)
M,=0 ; t,dydzdx— 1, dxdzdy=0

De estas ecuaciones se deduce:

- . - b)
To=Te 5 Ty=Th (2.2.4}

igualdades que expresan una importante propiedad de la tensién cortante: las componen-
tes de las tensiones cortantes en un punto correspondientes a dos planos perpendiculares,
en la direcciéon normal a la arista de su diedro, son iguales (teorema de reciprocidad de las
tensiones tangenciales). El sentido es tal que considerando un diedro recto, ambas se
dirigen hacia la arista o ambas se separan (Fig. 2.3).

Se observa que de los 18 valores de las componentes de los vectores tensién correspon-
dientes a las seis caras del elemento ctbico considerado (tres por cada cara), solamente
hay seis valores independientes.

—_—
2
2
h

—

a, a a T T T

nx Mayr Ypzr tyzr tzxt tay

Veamos que conocidos estos seis valores queda determinado el vector tension corres-
pondiente a cualquier orientacién.

En efecto, consideremos un tetraedro elemental como entorno de un punto P interior
del prisma mecdnico, segtin se indica en la Figura 2.4.

Sean ¢, 6,, 0., las componentes del vector tensién ¢ en la cara ABC de drea dQ vy
expresémoslas en funcién de los seis valores (2.2.5) y de las componentes «, f3, 7 * del vector
unitario u segun la normal a dicha cara.

Las dreas de las caras del tetraedro paralelas a los planos coordenadas son las
proyecciones ortogonales del drea dQ del tridngulo ABC, es decir, tienen de valores adQ,
£dQ y pdQ, respectivamente.

Para que el tetraedro esté en equilibrio, la suma de componentes paralelas a cada eje
debe ser nula. Recordemos que los momentos eran infinitésimos de tercer orden, asi como
las fuerzas de volumen, por lo que no aparecen en las ecuaciones de equilibrio.

Figura 2.3.

* o, ff, y son los cosenos directores de la recta perpendicular al plano determinado por los tres pun-
tos A, B. C.
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Figura 2.4.

Planteando las condiciones de equilibrio del tetraedro, se tiene:

o, dQ = 0, wdQ+ 1., fdQ+ T, 7dQ
o, dQ = 1., 0dQ+ 7, pdQ + 1, pdQ (2.2.6)
o, dQ = 1, 2dQ + 1, fdQ + 7, pdQ

Se puede expresar este sistema de ecuaciones en forma matricial

0-,\' GH.\‘ rx}' r:.\' a
Uy = T_ty (rny T_]r: ﬁ {2.2.7)

g, 1-:.\' Ty: (T": Y

o bien simbdlicamente
(o] =[T] [u] (2.2.8)
La matriz
Gn\. t.\')' T"\

[T] = T.\'_]’ (IHJ' T\Z {22‘91

T:,\' T = UN:

que es simétrica y depende exclusivamente de los seis valores (2.2.5) se llama matriz de
tensiones.
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Las expresiones (2.2.7) o (2.2.8) indican que se obtiene la matriz del vector tensién
correspondiente a un determinado plano multiplicando la matriz de tensiones por la
matriz del vector unitario normal a dicho plano. )

Se deduce de ello que el estado tensional en el interior de un sélido eldstico es
conocido, si lo es en todos sus puntos la matriz de tensiones.

2.3. Condiciones necesarias entre las componentes de la matriz
de tensiones. Ecuaciones de equilibrio

Fijado un triedro de referencia Oxyz, las componentes de la matriz de tensiones en un
punto serdn, en general, funcién de las coordenadas de dicho punto. Sin embargo, los
valores que toman estas componentes no pueden ser arbitrarios, ya que siendo f, la fuerza
por unidad de volumen de componentes (X, ¥, Z), el planteamiento del equilibrio estdtico
en el paralelepipedo elemental de la Figura 2.5 interior al sélido nos conduce a:

{
3 7
¥ 4 (s dr,, dt., _0
dx cy 0z
3 q 3
ct, do dr,.
< y+ —= 4+ =0 (2.3.1)
dx oy dz
ot,, 01, do,,
L+ —="+—-"+—-==0
ax ay dz

\

Estas ecuaciones traducen las condiciones necesarias de equilibrio y son llamadas
ecuaciones de equilibrio interno. Como se ve, no bastan para la determinacién de las
componentes de la matriz de tensiones: son tres ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de primer orden y seis el nimero de incégnitas.

Pero también se tiene que verificar el equilibrio en los puntos de la superficie del sélido
cldstico. Si f;, es la fuerza por unidad de superficie exterior de componentes (X, Y, Z). es

||

.l
=

A

Tyya=

Oy H

Figura 2.5,
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evidente que la tensién en los puntos de dicha superficie exterior dada por (2.2.7) ha de
. P =+ . e
coincidir con f;,. Las ecuaciones que traducen esta condicién
X=0o,0+1,f+1.,7

p+1:7
Z=t, 0+t pf+0,7

Y=1,0+a,

son las ecuaciones de equilibrio en el contorno.

Para la determinacién de las componentes de la matriz de tensiones, conocidas las
distribuciones f, v f;,, es necesario hacer intervenir la deformacién eldstica del cuerpo, de
cuyo estudio nos ocuparemos en el préximo capitulo.

2.4. Cambio del sistema de referencia

Consideremos un punto P interior de un prisma mecdnico y sea [7] la matriz de tensiones
referida a una terna de ejes trirrectangulares Pxyz. Sea asimismo [7*] la matriz de
tensiones referida a otra terna Px*y*z* de ejes también trirrectangulares. Sean u* (o, By
2 1% (0 B 72)s 13* (23 Py 73), l0s vectores unitarios que definen las direcciones de los
ejes del segundo sistema, cuyas componentes estdn referidas al primero, como se indica en
la Figura 2.6. i

Cualquier vector PA se puede expresar respecto a uno y otro sistema mediante la
expresién trinomia correspondiente

r = PA= xil, + yu, + 2y = X*u Ay, + AT (2.4.1)
Proyectando esta expresion sobre los ejes del sistema Pxyz, se obtienen las siguientes
ecuaciones
xo=oy X* + oo, ¥+ oy o*
v=_0 x*+ fy y* + By 2* (2.4.2)

z=y, X*+yp, y* 4y, 2¥

que nos dan las coordenadas del punto A respecto del sistema Pxyz en funcién de las
correspondientes respecto del sistema Px*y*z*,

z
A
S

Y
Y . r
'\1-‘1* (at3,

Figura 2.6.
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Estas ecuaciones se pueden expresar matricialmente

X O Oy Oy X
yii=1|5 B B v* (24.3)
- "1 " 1 ¥
z Y1 Y2 Vs z
o bien, simbdélicamente
[F] = [R] [7*] 44

en donde [R] es la matriz del cambio de ejes que, como sabemos, es una matriz ortogonal.
Veamos qué relaciones existen entre las matrices de tensiones [7] y [T*] que definen
el estado tensional del prisma mecdnico, pero respecto de sistemas de referencia distintos.
El vector tensién correspondiente a un plano x, cuya orientacion viene definida por un
determinado vector unitario, se puede obtener, segin sea la referencia adoptada, mediante
las ecuaciones

(61=[T][u]:[e*]=[T*] [u*] (2.4.5)

estando relacionadas las matrices del mismo vector tension mediante la matriz del cambio
de ejes

[¢]=[R][c*] (2.4.6)

Por otra parte, las componentes del vector unitario respecto de ambos sistemas de
referencia estdn ligadas por la relacién

[ul=[R][u*] (2.4.7)

que nos permite obtener de forma inmediata la ecuacién inversa, teniendo en cuenta que
por ser ortogonal la matriz del cambio de ejes, su inversa es igual a su traspuesta *.

[u*] = [R]" [u] (2.4.8)

Teniendo en cuenta las expresiones (2.4.6), (2.4.5) y (2.4.8), podemos poner
[01=[R][¢*] = [RI[T*][u*] = [RI[T*][R]" [u] (2.4.9)
Comparando esta ultima expresién con la (2.4.5) se obtiene la relacién que buscdba-
mos, es decir, la relacién que existe entre las matrices de tensiones que definen el estado

tensional en los puntos de un prisma mecdnico, referidas a sistemas de referencia distintos.

[T1=[RI[T*][R]" obien [T*]=[R]"[T][R] (2.4.10)

* La demostracién de las propiedades de las matrices ortogonales se hard en el Epigrafe 3.2.
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2.5. Tensiones y direcciones principales

Aplicando la expresion (2.2.8) se obtiene, en un punto P, el vector tensién correspondiente
a la orientacién definida por el vector unitario u. Cabe preguntarnos si existird algin
plano tal que su vector tensién sea perpendicular a él. Si existe, se tendrd que verificar

[T1[u]=olu] (2.5.1)
o bien, pasando al primer miembro
[T - o 1][u]=1[0] (2.5.2)

siendo [I] la matriz unidad y ¢ un escalar.
Esta ecuacién matricial da lugar a un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres
incognitas:
(o, ,—0)at+tt,pf+1,7=0

nx

T.\')’ o + ‘UIU'

tat T Bt (G, —0)7=0

-0 f+1,.7=0 (2.5.3)

cuya condicién de compatibilidad es:

Ope — 0 Tyy Tox
‘l‘_t). O",,_,_. — a0 ‘I'.'_l.: =0 (2541
Tox Ty Oy. — 0

determinante que desarrollado es una ecuacién cibica en ¢ llamada ecuacion caracteristi-
ca o secular. Las rafces de esta ecuacién, que no son otra cosa que los valores propios de
la matriz [T]. reciben el nombre de tensiones principales, y las direcciones correspondien-
tes direcciones principales.

Los valores de las tensiones principales son independientes del sistema de referencia
adoptado. Quiere esto decir que las raices de la ecuacion caracteristica son invariantes. Al
ser constante el coeficiente de ¢, también lo serdn los restantes coeficientes.

Como la ecuacién se puede poner en la forma

—c*+1,6°—1,0+1;=0 (2.5.5)
se deducen los siguientes invariantes:
El primero

I, =0, +0,+0, (2.5.6)
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llamado invariante lineal o tension ciibica indica que en un punto interior a un sélido
eldstico la suma de las tensiones normales segtin las direcciones de los ejes de cualquier
triedro trirrectdngulo, es constante.

El segundo

_ L2 -2 2 9
I,=0,0,+0,0,.+0, 0, — 1% 1% Txy (2.5.7)

se denomina invariante cuadrdtico.
El tercero
I, =|T| (2.5.8)

nos indica que el determinante de la matriz de tensiones, en cada punto del sistema
eldstico, es otro invariante.

Al ser de tercer grado la ecuacién caracteristica, se puede asegurar la existencia como
minimo de una raiz real ¢,, es decir, existe por lo menos una direccién principal de la
matriz [T].

Supongamos realizado un cambio de coordenadas de tal forma que tomemos la
direccién principal correspondiente a la raiz real o, como eje Ox (Fig. 2.7). En este caso la
matriz toma la forma

g 0 0
[T7=]0 o, 1. (2.5.9)
0 T;‘: (_T:!:

ya que al multiplicar la matriz [7"] por el vector unitario en la direccién de Ox, el vector
tension que resulta tiene la misma direccién (puesto que es principal) y de médulo a,.
Las tres raices de la ecuacién caracteristica:

g, —0 0 0
'T’ -0 I] = 0 Opy — @ T2 =0 (2.5.10)
0 Tye Op — G
b ',
i
'y

o

Figura 2.7,
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son invariantes. Una de ellas es ¢ = a,, que ya conociamos. Las otras dos son las de la
ecuacion de segundo grado

02— () + 0p) O+ Opy Ope — Tyz = 0 (2.5.11)
que son reales, ya que su discriminante es siempre mayor o igual a cero.
(Gpy + Gpe)? — 4 (Ohy 01z — T2) = (Ohy — 00> +4 T2 20 . (2512)

Queda demostrado con esto que en todo punto interior de un sélido eldstico existen, si
el determinante de la matriz de tensiones es distinto de cero, tres direcciones principales.
En los planos perpendiculares a estas direcciones los vectores tensién correspondientes
s6lo tienen componente normal, careciendo, por consiguiente, de componente tangencial.

Las tensiones principales son los valores propios o autovalores de la matriz de
tensiones y las direcciones principales las definidas por los autovectores de dicha matriz.

Veamos que las tres direcciones principales son ortogonales entre si. En efecto, consi-
deremos dos raices o, y g, de la ecuacidn caracteristica. Sean i,y u, los dos vectores que
definen las dos direcciones principales correspondientes

(7] [E‘:l] =0, [I".l]

[T][u,] = o, [u,] (2.5.13)

Multiplicando escalarmente por u, la primera ecuacion, por u, la segunda y restando
miembro a miembro, se tiene

(i) [T10,] = [u, 0" 71 [,] = (0,17 oy [0y] — (6,07 0, [u,] (25.14)

en donde el superindice 7 indica matriz traspuesta.
Por la propiedad distributiva del producto escalar de dos vectores

[ﬁ :]T [T] [ﬁ,] = [[T] [a 1] JT [az] = [al]T [T]T [ﬁz] (2.5.15)
Al ser la matriz de tensiones simétrica se verifica [T] = [T]" y, por tanto, el primer
miembro de (2.5.14) es nulo.
Basdndonos en la misma propiedad del producto escalar, el segundo miembro se
puede expresar asi

0=(0, —0o)U, U, (2.5.16)

Como. en general, las dos raices o, y o, serdn diferentes, se deduce de esta expre-
sién que

U, U, =0 (2.5.17)

es decir. las direcciones principales forman un triedro trirrectdngulo.
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iy

Figura 2.8.

Tomando como sistema de referencia el triedro correspondiente a las direcciones
principales, la matriz de tensiones se reduce a su forma diagonal

g, 0 0
0 a, 0 (2.5.18)
0 0 oy

en la que los términos de la diagonal principal son precisamente los valores de las
tensiones principales.

2.6. Elipsoide de tensiones de Lamé

Sea P un punto interior de un sélido eldstico. Veamos cudl es el lugar geométrico de los
extremos de los vectores tensién correspondientes a todos los planos que pasan por dicho
punto.

Para el cdlculo de este lugar tomaremos un triedro de referencia con origen en el punto
y ejes coincidentes con las direcciones principales. Llamemos x, y. z las coordenadas del
extremo del vector tensién @ correspondiente a una direccién u (2, B, 7), que no son otra
cosa que las componentes de ¢ (Fig. 2.9a).

Si¢,.0,, 0, son las tensiones principales, en virtud de (2.2.7) y (2.5.18) podemos poner

X a0 0
yl=10 a, 0 B (2.6.1)

=

=
(=]
(=]
Q

de donde:
(2.6.2)

-
Il
9
=
Il
Q
b
=
(8]
Il
.f‘
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ulez, B 7)

Mix, v 2)

Figura 2.9.
Eliminando «, fi, 7 entre estas ecuaciones y la relacién o + 7 + 77 = 1, se obtiene

x2 oy oz
S+=5+t5=1 (2.6.3)
gy 03 03

que indica que el lugar geométrico buscado es un elipsoide que se denomina elipsoide de
tensiones o elipsoide de Lamé cuyos ejes son coincidentes con las direcciones principales
(Fig. 2.9h).

Vemos que los invariantes estdn relacionados con el elipsoide de Lamé. I, es igual a la
suma de los tres semiejes, I, es proporcional a la suma de las dreas de las tres elipses que
intercepta el elipsoide con los planos principales, ¢ I, es proporcional al volumen del
elipsoide.

Son de interés algunos casos particulares que se pueden presentar, segtin los valores
relativos de las tensiones principales.

Si son dos iguales, por ejemplo o, = 7, # 03, ¢l elipsoide es de revolucién. En este
caso estd definida la direccion principal correspondiente a la tension principal @5, que
coincide con el eje de revolucion del elipsoide, pero las otras dos estdn indeterminadas:
cualquier direccién situada en el plano normal al eje de revolucién es direccién principal.

Si las tres son iguales, @, = g, = a4, el elipsoide se reduce a una esfera: cualquier
direccion es direccién principal. Por consiguiente, cualquier terna de ejes trirrectangulares
constituye un sistema de ejes principales.

También presentan interés los casos en los que se anulan una o dos tensiones prin-
cipales. Veamos como degenera en cada caso el elipsoide de Lamé.

Si una tensién principal es nula, por ejemplo, g5 = 0, las coordenadas (x, y, z) del
extremo del vector ¢ correspondiente a un plano cuyo vector normal es u (o f, )
verificardn:
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X o 0 0 o a0
y]=10 g, 0 pl=10,p (2.6.4)
z 0 0 0 Y 0
es decir:
x=0 ; yv=0,/ ; z=0

Ahora, es posible eliminar o y ff entre estas ecuaciones y la que expresa que el vector u
es unitario, o> + % + y* = 1, quedando:

que representa a una elipse de longitudes de semiejes o, \/I 7%y 0,1 =7 enel
plano z = 0. Como y* varia entre 0 y I, el elipsoide de Lamé degenera en una super-
ficie plana situada en el plano correspondiente a la tensién principal nula y limitada por la
elipse que tiene de longitudes de semiejes los valores de las dos tensiones principales no
nulas. Se trata de una curva de las llamadas curvas de Peano, que son aquellas que llenan
un drea (Fig. 2.10a).

z =

]

ay

a

a) ) b)

Figura 2.10.
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En el caso que se anulen dos tensiones principales, por ejemplo, o, = a3 = 0.s¢ tendrd:

X g 0 0 o o
y|={0 00 pl1=1 0 (2.6.6)
z 0 0 0 Y 0

es decir:

x=a0 ; y=0 1z

El elipsoide de Lamé degenera en este caso en un segmento de longitud 20, coinciden-
te con el eje correspondiente a la tensién principal no nula y centrado respecto del pun-
to P (Fig. 2.10b).

Con ¢l elipsoide de Lamé vemos coémo se distribuye el médulo del vector tensién en un
punto P para los planos pertenecientes a la radiacién de vértice dicho punto. Pero no nos
es posible averiguar el signo que tiene, debido a ser P centro de simetria, ni siquiera el
plano al que corresponde cada .

2.7. Cuddricas indicatrices de tensiones

Para cada plano 7 que pasa por un punto P de un sélido eldstico consideremos un punto
M sobre la normal exterior, tal que

l .
Vel

Veamos cudl es el lugar geométrico de M al variar u. Tomemos un triedro de
referencia con origen en Py de ejes las direcciones principales.
La tensién normal para un plano n definido por u (e, f, 7) tiene por expresion:

SGHOE

PM= 0 (2.7.1)

+ -

c,=0"-U

o
= (0,0 0,0 637) | B |= 0.9 + 0,7 + a3y’ (2.7.2)
':“

Figura 2.11.
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Las coordenadas de M (x y z) son:

UL S S (2.7.3)
\/m Ve, Ve
Eliminando =, fi, y entre (2.7.2) y (2.7.3) se tiene
0,=0, X |o,| +a, ) |o,| + 0,270
de donde:
g, x>+ 0,7 + 0,20 = |:" =c=+1 (2.7.4)

Esta ecuacién nos indica que el lugar de M se compone de dos cuddricas coaxiales,
cuyos ejes tienen precisamente las direcciones principales, que llamaremos cuddricas indi-
catrices de tensiones.

Discutamos la naturaleza de estas cuddricas segtin los signos de las tensiones principa-
les. considerando en lo que sigue que las tensiones a,, ¢,. 7, estdn ordenadas en sentido
decreciente, es decir, o, = 7, = 7,.

1. Las tres tensiones principales son positivas (Fig. 2.12).

Para: ¢ = +1 se tiene un elipsoide real.

Para: ¢ = — 1 se tiene un elipsoide imaginario.

Las cuddricas indicatrices se reducen, por tanto, a un elipsoide real. Al ser siempre
¢ = + 1 se deduce que la tension normal para cualquier plano = es positiva, por lo que el
sélido eldstico estard sometido, en P, a traccién en todas las direcciones.

2% Dos tensiones principales son positivas y una negativa (Fig. 2.13).

Para ¢ = +1 se tiene un hiperboloide de una hoja y para ¢ = — I un hiperboloide de
dos hojas.

Segiin los planos 7, cuyas normales cortan al hiperboloide de una hoja, el sélido
eldstico estd sometido a traccién (g, > 0). Por el contrario, si la normal al plano corta al
hiperboloide de dos hojas el sélido eldstico estd sometido a compresién (g, < 0).

Observamos en la misma figura que el cono asintético, de ecuacién

o, x*+a,y  +a,22=0 (2.7.5)

divide al espacio en dos zonas tales que para los planos n cuyas normales son exteriores a
este cono el sélido eldstico estd sometido a traccion, y si son interiores, a compresion.

iy

7, ——— -

of 10;

Figura 212,




ESTADO TENSIONAL EN LOS SOLIDOS ELASTICOS 29

Figura 2.13.

Para los planos cuyas normales coincidan con las generatrices del cono asintdtico la
tensién normal es nula y, segin esos planos, el sélido estd sometido a cortadura pura.

3° Una tensién principal es positiva y dos negativas (Fig. 2.14).

Para ¢ = + 1 se tiene un hiperboloide de dos hojas y para ¢ = — 1 un hiperboloide de
una hoja.

Figura 2.14.
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La discusién es andloga al caso anterior.

4° Las tres tensiones principales son negativas (Fig. 2.15).

Para ¢ = +1 se tiene un elipsoide imaginario, mientras que para ¢ = — 1 se tiene un
elipsoide real.

La cuddrica indicatriz es, en este caso, también un elipsoide real pero se diferencia del
primer caso en que g, es negativa e indica, por tanto, que el sélido eldstico estd sometido
en ese punto a compresién en todas las direcciones.

Con la cuddrica indicatriz podemos calcular el vector tensién que corresponde a un
plano 7 definido por el vector unitario normal u/(x, f, 7).

En efecto, el vector ¢ relativo al plano 7 es

c=0,0i +0,] +ay7k (2.7.6)

El plano 7’ conjugado con la direccién u respecto a la cuddrica indicatriz es paralelo al
tangente en el punto A de interseccién de u con la cuddrica y tiene por ecuacion

af+pfy+7 =0 (2.7.7)

es decir,
gy ax+ o, fy+ay7z2=0 (2.7.8)

Observando las expresiones (2.7.6) y (2.7.8) se deduce que ¢ es perpendicular a 7.

Basdndonos en esta particularidad podemos obtener gréficamente la tensién ¢ que
corresponde a un plano m, o bien el plano m que corresponde a una tensién ¢. En las
Figuras 2.17 y 2.18 se resuelve este problema en los casos que se indican, segun el signo de
las tensiones principales *. El plano que contiene estas figuras es, en cada caso, el que pasa
por Py es perpendicular a = y a ', es decir, el plano que contiene a Uyao.

Ty

; »
' (00
=10- | -
o5 i | ) a,
e
/
Irr]
Cuadrica indicatriz
Figura 2.15. Figura 2.16.

* Dibuje el lector las figuras andlogas correspondientes al caso ¢, > 0; ¢, < 0; ¢, < (.
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Elipsoide
de Lamé

Cuadrica indicatriz

Cuddrica indicatriz

a) 6, =00, >0,0,>0 bya, <00, <0a,<0

Figura 2.17.

Analiticamente, este plano 4 tendrd como vector caracteristico el producto vectorial

i j ok
Uxo=|uo p Y

= (04— azjﬁ}'T + (o, — rr_,,)];u_r + (05 — alla[ﬁ?
a0 g,ff a5y

por lo que su ecuacion serd

A=

(03 —0,)pyx + (o, — a3)yay + (0, — o) afz=

Hiperboloide

deunahoja -7

Elipsoide
Y de Lamé /

Hiperboloide
P de dos hojas

g =00, 0:0;<0

Figura 2.18.

=0 (2.7.9)
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Pues bien, las representaciones grificas que se consideran (véanse las Figs. 2.17 y 2.18)
se hacen en este plano. Su interseccién con las cuddricas indicatrices vendrdn dadas por el
sistema '

2 2 2
o, X"+ a0,y +oyz2° = +1
{ ! . : - (2.7.10)
£=10
mientras que la interseccién con el elipsoide de Lamé viene dada por
oy 2
? + — + —1 =1
g; 03
Lo (2.7.11)
A=0

Es evidente que el interés de la resolucién gradfica descrita, para obtener el vector
tensién correspondiente a un determinado plano n, no pasaria de tener un interés mera-
mente académico si no fuera por la facilidad de obtener las cénicas definidas por los
sistemas (2.7.10) y (2.7.11) mediante ordenador.

Cuando se anula alguna de las tensiones principales, las cuddricas indicatrices degene-
ran. Estudiemos los casos que se pueden presentar.

1. Si se anula una tensién principal, por ewmplo o5, la ecuacion de las cuddricas
indicatrices se reduce a la forma

o X2+ 0,07 = +1 (2.7.12)

Si las dos tensiones principales no nulas tienen el mismo signo, esta ecuacion represen-
ta un cilindro eliptico (Fig. 2.19), que es real para + 1 cuando las dos tensiones son
positivas, o para — 1 cuando ambas son negativas.

Si son de distinto signo, la ecuacién (2.7.12) representa dos cilindros hiperbd-
licos (Fig. 2.20).

=

Figura 2.19. Figura 2.20.
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Figura 2.21.
29 Sise anulan dos tensiones principales, la ecuacién de las cuddricas indicatrices se
reduce a la forma
o, x* = +1 (2.7.13)

que representa dos planos paralelos al plano yz (Fig. 2.21) de ecuaciones

(Vo x+ 1)(J/o,x—1)=0 (2.7.14)

2.8. Cuddricas directrices de tensiones

Veamos ahora cudl es el lugar geométrico de los puntos M (Fig. 2.22) tales que

PM=—— (2.8.1)

Tomando como triedro de referencia el de ejes coincidentes con las direcciones princi-
pales, tenemos las expresiones ya conocidas

G =a,ai +0,p] +a37k
o, =00+ 0, + 037°

Figura 2.22.
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Si (x, y, z) son las coordenadas de M

o 611 . L Jzﬁ . L (TJT (781]
Y V=-—7=" - T
N |r’-n \/|Ju| |GF"
Eliminando =z, ff, y entre estas tres ecuaciones y la que da o, se tiene
x2 »? 52
7, = 0,4 2 |O':| + G, ) |(]‘"| + ﬂ.’i 2 |J”|
a7 (2] 73
de donde el lugar buscado tiene por ecuacién
oyt
T+ == +1 (2.8.3)
0y O O3

que representa dos cuddricas coaxiales cuyas direcciones de los ejes comunes son las
direcciones principales y que denominaremos cuddricas directrices de tensiones.

Por andlogo razonamiento al seguido en la discusién de la naturaleza de las cuddricas
indicatrices, podemos afirmar que las cuddricas directrices serdn:

a) Un elipsoide real y otro imaginario, si las tres tensiones principales tienen el
mismo signo.

b) Un hiperboloide de una hoja y otro de dos hojas, ambos con cono asintético
comun, si dos tensiones tienen el mismo signo y la restante el opuesto.

Las conclusiones a que se llega en los casos en que las tres tensiones principales tengan
el mismo signo son las mismas que las obtenidas en el estudio de las cuddricas indicatrices,
puesto que en ambos casos las cuddricas directrices se reducen a un elipsoide real para
¢ = + 1, si son positivas las tres tensiones principales, o bien ¢ = — I cuando son negati-
vas. En el primer caso se deduce que para todos los planos 7 de la radiacion de vértice el
punto que estamos considerando o, > 0, es decir, el prisma mecdnico trabaja, en ese
punto, a traccién en todas las direcciones. Si ¢ = — 1, g, <0, el sélido eldstico, por el
contrario, trabaja a compresion.

Cuando las tensiones principales tienen distinto signo, los dos hiperboloides, uno de
una hoja y el otro de dos, admiten el cono asintético comtin.

=l
[¥]

"
L

(2.8.4)

S
+
S |
+
|1
I
o

T3

Ahora, la interpretacién fisica es la siguiente: aquellos planos a los que corresponden
unos vectores tension cuya linea de accién corte al hiperboloide que se obtiene para
¢ = + 1, trabajan a traccién. Si, por el contrario, la linea de accién corta al hiperboloide
¢ = —1, en los planos correspondientes el sdlido eldstico trabaja a compresion.
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Si la linea de accién de ¢ coincide con una generatriz del cono asintético, el plano
correspondiente trabaja a cortadura pura.

Como, segiin vimos en el estudio de las cuddricas indicatrices, los planos que trabajan
a cortadura pura son aquellos cuyas normales coinciden con las generatrices de su cono
asintdtico, se deduce que las generatrices de los conos asintéticos de las cuddricas indica-
trices y directrices son perpendiculares entre si (Fig. 2.23).

Con las cuddricas directrices podemos obtener el plano n que corresponde a un vec-
tor a.

En efecto, el plano 7' conjugado con la direccién de ¢ respecto de las cuddricas
directrices tiene de ecuacion:

gofito,ffytoyyfi=0 (2.8.5)

en donde f es la funcion (2.8.3) que representa dichas cuddricas.
Sustituyendo la expresion de las derivadas [ se tiene

ux+ py+yz=0 (2.8.6)

Este resultado indica que la tensién ¢ corresponde a un plano paralelo al plano 7'
tangente a la superficie directriz en el punto B en que es cortada por la linea de accion de
dicha tensién .

En la Figura 2.24 se indica como se procede en los casos de tener las tres tensiones
principales el mismo o distinto signo.

2.9. Representacion grafica plana de las componentes intrinsecas
del vector tension en un estado tensional tridimensional.
Circulos de Mohr

Los vectores tension correspondientes a los infinitos planos que pasan por un punto
son susceptibles de una representacién grdfica plana por medio de sus componentes
intrinsecas.

Figura 2.23.



36 ELASTICIDAD

A&
c:uadN S
directriz
- B
! “lipsoide de Lamé
&"’?o Elipsoide de Lamé
. 7
i
NG
P Hiperboloide
) > de dos hojas
Y
Elipsoide Hiperboloide
de Lamé / de una hoja

Co= 050,000,710

o =0;0,<0;0,<0

Figura 2.24.

Segiin hemos visto, la tensién sobre un plano definido por el vector u (=, 8, y) referida a
las direcciones principales es

=0, +0,pj +0o37k
De aqui se deduce:

> =i+ i+ a3yt =o; + T
y segin sabemos a0t 4+, 2+ a7 =0,
W+ pF o+ oyt =1

Este sistema de ecuaciones nos permite estudiar la variacién de las componentes
normal y tangencial del vector tensién. En efecto, si hacemos o= constante, lo que
equivale a hacer variar la normal i segin generatrices de conos de revolucién de eje Px
podemos eliminar %y y* en el sistema de ecuaciones anterior, aplicando la condicién de
compatibilidad segtin el teorema de Rouché-Frobenius:

6 + 12 —oia’ a3 03
G, — 0,0 g, a;| =0 (2.9.1)
1 — a? 11

ta

Desarrollando el determinante por los elementos de la primera columna y dividiendo
por (¢, — ) se obtiene la ecuacién de una familia de circunferencias concéntricas que
designaremos por (¢,).

(cy) 62+ 12— 0,(0, + 03) + 0,05+ (03— )0, —a,)=0 (2.9.2)
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Estas circunferencias tienen, por tanto, su centro comun en el punto de coordenadas

2

o

a, + 04 .
2 =0, referidas a un sistema cartesiano rectangular en cuyo eje de abscisas se

representan valores de g, y en el eje de ordenadas los correspondientes a .
Para o = 0 se obtiene:

(Cy) 62+t —0,(0,+03)+0,0,=0 (2.9.3)

circunferencia que corta al eje g, en dos puntos diametralmente opuestos de abscisas o, y
4, respectivamente. En este caso la normal u se mueve en el plano principal yPz.
Procediendo de una forma andloga, eliminando «® y 72, para ff = constante, se tiene:

(¢,) o} +1° —0,(0, + 03) + 0,05+ p*a, —0,3) (0, — ;) =0 (2.9.4)

. . . L g, + 04 .
familia de circunferencias concéntricas de centro (—32— \ O), que para = 0, es decir,

moviéndose u en el plano principal xPz, se reduce a:
(Cy) oy +1° — 0,0, +03) +0,0,=0 (2.9.5)

circunferencia que corta al eje ¢, en puntos de abscisas o, y .
Finalmente, haciendo y = constante, eliminando «* y f? se llega a:

(cy) ol +1° —0,(0,+0,)+0,0,+ (6, —0d3)(05 —0,)=0 (2.9.6)

ecuacion asimismo de otra familia de circunferencias con centro comtn en el punto

5

g, + 0, . .. -
(; , 0)._ que para 7 = 0, es decir, moviéndose u en el plano xPy, se reduce a:

(C,) on +1* —0o,a,+0d,)+06,0,=0 (2.9.7)

Suponiendo ¢, > @, > a5, hipétesis que no resta generalidad a nuestro estudio, pode-
mos representar graficamente en el plano (a,, 1) las componentes normal y tangencial de la
tension para cualquier orientacién (Fig. 2.25).
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Figura 2.25.

Los tres circulos C; (i = 1, 2, 3) se denominan circulos fundamentales de Mohr.

Veamos que en esta representacion gréfica el punto M representativo de la tension
para una determinada orientacién de las infinitas que se pueden considerar, pertenece al
drea sombreada de la Figura 2.25, es decir, que este punto es interior al circulo de Mohr
mayor y exterior a los dos menores.

En efecto, la expresién (2.9.2) se puede poner en la forma

[(o—" — g)- + 1 - (EE-;—EE)-} = —a’(g, — 0,)(0, — 0,) (2.9.8)

en donde lo contenido en el interior del corchete representa la diferencia de cuadrados de
la distancia de M al centro de C, y de su radio, o sea, la potencia de M respecto a C,.
Como hemos supuesto ¢, > 7, > 6.

—a*(gy — 0,)(0; — a,) >0 (2.9.9)

la potencia es positiva y M es exterior a C,.
Andlogamente

—p* o, —06))(0, — ;) <0 (2.9.10)

La potencia de M respecto a C, es negativa y, por tanto, M es interior a este circulo.
De la misma forma:

—9%(0, — 03)(63 —6,) >0 (2.9.11)

la potencia de M respecto a C, es positiva, lo que indica que M es exterior a Cj.
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Queda demostrado, pues, que el punto M tiene que pertenecer al drea sombreada de la
figura.

Por tanto, fijado un punto M, veamos cémo vienen representados en el diagrama de
Mohr los pardmetros que definen la orientacién del plano n correspondiente.

Consideremos el punto H de interseccién de la circunferencia ¢, que pasa por M con
C, (Fig. 2.26). Este punto tiene la misma potencia que M respecto de C,, por pertenecer
ambos a una circunferencia concéntrica con ella.

Segin (2.9.9) la potencia de M respecto a C, tiene por expresién

P, = —o*(oy —0,)(0, — 07,) (2.9.12)

Por otra parte, podemos expresar esta potencia en la forma siguiente:

P, =HN-HF = IE-HF = (6, — 6,) c0s & (6, — 7,) cos & (2.9.13)

siendo & el dngulo indicado en la Figura 2.26.
Comparando estas dos expresiones se deduce

cos &= +u (2.9.14)

es decir, & es el dngulo que forma con la direccién principal correspondiente a la tension
o, la normal al plano cuya tensién viene representada por el punto M en el diagrama de
Mobhr.

Consideremos ahora el punto K de interseccién de la circunferencia ¢, que pasa por
M, con C,.

Segtin hemos visto, la potencia de K respecto de la circunferencia C; es

Py=—y*(0, = 63)(05 — 7)) (29.15)

Figura 2.26.



40 ELASTICIDAD

o también

P,=KL-KD =JE-KD = (6, — d5) cos § (¢, — a3) cOs } (2.9.16)

(=]

de donde 0s = +7y (2.9.17)

es decir, el angulo % es el dngulo que forma con la direccién principal correspondiente a la
tensién ¢, la normal al plano cuya tensién viene representada por el punto M en el
diagrama de Mohr. .

También podemos obtener mediante la representacién plana de Mohr el dngulo i que
la normal al plano m forma con la direccién principal correspondiente a la tension
intermedia o,.

Consideremos la circunferencia ¢, que pasa por M y sean D y J los puntos de
interseccién con los circulos fundamentales C, y C,, respectivamente (Fig. 2.27).

La potencia de M respecto de C, es la misma que la del punto D'y, en este caso, tiene
por expresién

P, = —f*a, — a5)(6, — 03) (2.9.18)
Como P, = —DC-DE = —DC-BF = —(g, — 7;) cos f (o, — a,) cos f, se deduce:
cos f= +p (2.9.19)

es decir, f§ es el dngulo que la normal al plano [al que corresponde el vector tensién cuyas
componentes intrinsecas son las coordenadas del punto M (g, 7)] forma con la direccién

correspondiente a a,. N
Compruebe el lector que obtenemos también el dngulo f uniendo el punto J con el

punto A, es decir, 4 = f.

Figura 2.27.
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Vemos, por LOHS]LUICD[E que conocido el punto M cuyas coordenadas son las compo-
nentes intrinsecas de o', podemos obtener graficamente los dngulos que ld normal al plano
correspondiente forma con las direcciones principales.

Pero los circulos de Mohr nos dan adn mds informacién sobre el estado tensional
de un sdlido eldstico en un punto del mismo. Por ejemplo, los puntos representativos del

haz de planos que contienen al primer eje principal pertenecen a la circunferencia €. Si
es el dngulo que forma la normal exterior con el semieje principal Oy (Fig. 2.28), como u
(0, cos 0, sen ) y u' (0, sen 0, —cos 0). se tiene

g, 0 0 0 0
[(_}"] =10 o, O |cosll| = [a,cosl (2.9.20)
0 0 o;/\send a5 sen 0

0, + a0y 0, — 04
5 +

i Fa

G, =0 U =0a,cos*0 + g, sen’0 = cos 20 (2.9.21)

0, — 0
—“-—sen 20 (29.22

i

=0 u =a,cos 0sen 0 — a,-sen ) cos 0 =

Se puede ver fdcilmente que si M es el punto representativo en el circulo de Mohr, el
dngulo que forma el radio O, M con la direccion positiva del eje de abscisas es precisa-
mente el doble del dngulo ) que define la orientacién del plano correspondiente.

Para los p]anos paralelos a la segunda direccién principal (Fig. 2.29) en los que u
(cos (), 0, sen O) u’ (sen 0, 0. —cos 0), se tiene

g, 0 0 [cos G, cos 0
[61= (0 o, O 0 = 0 (2.9.23)
0 0 ayfl\sent oy sen 0

/
/\\ 20

¥ O O|
0y K/Cl
a,

Figura 2.28.
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S : 5 g, +a g, —a
6,=0-u =0, cos’0 + a,sen’l = ',) 3 4 2 cos 20 (2.9.24)

g

(S

ad, — 0
"= g, cos 0 sen 0 — o, sen 0 cos {)=—’—-_?—2

FA

sen 20 (2.9.25)

Andlogamente, si se consideran los planos paralelos al tercer eje principal (Fig. 2.30),
para los que u (cos 0, sen 0, 0), u’ (sen ), —cos (0, 0). se tiene:

g 0 0\ fcosd g, cos )
[3] =10 a, O0|fsen0| = [o,senl (2.9.26)
0 0 ay/\ 0 0
- o 5, 2 5 o, +a, 0,—0, : s oA
0,=0-u=0a,cos’0+¢g”sen’l) = ———=+ ———= cos 20 (2.9.27)
- =, Jl - ﬂz ’ B}
t=0-u' =a,cos0senl —a,senlcos 0 =———= sen 20 (2.9.28)

Del mismo diagrama de Mohr se obtienen los valores de las tensiones tangenciales
mdximas en cada haz de planos considerado, los planos en que éstas se presentan y las
tensiones normales correspondientes (Fig. 2.31).

Segtin se observa, la tensién tangencial mdxima, en valor absoluto, es 1,

D% (2.9.29)

=T, =

Tm:h

(]
ra

a,

Figura 2.29.
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Oy a,
o,

o

! | Punto N’ ) Punto M q Punto @
: " LA | ! :
b O\ ¢ it i
V2 T o v e v
Pa L LS P'”t-wA- S
] EnESS, sl S e D
Punto N - g 5= Punto O’

Figura 2.31.

2.10. Estados cilindrico y esférico

Veamos qué conclusiones podemos deducir de lo expuesto en el epigrafe anterior sobre
los circulos de Mohr en los casos en los que son iguales dos o las tres tensiones
principales.
Si son iguales dos tensiones principales, se puede verificar: ¢, = 0,, 0 bien 7, = a;.
Si ¢, = 0,. la circunferencia C se reduce a un punto y la circunferencia C, coincide
con C,, es decir, el drea sombreada de la Figura 2.25 se reduce a la circunferencia C; = C,
(Fig. 2.32h).
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) h)
Figura 2.32.

En este caso solamente estd determinada la direccién principal correspondiente a la
tensién rincipal oy (eje z). Del circulo de Mohr se deduce que las componentes intrinsecas
de los vectores tensién correspondientes a los infinitos planos cuyas normales forman un
dngulo 9 con el eje z, tienen los mismos valores. Grificamente, se obtienen trazando por el
punto de abscisa ¢, una semirrecta que forma un dngulo § con la direccion positiva del
¢je o, Las coordenadas del punto M, de interseccién de esta semirrecta con la circunferen-
cia de Mohr, nos dan las componentes intrinsecas de los vectores tension correspondientes
a estos planos.

El vector tensién correspondiente a cualquier plano = estd contenido en el plano que
contiene al eje z y a la normal exterior a . En efecto, tomando como eje y el per-
pendicular al eje z y contenido en el citado plano (Fig. 2.33), el vector tensién correspon-
diente al plano 7 seria:

a0 0)\/0 0
[6l=10 o, O|p |=1|0:p (2.10.1)
0 0 a3/\y Gy

Figura 2.33.
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Se observa que el vector tensién ¢ estd contenido en el plano yz (Fig. 2.33), ya que se
anula la componente respecto del eje x.

Si 0, = gy, el circulo C; se reduce a un punto. Ahora el drea sombreada de la Figu-
ra 2.25 se reduce a la circunferencia C, = C, (Fig. 2.34h).

En este caso solamente estd determinada la direccién principal correspondiente a la
tension principal a, (eje x), por lo que el pardmetro determinado que define la orientacién
de un plano 7 es el dngulo & que forma la normal exterior en dicho plano con el eje x. Las
componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente se obtendrdn trazando por el
punto del eje 7,, de abscisa ¢, una semirrecta que forma un dngulo & con dicho eje
(Fig. 2.34b).

Procediendo andlogamente a como lo hemos hecho en el caso anterior (cuando
0, = 0,), se¢ comprueba que el vector tensién correspondiente a cualquier plano 7 estd
contenido en el plano que contiene al eje x y a la normal exterior a .

Como hemos visto, cuando dos tensiones principales son iguales los estados tensiona-
les correspondientes presentan simetria cilindrica en torno a la dnica direccién principal
que estd determinada. De ahi que un estado tensional de estas caracteristicas se denomine
estado cilindrico.

Existen estados cilindricos particulares que presentan cierto interés, como son los
siguientes:

Traccion simple coo,=03=0 : o¢,>0
Compresion simple  : o6, =06,=0 ; 0;<0
Doble traccién oo, =0,>0 ; oy;=0
Doble compresion Do, =03;<0 ;7 o, =0

Si en vez de ser iguales dos, son iguales las tres tensiones principales, el elipsoide de
Lamé es una esfera, lo que nos indica que todas las direcciones son principales. Los
circulos de Mohr se reducen a un punto: para cualquier plano n el vector tensién
correspondiente es normal al plano y carece, por tanto, de componente tangencial. Ade-
mds, su médulo es constante.

0 oy -

b)

Figura 2.34.
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Este estado tensional presenta simetria en torno al punto P que se considera, por lo
que recibe el nombre de estado esférico. Si el estado en un punto es de equitraccién o de
equicompresion, es decir, los vectores tensién correspondientes a los infinitos planos de la
radiacién de vértice el punto tienen direccién normal al plano y médulo constante, por
analogia con el estado que existe en un cuerpo sumergido en un liquido, se le denomina
también estado hidrostdtico.

Como mds adelante se verd su verdadero significado, tiene interés descomponer la
matriz de tensiones referida a las direcciones principales, en otras dos de la siguiente
forma

0w 0O 0 G, — Opy 0 0
71=(0 o, 0|+ 0 o,-6, 0 |=[]1+[7] (2102
0 0 T o 0 0 0-3 — Oy

A la primera, [T,], que representa un estado tensional hidrostdtico, la denominaremos
matriz esférica de tensiones. A la segunda, [T,], la llamaremos matriz desviadora.

2.11. Tensiones octaédricas

Se llaman tensiones octaédricas las tensiones correspondientes a los planos que forman
dngulos iguales con los tres ejes principales (Fig. 2.35).

Los vectores tensién ¢, sobre estos planos ya se comprende, por razén de simetria,
que son iguales en valor absoluto. Su norma es

el 2
61 + 0% + a3

el ] 7
6=+ aioa’+ o3 + a3y’ = 3

a

Figura 2.35.
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La expresion de la tension normal
0, = 0,0+ 6, > + 047*

aplicada a los ocho planos octaédricos

=J_r\—;?; ﬁ=ir\—]/§: ;'=iﬁ (2.11.1)
da la tension normal octaédrica
G = L1021 % (2.11.2)
La tension tangencial octaédrica serd
Tp = /08 — G2 = \/% (61 + 03 + 63) — (J_It#)z -
‘ (2.11.3)

2

| = =
= 3 \/{0'1 —0,)" + (0, —63)" + (65— a,)°

Las componentes intrinsecas de los vectores tensién correspondientes a los planos del
entorno octaédrico de un punto vienen dadas por las expresiones (2.11.2) y (2.11.3). Como
vemos, en todas las caras del entorno octaédrico las tensiones normales tienen el mismo
valor, asf como también son iguales los valores de las tensiones tangenciales.

EJERCICIOS

1. Demostrar que la proyeccién de un vector tensién &, correspondiente a un plano de normal n y
vector unitario #, sobre la normal n’ de otro plano, ambos en un mismo punto P, es igual a la
proyeccién del vector ¢', correspondiente al plano de vector unitario #’, sobre la normal n
(teorema de Cauchy).

Sea [T] la matriz de tensiones en el punto P. Los vectores tensién correspondientes a los
planos de normales n y n' serdn, respectivamente

[0]=[T][u] : a1 =[T][i"]
Proyectemos ¢ sobre i’ y &', sobre i
(61"l =[u]"[6] =[] [T][u]
61 [u] =A[T1La" 1" [u] = [u' 1" [T][u]

Como [7'] es una matriz simétrica [7'] = [T]", los segundos miembros son iguales y, por
tanto,

=

6-u'=0c'-u | c.q.d.




48

2.2,

ELASTICIDAD

Al mismo resultado se puede llegar considerando los vectores u (o, f, 7) y u' (2, 7).
estando sus componentes referidas a los ejes principales

g 0 0 o T,
[¢]=[0 o, 0O fl=1a.p
0 0 a4 v a37
a, 0 0 o 7,
[¢]= |0 o, O pl=1a.p
0 0 o Y a3

La proyeccién de @ sobre 1 es @ -u’, mientras que la de ¢’ sobre u es ¢’ u

B BT

| o e S N

G il = a0+ oy B+ oy
G'-u =0, dn+ a, i+ 037y

L

En un punto P de un sdlido eldstico la matriz de tensiones referida a un triedro cartesiano
Oxyz es:

2 1 0
[r1=(1 -1 2
0 2 3

Calcular en el punto P el vector tensién correspondiente a un plano cuya normal exterior estd
definida por un vector que forma dngulos iguales de 45° con los ejes x e v, siendo positivas sus
componentes.

Indicar si las tensiones principales son de traccién o de compresién.

El vector unitario u que define la orientacién del plano que se considera tiene por expresién

Como es conocida la matriz de tensiones, la tensién correspondiente a este plano es

[6]=[T][u]

2 10\ (12 3//2
[G1=|1 -1 2 |{1/2]=| o
0 23 0 2//2
de donde:
L3272
¢ =27 4 2k
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Las tensiones principales vienen dadas por las raices de la ecuacién caracteristica, obtenida
desarrollando el determinante

2—a 1 0
1 e 2 =0
0 2 3-0o

o' -4 -4+ 17=0

Para responder a la pregunta si las tensiones principales son de traccién o de compresidn
no es necesario resolver esta ecuacion cubica. Basta representar grdficamente la funcién
fle)=06>—46> — 46+ 17 y ver si las abscisas de sus puntos de interseccién con el eje
[flo) = 0 son positivas o negativas

| o |=3]-2] 0 2|3 |4|
[ o) [ =34 +1 [+17 [ +1 =4 [+1]

o)

ay

Figura E2.1.
A la vista de la grdfica se deduce:
3<o, <4 Traccién
e g < Traccién

—3 <o, < —2 Compresién

2.3. Las tensiones principales en un punto P de un solido eldstico, referidas a un sistema cartesiano
ortogonal Oxyz y expresadas en MPa son:

50 . . .
G =73 @ +2] + k)
0, =200 —10j — 20k
. 20 . . .
Gy= =5 (7 =2 +2K)

siendo 0, > 0, > 0,
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Calcular la tensién correspondiente a un plano cuya normal exterior forma dngulos agudos
iguales con los semiejes positivos del triedro Oxyz.

Los vectores unitarios que definen los semiejes positivos en las direcciones principales son:

| S
u,=§(2£ +2j + k)

(=i +2j =2k)

de donde se deduce que las tres tensiones principales son de traccion
g, =5MPa ; o6,=30MPa ; agy,=20MPa

Calculemos los cosenos o', ', 7" de los dngulos que forma el vector
i

u = i+ +K)

|
\fﬁ

normal al plano que se considera con los ejes principales

- 1 5
o=y u = — 242+ 1)=——
V3 33
B=iiyii=—— - 1-2) :
=y U= 2-1-2)=-—=
33 33

4+ o | 1
PEUUu = =(—-1+2-2)= ———
33 33

g, 0 0 o [0 500 5
[¢]1=(0 &, O |- |p)]=—=|0 3 0 —1| MPa
_ 0 0 o) \v/) V3o o 2/ \-i
o bien:
523\/5 (251, — 31, — 21 )

Sustituyendo las expresiones de los vectores i |, u,. 15 en funcién de i, j, k, se obtiene el
vector tensién referido de triedro Oxyz

10 (
3!

. .
7= _[255(2:‘+2j+k)—3

I

T A 20 —j —2k)-2 :—F’+2f~2;¥_}]
AV
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L1000 . .
0 =—-=(46i +49j + 35k) MPa
9./3

cuyo modulo es

[0 [
o |= = \/462 + 492 + 352 MPa = 48,61 MPa
9./3 ]

2.4. Sobre las caras de un paralelepipedo elemental que limitan el entorno de un punto P de un sélido
elistico existen las tensiones indicadas en la Figura E2.4a, expresadas en kp/mm’.

Se pide calcular: 1. Los planos cuyos vectores tension son ortogonales a ellos, asi como los
valores de las tensiones correspondientes. 2.” El lugar geométrico de los extremos de los vectores
tension correspondientes a los infinitos planos de la radiacion de vértice el punto P.

Figura E2.4a.

1. Tomando un sistema de referencia cartesiano ortogonal de ejes paralelos a las aristas
del paralelepipedo, la matriz de tensiones en el punto P es

WO
=T

1
[T1=10
0

Los planos cuyos vectores tensién son ortogonales a ellos son los planos principales.
De la ecuacion [T] [u] =o[u] = [T — o] [u] = [0] se obtiene el sistema homogéneo

(1 —06)a=0
B3—-0)f+2y=0
2—ayp=0

Su ecuacién de compatibilidad
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proporciona la ecuacién caracteristica
6> -4’ —a+4=0

ecuacion cibica cuyas raices son las tensiones principales

o, =4kp/mm® : &,=1kp/mm? : ¢y= —1kp/mm’

A cada uno de estos valores corresponde un plano principal

-30,=0 ) |
Paraoc, =4, +27,=0 -—*:-ff,(. —)
N:

0. —.
NE

2B —49,=0
2B, +2y,=0 o
Para g, =1 1. i, (1,0.0)
’ {252_}'2=0 |
203 =0 o
Paraoy= —1¢4 f;+27y,=0 :Ea(O,—w.—)
2B+ 7,=0 NERNE

Por consiguiente, los planos principales son:

Figura E2.4b.
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2% El lugar geométrico de los extremos de los vectores tensién correspondientes a los
infinitos planos de la radiacién de vértice al punto P es el elipsoide de Lamé, cuya ecuacion,
referida a las direcciones principales es

¥ty 22
—+—+—=1
161 I

Se considera un punto P de un sélido eldstico. Las tensiones principales en este punto son:
o, =5kpmm’ ; o, =3kp/mm’; o,= —2kp/mm?

1. Indicar a qué planos de la radiacion de vértice P corresponden tensiones de traccién y a
cudles de compresion.

2.°  Estudiar en los planos en los que la tensién normal se anula, el valor de la tensién tangencial,
calculando sus mdximos y minimos relativos.

I.”  Tomemos un sistema de referencia con origen el punto P y ejes coincidentes con las
direcciones principales.
Las cuddricas indicatrices tienen por ecuaciones
S5xP 43y 222 = +1

que corresponden a dos hiperboloides de una y de dos hojas, respectivamente (Fig. E2.5q). El
cono asintdtico comtin a ambos hiperboloides tiene de ecuacién

5x+3y2-2:22=0

Este cono asintético, de vértice el punto P, divide al espacio en dos zonas. Si la normal al
plano de la radiacién de vértice P estd en la zona exterior al cono, es decir, si corta al
hiperboloide de una hoja (¢ = +1) la tensién normal es positiva y, por consiguiente, de
traccion.

Figura E2.5a. Figura E2.5b.
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Si, por el contrario, la normal estd situada en la zona interior, corta el hiperboloide de dos
hojas (¢ = —1). La tensién normal es negativa y el sélido estd sometido a compresion segtin
esos planos.

2" Los planos en los que la tensién normal se anula son aquellos cuyas normales
coinciden con las generatrices del cono asintético de las cuddricas indicatrices.

Expresemos el vector unitario u de estos planos en funcién de un pardmetro, por ejemplo,
el dngulo 0 de las coordenadas cilindricas (Fig. E2.5h).

Un vector en la direccién de una generatriz del cono asintético se obtiene cortando dicho
cono por un plano perpendicular al eje z, por ejemplo el plano z =1 y por el semiplano
y=xtgl

\/'E ) \/’E tgl

- X =— Y= —e—— =1

JS+3wgo T s+

r
Il

El vector unitario, referido a los ejes principales, tendrd por expresién:

. 1 e ~ - —_—
W= (/210 +/21tg0 +./5+31g?0 k)
NERT S/ B v v v

Para los planos perpendiculares a estos vectores u la tensién normal es nula. Esto significa
que el vector tensién coincide con la tensién tangencial. Por tanto:

50 0 V2
. 1
[f]=——-—]0 3 0 /2 g0
S50+ 7 N

00 -2/\/5+3t%0

de donde los vectores tensién, para los planos cuyas normales son coincidentes con las
generatrices del cono asintético de las cuddricas indicatrices, tienen por expresién trinomia en
funcién del dngulo 0 la siguiente:

J35+3120 k)

20 +3 /btgii;—Z
L ,/5tgf)+ N

De los circulos de Mohr se obtienen fdcilmente los limites entre los que estd acotado el
valor del médulo del vector funcién © (Fig. E2.5¢):

.- \/(m ; 63)2 B (6. ;03)2 ~ /10 kp/mm?
- \/(ag ; aa)z (02 + 0, ) _ /6 kp/mm?
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Figura E2.5c¢.

es decir:

Las tensiones principales en un punto P de un solido eldstico toman los valores:
o, =2 kpmm’ ; a;= -1 kp/mm® ; ¢y = —1 kp/mm’

1. Calcular la superficie engendrada por las normales a los planos en los que se anula la
tension normal.

2. Estudiar a qué planos de los comprendidos en la radiacién de vértice P corresponden
tensiones normales de traccién y a cudles de compresion.

3° Determinar analitica y grificamente el vector tension correspondiente a un plano cuya
normal exterior forma un & = 75° con la direccién principal correspondiente a a,.

4° Determinar analitica y grificamente el plano cuyo vector tension forma un dngulo
% = 35° con la direccion principal correspondiente a ;.

[.° Flestado tensional existente en el punto P considerado es un estado cilindrico, por lo
que el tinico eje principal que estd determinado es el que corresponde a la tension principal a,.
que tomaremos como eje x. Como ejes yz se tomardn dos cualesquiera que sean ortogonales
entre si y situados en el plano perpendicular al eje x por P (Fig. E2.6a).

Respecto de ese sistema de referencia. las cuddricas indicatrices de tensiones tienen por
ecuaciones

2x2—yr -zt =+l

que corresponden a dos hiperboloides de dos y de una hoja, respectivamente.
Por definicién de estas cuddricas, la superficie engendrada por las normales a los planos en
los que se anula la tensién normal es el cono asintético comin a ambos hiperboloides, cuya

ecuacién es
2x2—y*—-22=0

cono de revolucién de vértice el punto Py eje Px.
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c=+1

Figura E2.6a.

2.° El cono asintético divide al espacio en dos zonas; si la normal al plano de la radiacién
de vértice P estd en la zona interior (¢ = + 1) la tensién normal correspondiente es de traccion.
Si. por el contrario, estd en la zona exterior (¢ = — 1) la tensién normal es de compresidn.

3. Tomando la normal al plano considerado en el plano xz, el vector unitario u, que
define la orientacién de dicho plano, tiene por expresién:

u =cos 75° i + cos 15° kK = 02588 i + 0,9659 k

Analiticamente, el vector tensién correspondiente al plano definido por u serd

20 0\/02588 0,5176
[6]=1]0 -1 0 0 = 0
0 0 —1/1-09659 09659

es decir:

a =05 1?61 +096S9 k

cuyo médulo es o = /0.5176% + 0,9659* = 1,1 kp/mm?.

Grificamente se obtiene el vector . que estd contenido en el plano definido por el eje x y
el vector unitario u (debido a la simetria que presentan las cuddricas indicatrices respecto de
dicho eje), procediendo como se indica en la Figura E2.6h. Se sitda el vector u que forma con
el eje x un dngulo &= 75°. Por el punto A de interseccién de su linea de accién con la
hipérbola seccién de la cuddrica indicatriz se traza la tangente a dicha hipérbola. El vector ¢
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Elipsoide

de LH\

: {/

(]

[i] | z 3 kp-'mm:'

Figura E2.6b.

es perpendicular a esta recta. Su sentido serd entrante en el plano que se considera, pues la
tensiéon normal es negativa. B
4° Tomaremos como plano xz aquel en el que estd contenido el vector tensién .
Respecto a esta referencia, el vector ¢ tendrd de componentes
7 = a(cos 35° 1 + cos 55° k)=08192 ¢ i +0,5736 0k

por lo que si u (x, fi. 7) es el vector que define el plano cuyo vector tension es o, se verificard

0819200 2 0 0 o
0 =0 -1 0 [
0.5736a0 0 0 —1 Y

de donde se deduce:

081926 = 22 = o= 040960
0 =g = f=0
0,57360 = -7y = 7= —0,57360

Como el vector i es unitario, el médulo ¢ del vector tensién se obtendrd imponiendo esta
condicién

o2 (0.4096% + 0.5736%) = 1, es decir @ = 1,4187 kp/mm?

El vector u tendrd por expresion

u =0,581117 — 08138 ﬂ

que forma dngulos &y § con los ejes x y z, respectivamente, tales que:
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arc cos & = 05811 = = 5447
arc cos = —08138 = §= 144", 47"

El plano pedido se puede obtener grificamente utilizando las cuddricas directrices de
tensiones, procediendo de la forma indicada en la Figura E2.6¢.

\ Cuadrica

directriz

=
>,

/

Elipsoide
de Lamé

Figura E2.6¢.
2.7. La ecuacién caracteristica 'deducida de la matriz de tensiones es, en un punto de un solido
eldstico, la siguiente:
e —5a" -8+ 12=0

1.° Calcular los valores de las tensiones principales.
2. Determinar analitica y grificamente las componentes intrinsecas del vector tension corres-
pondiente al plano definido por el vector

referido a las direcciones principales.

1.” Los valores de las tensiones principales son las raices de la ecuacién caracteristica
656" -8c+12=0
Esta ecuacion se puede poner en la forma:

(6—6)(c—1)(e+2)=0
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de donde ficilmente se obtienen las tensiones principales

[n’,zﬁ; 6,=1; o= -2

J

29 La matriz de tensiones, referida a las direcciones principales, es

[T]=

o o O
[T =

0
0
-2

El vector tensién correspondiente al plano cuya normal exterior estd dada por el vector u

(172, 1//2, 1/2) es

6 0 0 12 3
[61=[T][ul=]0 1 o] [1IN2]= 1//2
00 -2 12 —1

de modulo

21

o=+ 1/, +1=_[==324

y cuyas componentes intrinsecas tienen los valores

L. 3 V33
GIIZ{T'LJ:z:],S; 1= /6t —ar= 5 =2.8?:1

M

o

Figura E2.7.
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A este mismo resultado llegamos grificamente utilizando los circulos de Mohr procedien-
do como se indica en la Figura E2.7 y teniendo en cuenta que

1 ) I

= b= 60" ; y=cos = = §=60"

o= COS§ i =

2

Sobre las caras de un paralelepipedo elemental que envuelve a un punto P de un sélido eldstico
existen las tensiones indicadas en la Figura E2.8a, estando expresadas en MPa.
Se pide:

1. Calcular las tensiones y direcciones principales.

2. Obtener analitica y de forma grifica mediante los circulos de Mohr, las componentes
intrinsecas del vector tensién correspondiente a un plano cuya normal forma dngulos iguales con
los semiejes cartesianos ortogonales x y z indicados en la figura.

Figura E2.8a.

I.”  Las tensiones principales son las raices de la ecuacién caracteristica.

10-a 20 —40
20 -20—¢ =20 | =0
—40 —20 10—-a

ad — 2700 ¢ — 54000 = 0
de donde

g, =60 MPa ; o,=g0, - —?UMP.I }

Calculemos la tinica direccién principal que estd determinada, es decir, la correspondiente
a la rafz simple o ,. Las componentes (= f, y) del vector unitario u que la define son las
soluciones del sistema homogéneo

—Sa+2f-4y=0
20—-8f—-2y=0
—4e—-2p—-5y=0

junto a la condicién «® + % + 9% = 1.
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De este sistema de ecuaciones se obtiene

Por ser doble la otra rafz, cualquier par de direcciones ortogonales en el plano
2x + y — 2z = 0 son direcciones principales.
2.2 Analiticamente, el plano que se considera tiene por vector unitario

G 35

y le corresponde un vector tensién

1 -10
10 20 —40) [ — —_

V3 V3
I -20

[6]=] 20 -20 -20|| —=|= =

V3 V3

1 - 50

—40 -20 10 — —=

V3 V3

cuyas componentes intrinsecas son:

- 10 20 50 80
an:a-uz—?—?—?MPa:—?MPu
—~—5— 6400 2600
=0’ —¢’n= tooo-TMPa=‘/ MPa

6,= —267 MPa ; t=17 MPa

Para obtener estos valores de forma grdlica, calculemos previamente el dngulo & que forma
el vector unitario u del plano considerado con el eje principal que corresponde a la tension a,.

- 1 1
s U = -——— = 3= 4Ic cos

3.3 3.3

Una vez calculado el dngulo & se procede como se indica en la Figura E2.8bh.
Las componentes intrinsecas pedidas son las coordenadas del punto M. Se obtienen los
valores

= 5=789°

=1

Cos o =

o = —27 MPa . r=]?MPa‘
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e — — — —
0 20 40 60 80 MPa

Figura E2.8b.

2.9. En un punto P de un sélido eldstico se tiene un estado plano de tensiones, del que se conocen las

tensiones principales
g, = 300 kp/em*> ; &, = 100 kp/cm?
Calcular grificamente el valor de la tension tangencial mdaxima y minima que aparece:

a) En planos en los que el vector tension forma un dngulo de 80° con la normal.

b) En planos cuya normal forma 80° con la direccion principal correspondiente a la tension a,.
¢) En planos en los que |s,| = 200 kpfcm .

d) En planos en los que o, = 200 kp/em’.

Por tratarse de un estado plano de tensiones, a5 = 0.

a) Como el dngulo que forma el vector tensién con la normal (Fig. E2.9a) es igual al que
forma la recta definida por el origen 0 y el punto representativo con el eje de abscisas, si
trazamos por el origen una semirrecta que forme un dngulo de 80” con el eje 7, el vector
tensién de cualquier plano que corresponda a los puntos del segmento AB (Fig. E2.9h) forma
un dngulo de 80” con su normal. Los puntos A y B son los de interseccién de la citada
semirrecta con los circulos de Mohr C, y C,, respectivamente. Sus ordenadas correspondien-
tes miden los valores mdximo y minimo de la tensién tangencial

=26 kp/em® ;T = 65 kp/em?

Timin

b) En este caso los puntos representativos de los planos, cuya normal forma un dngulo de
80° con la direccion principal correspondiente a la tensién ¢, son los puntos pertenecientes al

arco BC de la circunferencia C, (Fig. E2.9b). Los valores mdximo y minimo de la tensién
tangencial son:

Tomin = 45 kpff{cmz : Tomix = ?? kp/""]n
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T 4 N Timix T .
! A i T2min
L f‘ =8
7

T i ! 300] o, (kp/em?)

a)

b)

Figura E2.9a y b.

¢) Los puntos correspondientes a los planos cuyo vector tensién tiene de médulo o = 200

™ .
kp/em? son los del arco DE, tales que OD = OF = 200 (Fig. E2.9¢)

| Timin = 100 kpfcmz v Tmay = 150 kp}'(ch"

d) En este caso los puntos correspondientes a los planos en los que 7, = 200 kp/cm? son
los del segmento FH, siendo F'y H los puntos de interseccién de la recta ¢, = 200 con los
circulos de Mohr C; y C, (Fig. E2.9¢).

Tamin = 105 kp:"(cmz v Tamix = 145 kp/':l‘nz

D H
N

\E I3

Taimiis
Tamin
T Tanin \

100, )0 a, (kp/em?)

S|

Figura E2.9c.
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2.10. La matriz de tensiones en los puntos de un sélido eldstico es:

4x + 3y —6(x +y+z) y+z
[T]=| —6(x +y +2) 10y —2) 3x
y+z 3x 5z

viniendo las tensiones dadas en kp/mm? cuando las coordenadas se expresan en metros. Se pide:

1.* Calcular las fuerzas de volumen en el sistema internacional, es decir, en N/m®.
2.° Hallar las matrices esférica y desviadora en el punto P (0, 1, —1).

1> Aplicando las ecuaciones de equilibrio interno

da a1 a1,

- nx xy Xz
X S + = + = 7 0
0x ) (z
dr.. da, 0T,

Y + Xy + — ny ¥z _ 0
ox ay oz
Z4 a1, N 0ty 00, _ 0

se tiene:
X44—-64+1=0 = X= 1
Yy—6+10=0 = Y =-4
Z+5=0 - 7Z=-5

Cuando las ordenadas se expresan en metros, estas fuerzas de volumen vienen dadas en
kp/mm?-m. Por tanto, los valores correspondientes en N/m? se obtendrdn a partir de éstos

multiplicando por 9,8 x 10°,

X =98 MN/m® ; Y=-392MN/m® : Z=—49 MN/m*

2. En el punto P(0, 1, —1) la matriz de tensiones es:
30 0

[T]=]0 20 0 |kp/mm?
0o 0 =5

De la observacién de la forma de esta matriz se deduce que las direcciones principales
en P coinciden con las de los ejes coordenados.
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Como la tensién normal octaédrica toma el valor
3+20-5

= = 6 kp/mm?
o 3 p/mm

T

haremos de la matriz [7] la siguiente descomposicién

30 0 6 0 0 -3 0 0
(T1=1]0 20 0o|=[0 6 0|+ 0 14 0
0 0 -5 00 6 0 0 —11

Por consiguiente, las matrices esféricas y desviadora de tensiones. son

6 0 0 -3 0 o\ |
’ [(7,1=10 6 o|: [r,J= o 14 o

0 0 6 0 0 -11

211. Una determinada solicitacion exterior aplicada a un sélido eldstico de forma bitroncocénica,
simétrica respecto de la base menor, de las dimensiones indicadas en la Figura E2.11a, provoca
un estado tensional axilsimétrico cuya matriz de tensiones, referida al triedro de ejes locales
correspondientes al sistema de coordenadas cilindricas de eje z, en cualquiera de sus puntos es

20 0 0
[T]=] 0 20 0 |MPa

0 0 40
4

25 cm
153 em
| ¥
15V3 em

X
10 cm

Figura E2.11a.
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Dibujar la distribucién de fuerzas de superficie que actian en el contorno, dindola mediante
dos croquis en los que se representen las componentes normales y tangenciales.

De la observacién de la matriz de tensiones se deduce la simetria de la distribucién de
tensiones respecto de los planos de simetria del sélido considerado. Por otra parte, como las
componentes de los vectores normales a la superficie, respecto del triedro de ejes locales
correspondientes al sistema de coordenadas cilindricas de eje z, son constantes en todos los
puntos de cada tipo de superficie que limita al sélido, las componentes normal y tangencial
serdn constantes en cada una de ellas.

Nos bastard, pues, calcular el vector tensién correspondiente a un punto cualquicra de la
superficie cénica y a otro de la base, superior o inferior, para conocer completamente la
distribucién de fuerzas sobre la superficie que limita al sélido.

a) En la superficie lateral (Fig. E2.11b), las componentes de los vectores unitario normal

u y tangencial u’ son:
YN l . /3
Y B ol N
“(3'0~ 2). h‘( . 0, 3)

El vector tensién correspondiente

b | —

20 0 0 V3R 10./3
[¢]1=[T]1[u]l=]0 20 0O 0 . 0 MPa
0 0 40 —1/2 -20

expresado respecto del triedro definido por los vectores unitarios & 4, 0, =, (04, perpendicu-
lar entrante al plano del papel). tiene de componentes intrinsecas

6,=a,u=25MPa; t=¢d-u'=5/3MPa

n

b) En la superficie de la base superior, andlogamente, tenemos

20 0 0 0 0
[¢]=] 0 20 0 0 | =|0 |MPa
0 0 40 | 40

por lo que

6, =40 MPa; 1=0 i

Con estos resultados podemos dibujar la distribucién de fuerzas de superficie pedida. En
la misma Figura E2.1l¢ se representan las componentes normales (a la derecha) y las
tangenciales (a la izquierda).



tq

Figura E2.11b.

ESTADO TENSIONAL EN LOS SOLIDOS ELASTICOS 67

4

Figura E2.11¢.

40 MPa

25 MPa

40 MPa



Andalisis de las deformaciones
en un medio continuo

3.1. Introduccion

Cuando se estudiaba en Mecdnica el movimiento, el primer problema que se presentaba
era el de saber expresar el desplazamiento ds del punto del sistema que estuviéramos
considerando.

Asi, en la Mecdnica del punto material este problema se resolvia expresando el vector
desplazamiento de un punto M como la diferencial de su vector de posicion

ds = — dt (3.1.1)

es decir, el vector desplazamiento estd perfectamente determinado si es conocido su vector
de posicién r = r (f) como funcién del tiempo (Fig. 3.1a).

Figura 3.1.
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En la Mecdnica de los sélidos rigidos era necesario conocer el desplazamiento ds, de
un punto O, y otro vector w que es la rotacién instantdnea, pasando por O su linea de
accién, que es paralela al eje instantdneo de rotacion (Fig. 3.1b).

rfp =ds, + (0 x OP)dt (3.1.2)

En la Mecdnica de los medios continuos se crea un modelo matemdtico cuyos puntos
geométricos se identifican con las particulas materiales del cuerpo.

En la Teoria de la Elasticidad este modelo continuo es eldstico, como ya hemos
indicado, y dotado de las propiedades de continuidad, homogeneidad e isotropia. Al
actuar una solicitacién externa sobre un sélido eldstico varian las posiciones relativas de
las particulas que lo componen, efecto que recibe el nombre de deformacion.

Nuestro objetivo en este capitulo es realizar un andlisis de las deformaciones en un
medio continuo eldstico, pero acotando el campo y reducirlo a los casos de pequenas
deformaciones.

Evidentemente que aqui, al contrario de lo que ocurre en la Mecdnica del punto
material o en la Mecdnica de los cuerpos rigidos, el tiempo sélo intervendria en el
intervalo transitorio mientras dura el fenémeno de la deformacion, pero este aspecto
carece totalmente de interés.

Como en el desarrollo que haremos mds adelante aparecen ciertas expresiones matri-
ciales, conviene aclarar previamente su significado.

Por ello, sea [ M]

dyy gy dyg

[ﬁﬂf] - H_-,.l H:: f|'23 (3.].3}

a3y 3y A3y

la matriz de una transformacién que hace corresponder a un vector r el vector r'

dado por -
[r']=[M][r] (3.1.4)

El vector ' tendrd, en general, distinta direccién y distinto médulo que r. EI primer
efecto se manifiesta mediante un giro y el segundo por una dilatacién, que serd positiva 0
negativa segiin que se haya producido alargamiento o acortamiento del médulo de r
respecto del médulo de r. Estudiaremos independientemente cada uno de ellos viendo la
naturaleza y forma de las matrices de las transformaciones respectivas.

I

Figura 3.2.
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3.2. Matrices que producen giro

Las matrices [R] que conservan el médulo de los vectores r en la transformacién (3.1.4) se
denominan matrices ortogonales.

Veamos la propiedad fundamental que ¢ t_amtlel iza a estas matrices, deducida de la
condicién de ser iguales las normas de r y r

P =r? =[] = [[RI[r 1"[R] [FJ = [FI"IRI"[RI[F] = [F1"[F]  (32.1)
Al ser la transformacién vdlida para cualquier vector r, tiene que ser necesariamente

[RI"[R]=[I]=[R]"=[R]"' (3.2.2)

siendo [ 1] la matriz unidad. Esta condicién, necesaria y suficiente para la conservacién del
maédulo de un vector arbitrario, indica que las matrices ortogonales son aquellas que tienen
por inversas a sus traspuestas.

La matriz traspuesta [R]”, o inversa, de toda matriz ortogonal es también ortogonal,
ya que para ésta la condicién (3.2.2) se sigue verificando, al ser la traspuesta de [R]"
precisamente [R]

[RI[R]" = [1] (3.2.3)

Veamos qué significado tienen las componentes de una matriz ortogonal [R]. Sean

éstas a;;, siendo i el indice que indica fila y j el que indica columna. De las ecuaciones

(3.23)y (3.2.2)

dyy ayy dy, ayy; ay) dy 1 0 0
[RI[R]" =| a,, a,, a,5 || ay, a,, ay, |=[0 1 0
dy; U3y Uiy dyy Uy diy 0 0 1
ay, Ay dy dyy dyy dy, I 00
[RI"[R] =| a,, a5, ay, Uy, sy dry |=[0 1 0
(y3 dyz dis A3y dzp dis 0 01

que se pueden expresar indicialmente de la forma
Ay~ Ay = 0y =1 0=
Ayi * A = 0y 7 1: 0 i#j
siendo d;; la delta de Kroneker, se deduce:

1. Los vectores que tienen de componentes los elementos de cualquier fila o cual-
quier columna de una matriz ortogonal son unitarios.
2" Los vectores de dos lineas paralelas son perpendiculares entre si.
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3.3. Alargamientos producidos por una matriz. Direcciones principales

Volviendo a la transformacién (3.1.4)
[r] = [M][r]
cabe hacernos la pregunta si existirdn vectores cuyos transformados por [M] puedan

cambiar de médulo pero conserven la direccién.
Si existen, se tendrd que verificar

[M][F] = 4[r] (3.3.1)
o bien, pasando al primer miembro
[M—/I11[r] = [0] (3.3.2)

siendo I la matriz unidad y 4 un escalar.
Esta ecuacién matricial da lugar a un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres
incognitas:

(ay, — Ary+ary+a;r.=0
Ay 'y + (ayy — A1y + ayyr. =0 (3.33)

Ay ry+ay,r, +(ay, — A)r. =0

cuya condicién de compatibilidad:

Ay, — A ap, a;
s, tyy — / (s =0 (3.3.4)
ay, dy, Uyy — 4

desarrollada es una ecuacién cubica en /A, llamada ecuacion caracteristica o secular. Las
raices de esta ecuacién se llaman valores propios de la matriz [M] y las direcciones que
no varian de los vectores r, direcciones principales o propias.

Si la matriz es simétrica, las tres raices de la ecuacién caracteristica son reales y las
direcciones principales son perpendiculares entre si *.

Tomando como sistema de referencia el triedro formado por las direcciones principa-
les, toda matriz simétrica se reduce a una matriz diagonal, en la que sus términos
diagonales son precisamente las raices de la ecuacién caracteristica:

iy 00
Jy 0 (3.3.5)
0 74

* Véase 2.5
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En efecto, facilmente se comprueba que aplicada esta matriz a cada uno de los vectores
unitarios en la direccién de los ejes, sus transformados tienen la misma direccién y sus
modulos respectivos los valores de 4;(i = 1, 2, 3).

De lo dicho se deduce que toda matriz simétrica, mediante determinado giro del
triedro de referencia, se transforma en su forma diagonal.

34. Matrices infinitesimales

Cuando la matriz de la transformacién (3.1.4) produzca una variacién infinitamente
pequefa recibe el nombre de matriz infinitesimal. La condicion necesaria y suficiente para
que esto se verifique es que su diferencia con la matriz unidad [/] sea una matriz
infinitamente pequena.

En virtud de ello, una matriz infinitesimal serd de la forma

1+ Zay, Adys Adg,
[I1+ A[M] = Ay, 1+ Aa,, Aty (3.4.1)
Jdy, Ady, 1+ Aay,

siendo [M] una matriz cualquiera y 4 un escalar infinitésimo.
Consideremos dos matrices infinitesimales [ + AM]y [1 + AM'].
Su producto es

[[+AM][I + M7 =[I]+A[M+ M] (3.4.2)

habiendo despreciado los infinitésimos de segundo orden.
De estas dos matrices serd una la inversa de la otra si su producto es la matriz unidad,
es decir, cuando

LM+ MT=0, de donde: [M] = —[M]
Por tanto, la matriz inversa de una matriz infinitesimal [I + A M]es [ — 2 M7, ya que
[T+ iM][I -/ iM]=][I] (3.4.3)

Por otra parte, la condicién que tiene que verificar una matriz [I + A M7 para que sea
ortogonal, es seglin sabemos, que su inversa sea igual a su traspuesta

[I—iM]=[I+/iM"] = [M]=—[M]" (3.4.4)

es decir, una matriz infinitesimal [I + A M7 es ortogonal si [M] es hemisimétrica.

35. Deformaciones en el entorno de un punto

Consideremos un sélido eldstico inicialmente indeformado. Sea P un punto del mismo y 0
otro punto perteneciente al entorno de P, tal que

P_chﬁ'zdxr +dyj +dzk (3.5.1)

referido a un sistema cartesiano ortogonal Oxyz (Fig. 3.3).
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o

P

Figura 3.3.

Producida la deformacién, el punto P pasard a P'y Q a Q'. Llamemos 6, = PP'y
0o = QQ" los corrimientos o desplazamientos de estos dos puntos

3,,:1117 +1..'.;_" +wk

e - (3.5.2)
Og=u"i +v'j +wk

. - =+
y teniendo en cuenta que son muy pequefios *, podemos expresar las componentes de 0,
. = . . .
en funcién de las de 0, y de sus derivadas, por medio de un desarrollo en serie de Taylor

( du du
' =u-+— dx +—d+ dz
Jx ay 9z
do auv
{ V=0+— dx + — dv + v iz (3.5.3)
0x oy 0z
aw aw aw
wW=w+—dx+—dy+— dz
0x dy 0z
\
habiendo despreciado los infinitésimos de orden superior.
El sistema (3.5.3) admite una cémoda expresién matricial
[30] = [6,] + [M][dr] (3.54)
siendo [M] la matriz
du Jdu Jdu
dx dy d:z
dv dv dv
Ml =| — 355
[M] ox dy 0z (3.3.5)
dw dw Jdw
dx Jy 0z

* Se admite que las funciones u, v, w son continuas, asi como sus derivadas primeras, y que todas éstas
(funciones y derivadas) son infinitésimos de primer orden.
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Esta matriz se puede descomponer en suma de una simétrica y otra hemisimétrica

[M] + [M]" . (M]—[M]"

[M] = 5 = [D] + [H] (3.5.6)
siendo:
u 1 (ﬂu v | (@u_{_ﬂw
0x 2 \dy dx) 2\dz éx
1 (v ou i 1 {dv éw
D= (£ +% o (2 35.7
D] 2 (mr ﬁ_l-") ay 2 (ﬂ: ﬁy) ( }
| 'ﬁu-‘_'_r"u 1 (6w+ ﬂv) ow
2\dox adz) 2\dy oz dz

[H] = (3.5.8)

to| =
o
S|
- | =
|
-'.‘_-a|".§.|
= =
L
o
3| -
T
"_"._;I"l)
5] o=
|
==
S

( ow ﬂv‘) 0

S

Las componentes de ambas matrices son infinitésimos de primer orden.
Si es conocido el vector desplazamiento 4, que, en general, serd funcién de la po-
sicién, veamos cudl es la expresién del vector d'r = P’ Q..
De la Figura 3.3 se desprende:
rﬁ:=fﬁ"+30—ﬁp (3.5.9)
y teniendo en cuenta (3.5.4), adopta la forma
[dr]=[dr]+ [M][dr]=[I+ H][dr]+ [DP][dr] (3.5.10)
Veamos el significado de cada matriz del segundo miembro de esta expresion:

a) [I+ H] es una matriz infinitesimal y, por ser [H] una matriz hemisimétrica,
representa un giro infinitesimal.

b) [D] es una matriz simétrica que llamaremos matriz de deformacion. Aplicada al
vector dr le produce cambio de médulo y cambio de direccién.
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Estudiemos separadamente el efecto producido por las matrices [H] y [D], y el papel
que juega cada una de ellas en el proceso de deformacion del sélido eldstico.

3.6. Matriz de giro

Para mejor comprender el significado fisico de la matriz [H] veamos que el vector [H]
[dr] se puede expresar como el producto vectorial

1 —= -
rotd, x dr* (3.6.1)

[H][dr] =

b2

En efecto, ficilmente se comprueba que este producto vectorial

i i k

1 |édw v du dw v du

—rot Op xdr = - -
2 dy 0z dz  Ox  dx  dy

dx dy dz

IJ' ou Ow ‘v du .
{5 e (R 5) o]

N [(ﬂ - :_1) dy - ( u 2) dx} 7| (3.62)
oy oz 0z X j

* Se define el rotacional de un campo vectorial V.= X i + Y + Z k como un vector que en coordenadas
cartesianas tiene por expresion

V= ¢ ad 0 0Z  ary JX  0Z\ . Yy X -
Sl I o e L Vi R W =it g Rl it
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coincide con

“Gu Ow I
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dz Ox

b —

(=]
=
T
2
|
SE
ik

(H][dr] = (3.6.3)
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e ——

dw v
ey o |

La forma (3.6.1) nos recuerda el campo de ve]0c1dadcs de los puntos de un sélido
rigido, en el que la rotacién o fuera igual a ! rot o, Como el vector [H] [dr] es
perpendicular a £ rot o (v, por tanto, paralelo al plano /{'pcrpendmular a él) y también al
vector de pomuén dr del punto Q del entorno de P (Fig. 3.4), quiere esto decir que la
multiplicacion de la matriz [H] por el vector dr que define la posicién de un punto del
entorno de P va a producir un giro del entorno en su conjunto, como si se tratara de un
solido rigido y, por consiguiente, podemos decir que no ha producido ninguna deforma-
cién propiamente dicha, ya que no se produce variacion relativa alguna entre la distancia
de dos puntos cualesquiera del entorno.

El vector giro asociado a la matriz [H] serd:

Lrot 5;, =p.i +p, J+pk (3.6.4)
siendo
I féew v\ 1 ‘u o aw\ | 1 fav ou
Px=73 (;«T - E) Py T3 (p_— 'x) + P=T3 (ﬁ - a) (3.6.5)

rot &, < dr

1
il 5 rots,

Figura 3.4.
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La matriz [H], en funcién de estas componentes del vector giro, se puede poner en la
forma

0 —p. »p
[H]= | p. 0  —p, (3.6.6)
—Dy Py 0

La ecuacién del eje de giro se obtendria como la de una recta que pasara por P(x,. v,
z,) y fuera paralela a § rot §,, es decir

X=X, _ V=V _Z2—2, (3.6.7)
P« Py P
La expresién (3.5.10) toma la forma
dr=dr + % rot dp x dr + [D][dF] (3.6.8)

Segtin esto, de la Figura 3.5 se deduce que el vector dr que tiene por origen un punto
P de un sélido eldstico y extremo otro punto Q de su entorno antes de la deformacion, se
convierte, después de producida ésta, en otro vector d'r que se puede obtener a partir de
aquél mediante los siguientes pasos:

1. Una traslacién definida por el vector desplazamiento &, del punto P, mediante la

cual PQ pasa a P'Q,.
2° Un giro determinado por la matriz hemisimétrica [H] por el que P'Q, pasa a

P 0,. cuyo valor es 1/2 rot 0, *.
3. Una deformacién definida por la matriz simétrica [ D] mediante la cual F”Q pasa

finalmente a la posicién P'Q’.

0 & o

[H] [dr] = $rot & p = dr

[/ + H] [dr]
Figura 3.5.
* No debe extraar el resultado aparentemente contradictorio de ser [I+ H] [d:] el vector dr girado un

cierto dngulo (conservando el médulo). y ser [H] [dr] = l rot .i xdr perpendicular a dr, ya que el médulo de
[H][dr] es un infinitésimo respecto de dr (véase la Fig. 3 3).
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3.7. Matriz de deformacion. Significado de sus componentes

Segiin acabamos de ver, fijado un punto P, los dos primeros pasos —traslacién y giro—
son comunes para todos los puntos del entorno de P, por lo que no tienen influencia en la
deformacién propiamente dicha, ya que no se produce variacién relativa alguna de las
distancias entre las particulas del sélido eldstico.

Es por ello que la deformacién viene dada por la transformacién [D] [dF], y de ahi
que la matriz [D] se denomine matriz de deformacion.

Como lo que nos interesa es averiguar la variacién relativa de la distancia entre el
punto Py uno cualquiera Q de su entorno, centraremos nuestro interés en el estudio de la
transformacion definida por [D].

Si hacemos

- au oo S aw
*ox Y ady ¢ az 3.7.1)
o _Ou n dv _O0u  dw v N ow o
ifxy = ;"1'; Ox ° i xz Oz F ’ }3: - E T‘.
la matriz de deformacién toma la forma
1 |
£y a5 T.\'_]' bl ],\'
| . 1 .
[D]= | 5 7w &y 3 Uy (3.7.2)
[ 1 ‘
3 Ixz bl Vyz &

Al ser la matriz [D] simétrica, existen en P tres direcciones, perpendiculares entre si,
tales que el vector dado por la transformacién [D] [dF] no cambia de direccién sino
solamente de médulo. Estas direcciones se llaman principales. Si u (x, 8, 7) es un vector
unitario en la direccién de dr, se verificard para las direcciones pr1nc1pales

[D][u]=¢[u] (3.7.3)
que se puede poner

[D—ell[u]=[0] (3.7.4)
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Esta ecuacién matricial da lugar al sistema homogéneo de ecuaciones

(

}Ix: ';.- — 0

b —

(6, — &) o+ jl Ty B+

T.\‘y o+ (8_1- - 5’ ﬁ + Ty: 7= 0 (375]

o~
3] —
2| —

1
Vxz & + 3 ]}y: ﬁ + {8: - 8} r= 0

Fa

] —

\

cuya condicién de compatibilidad nos proporciona la ecuacién caracteristica

. I - [ -
Ey — & 72' fl,\‘y _2' Vxz
| |
35 Vxp &y — & 3 Uy =0 (3.7.6)
I 1 _
3 Vxz b) T_v:: &, — &

De esta ecuacién cibica en ¢ se obtienen sus raices &1, &5, €3, que se denominan
deformaciones principales. De manera andloga a como se han obtenido en la matriz de
tensiones, se deducen los siguientes invariantes:

Iy =¢.+e,+e.=e¢ (3.7.7)

llamado invariante lineal o dilatacion ctihica unitaria

}'.12': (3.7.8)

Bl —
131
EN.

I
I,=¢e.e,+ 66 466 — 3

es el invariante cuadrdtico.

Figura 3.6.
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Finalmente, tenemos el invariante ctibico
I, =|D| (3.7.9)
Los términos de la matriz de deformacién tienen un facil significado. Los de la
a
. . s . ou . . L
diagonal principal, por ejemplo &, = ax representa la diferencia de corrimientos corres-
X

pondiente a dos puntos distanciados la unidad en la direccién del eje x.

du
U+ —=— dx—u
dx

dx

=t

'i:a (3.7.10)

T

es decir, los términos de la diagonal principal de la matriz de deformacién son las
deformaciones longitudinales unitarias en las direcciones de los ejes coordenados res-
pectivos.

De los términos rectangulares fij¢monos, por ejemplo, en

| 1 {cdu v
anzﬁ(aﬁﬁﬁ) (3.7.11)

4

De la Figura 3.7, teniendo en cuenta que las primeras derivadas del vector corrimiento
son infinitésimos de primer orden, resulta

tga=o=20
T Ox A A
ox du v
. = Yy At A= %+ p (3.7.12)
ou ° cy X
gp=p=2" )
& ay
yiout % dy
du 4.
E)_)' i!_'l B"
dy A
.4 "
dv
— dx
" “ o v+ -a—l- dx
P v dx
dx v

Figura 3.7.
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Por consiguiente, y,, = o + ff representa la variacién angular experimentada por un
dngulo inicialmente recto de lados paralelos a los ejes coordenados x e y. Andlogo
significado tendrdn los otros dos términos 7. y 7,..

Se observa que si la y es positiva, el dngulo inicialmente recto correspondiente dismi-
nuye. En cambio, si es negativa, el dngulo aumenta.

Si tomamos en P un sistema de ejes coincidentes con las direcciones principales, la
matriz de deformacidén se reduce a su forma diagonal

& 0 0
[D]=] 0 & O (3.7.13)
0 0 &

Visto el significado de las componentes de la matriz de deformacién, de esta forma
diagonal se deduce:

1% Las raices de la ecuacién caracteristica representan las deformaciones longitudi-
nales unitarias en las direcciones principales.

2% Las deformaciones angulares en los planos principales son nulas.

Vemos que las deformaciones unitarias principales no son otra cosa que los autovalo-
res o valores propios de la matriz de deformacién.

Volviendo a la Figura 3.4 consideremos que dr coincide con una de las direcciones
principales. En este caso

[D1[dF] = e[dF]
y la expresién (3.6.8) toma la forma
[d7] = (1 + &) [dF] + & rot 8, x dF (3.7.14)
Observamos que si dr es coincidente con una direccién principal, la matriz [D] no
varfa su direccién, por lo que el giro experimentado por las tres direcciones principales es
el mismo, es decir, igual al giro del entorno de P, de va[or% rot & p.

Comparando las Figuras 3.5 y 3.8 se observa que el giro de una direccién arbitraria no

. 1 . . L ‘
tiene el valor 3 rot dp, si ésta no es una direcciéon principal, ya que para cualquier

o

pr
Figura 3.8.
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direccion que no coincida con las direcciones principales la matriz [D] modifica la di-
reccién de dr.

3.8. Deformacion de dngulos

Consideremos con vértice en el punto P el dngulo ¢,, formado por las direcciones

definidas por los vectores dr, y dr,. Sean d'r,y d'r, los vectores que definen las direcciones

transformadas en la deformacion, y sea 12 el dngulo ¢,, deformado (Fig. 3.9).
Definimos la deformacién angular como

['h=0,,— 912 (3.8.1)

Veamos cémo hacemos su cdlculo.
Expresemos los cosenos de los dngulos ¢, v @12,

ch . dr,

COS @, = d.'l - u, -ty =[u,]"u,] (3.8.2)

1T F
r,) = [dri] [dr=]

cos @12 =cos (¢, — dr - drs (3.8.3)

y como, segun la expresion (3.5.10)

[dF]=1[I+ H + D][dr,]
[dr,]=[I + H + D][dr,]

podemos poner

[dri]"[I + H + D" [I + H + D][dry] _
dry-dr, -

cos (py, — I'y5) =

(3.8.4)

_ Ldrid" 1 + 2D] [dry] _ [dr)"[dry] | [d! 1] [D] [dr,]

dry - dr dr,-dr, dr,

habiendo despreciado los términos cuadrados de las matrices [H] y [D].

Figura 3.9.
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Si multiplicamos y dividimos esta ultima expresién por dr, -dr,, y teniendo en cuen-
ta que

dry _ . dry_
E—u1 ; drz_lz \
queda
cos(py, —I'y)= ;Iil drz ([u 1] [u ]"‘.’[”1] [D] [”1]’ (3.8.5)

Como por definicion de deformacién longitudinal unitaria

dr—dr dr d'r
W T T e
es decir
d'r, dr,
— e - - = 5 3‘86
ar, 1+ n I +e&, (3.8.6)

31end0 ¢, yé&, las deformaciones longitudinales unitarias en las direcciones definidas por

u;y uz, respectwamente
De (3.8.5) y teniendo en cuenta (3.8.2), se deduce

(1 + n, (1 + e, )cos (@5 — 'y,) = cosp,, + 2[u,]"[D][u,]

Desarrollando y suponiendo que I';, es muy pequeiio y que (1 + En, ) (1 + ,,}_
~ 1+ &y + ¢, , lenemos
2

(1+&, +&,)(C0sp, + Tyseng,,) = cosp, + 2 [u,1"[D][u,]
(I+&, +¢g)cosp,+(1+e +¢ ) ,seng,=cosp, + 20w, 1" [D][u ]
Finalmente, como 1 + &y e, = 1, queda
(61 + &, )c0os @y, + Tyysengy, = 2w, 1" [D][u 5] (3.8.7)

de donde, despejando, obtenemos

201,17 [PI[H,] — (6 + 2,005 0,
r,= : (3.8.8)
Sen ¢,

expresién que nos permite calcular la variacién angular experimentada por el dngulo ¢,,
en la deformacién.

3.9. Vector deformacion unitaria en una direccion cualquiera.
Componentes intrinsecas

Segiin hemos visto en el apartado anterior la deformacién que experimenta un vector dr
viene definida por [D][dr] (Fig. 3.10).
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1 W
£, ddr :
Ve

0

[1+ D] [dr]

Figura 3.10.

Definimos como vector deformacién unitaria en la direccién determinada por Ar, en el
punto P, el limite

Ifm %@:[D] Ifm [M = [D] [‘“]—[D][ 1 (3.9.1)

Ar=0 ! Ar =0

siendo u el vector unitario en la direccién de dr.

De esta definicion se deduce que la deformacion unitaria en la direccién determinada
por el vector unitario u es un vector colineal con [D] [dr] que llamaremos vector
deformacion unitaria y simbolizaremos por &

I 1
Ex '2- }’_ry j Vxz o
- - 1 |
L1=[P1ul=| 57 & 50| (3.9.2)
1 l
‘_')_' Vsz § le: & i

Las proyecciones del vector ¢ sobre la direccién definida por u y sobre el plano ©
erandlcular a dicha direccién son sus componentes intrinsecas.

La primera, ¢,, en la direccién de u, es la deformacion longitudinal unitaria en esta
direccién. Su expresion, en funcién de ]d'§ componentes de la matriz de deformacién, se
obtiene a partir del producto escalar

e, =¢-u =[u]"[D][u] (3.9.3)
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es decir, si (o, 8, y) son las componentes de u

| 1
by 3 Vxy ) Tz [
| 1
&y = {0! /)’ :}':' j :Ir} f] j }I}: ﬁ =
| 1
E Yz j :"'_',': & Y
=0+ e P+ ey + Ty 2B+ 7, By + vy (3.9.4)
que se reduce a
g, =& 0%+ &, B2+ &, 92 (3.9.5)

cuando el triedro de referencia coincide con las direcciones principales de la matriz [D].
1 : .
La otra componente que denotamos por 5 7, representa la deformacién transversal

unitaria. Veamos cudl es su significado [isico.

Si en la expresién (3.6.8) prescindimos del giro del entorno de P definido por la ma-
triz [H], ya que, como hemos visto, no afecta a la deformacién propiamente dicha, la
citada expresion se reduce a:

[dF¥] = [dr] + [D][dr] = [I + D][dF] (3.9.6)

H'
P L

Figura 3.11.



ANALISIS DE LAS DEFORMACIONES EN UN MEDIO CONTINUO 87

De la Figura 3.10 se deduce

1
g 0= m >~ 3 Ya (3.9.7)

—_—

ya que ¢, « 1. Como 5 7, es un valor muy pequeno, podemos confundir tangente con
dngulo

0= 7, (3.9.8)

| —

es decir, filtrada la traslacién del punto Py el giro de todo su entorno, la deformacion
transversal unitaria no es sino la variacién angular que experimenta en P la direccién
definida por el vector u, en la deformacién definida por la matriz [D].

Las componentes intrinsecas del vector deformacién unitaria estdn relacionadas con
su norma mediante la ecuacién

., (1Y
e = g2 + (5 ) (3.9.9)

310. Ley de dualidad entre los estados tensional y de deformacion

En los epigrafes anteriores hemos podido observar una cierta analogia formal entre el
vector tensién o del estado tensional estudiado en el capitulo anterior y el vector deforma-
cién unitaria ¢ del estado de deformacién, existentes en un sélido eldstico. En efecto,
podemos poner:

ESTADO TENSIONAL ESTADO DE DEFORMACION
* Matriz de tensiones: [T'] * Matriz de deformacién: [D]

Sus autovalores son las tensiones principales Sus autovalores son las deformaciones prin-
a,. G5 05, ¥ sus autovectores definen las direc- cipales &, &,, &5, ¥ sus autovectores definen las
ciones principales. direcciones principales.

* Vector tensién * Vector deformacién unitaria

[61=[T1[u] [¢]=[D][u]

Figura 3.12a. Figura 3.12b.

- . 1
#* Componentes intrinsecas: a,, T * Componentes intrinsecas: ¢

r -
R L B
v

o* = 62 + 1 i . 1\
5=t 5 T
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Esto nos indica la existencia de una ley de dualidad entre los estados tensional y de
deformaciones, por lo que todo lo dicho para el estado tensional lo podemos extender al
estado de deformacién sin mds que sustituir:

G, por &
[T]. por [D]
Oy T, PO &, E T
Gy, Ga, T3, POT &y, £, &3
Basdndonos en esta ley dual expondremos en siguientes epigrafes importantes propie-
dades del estado de deformacién, andlogas a las obtenidas para el estado tensional en el
capitulo anterior.

3.11. Elipsoide de deformaciones

El lugar geométrico de los extremos de los vectores ¢ en un punto P de un sélido eldstico
para las infinitas direcciones de vértice P, supuestos con origenes coincidentes en P, es un
elipsoide denominado elipsoide de deformaciones (Fig. 3.13).

Su ecuacidn, referida a un sistema de referencia cuyos ejes son coincidentes con las
direcciones principales, es

[X]
1
[ ]

2 »
i‘TLl?Jr 1 (3.11.1)
£ 25

i b

==
3]
b

Las longitudes de los semiejes de este elipsoide son precisamente los valores de las
deformaciones principales.

3.12. Cuadricas indicatrices de deformaciones

Considerando sobre la semirrecta que pasa por el punto P, definida por el vector u, un
punto M tal que

— 1

PM= "0 (3.12.1)

Figura 3.13.
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el lugar geométrico de M al variar u estd formado por dos cuddricas cuyos ejes coinciden
con las direcciones principales de la matriz de deformacién v que llamaremos cuddricas
indicatrices de deformaciones.

Sus ccuaciones, referidas a un sistema de ejes coincidentes con las direcciones principa-
les, son

ey Xttt =0= 41 (3.12.2)

La naturaleza de estas cuddricas depende del signo de las deformaciones principales.
Supondremos éstas ordenadas de mayor a menor, es decir, £, = &, = ¢,. Veamos los casos
que s¢ pueden presentar:

1.° Las tres deformaciones principales son positivas: &, > 0: &, > 0: &3 > 0.

Las dos cuddricas se reducen a un elipsoide real para ¢ = +1, ya que para ¢ = — 1 el
elipsoide es imaginario. Se deduce que la deformacién longitudinal unitaria es positiva en
todas las direcciones.

2" Dos deformaciones principales son positivas y otra negativa: &, > 0; &, > (;
iy < 0.

Para ¢ = + 1 se tiene un hiperboloide de una hoja, y para ¢ = — 1 un hiperboloide de
dos hojas.

Ambos hiperboloides tienen el mismo cono asintdtico, de ecuacion

X+ eyt ezt =0 (3.12.3)

Se deduce que si la direccion que se considera es exterior al cono asintético, cortando
su linea de accién al hiperboloide de una hoja (¢ = + 1), la deformacién longitudinal
unitaria es positiva y, por tanto, se produce alargamiento.

Si, por el contrario, la direccién es interior al cono asintético, corta al hiperboloide de
dos hojas (¢ = — 1), en esa direccion se produce acortamiento.

Si la direccion es coincidente con una de las generatrices del cono asintético, entonces
¢, = 0, es decir, la deformacién longitudinal unitaria es nula y el vector deformacién
unitaria solamente tiene componente transversal.

3% Una deformacién principal es positiva y las otras dos negativas: ¢, > 0; ¢, < 0;
&y < 0

Para ¢ = + 1 se tiene un hiperboloide de dos hojas, y para ¢ = — 1 un hiperboloide de
una hoja, ambos con el mismo cono asintdtico.

Si la direccidn es interior al cono asintético, o sea, si corta al hiperboloide de dos hojas
(¢ = + 1), la deformacién longitudinal unitaria es positiva y en esa direccion se produce
alargamiento.

Si. por el contrario, la direccion es exterior al cono asintético, corta al hiperboloide de
una hoja (¢ = — 1) y se produce acortamiento.

Si la direccion es coincidente con una generatriz del cono asintético, igual que en el
caso anterior, ¢, = 0 y el vector deformacion unitaria solamente tiene componente trans-
versal.,

4 Las tres deformaciones principales son negativas: ¢, < 0; ¢, <0; &5 < (.

Las dos cuddricas se reducen a un elipsoide real para ¢ = — 1. Esto nos indica que se
produce acortamiento en todas las direcciones.

Existe una importante relacién entre direccion y vector deformacion unitaria corres-
pondiente con las cuddricas indicatrices, ya que el vector deformacion unitaria correspon-
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diente a una determinada direccién es perpendicular al plano conjugado de dicha direc-

cién respecto de las cuddricas indicatrices de deformacion (Fig. 3.14).

Figura 3.14.

3.13. Cuadricas directrices de deformaciones

Considerando ahora los puntos M tales que

—

&
Ve

el lugar geométrico del punto M tiene por ecuaciones

——

PM

—+—=+—=c= %l
e P

(3.13.1)

(3.13.2)

que corresponde a dos cuddricas que llamaremos cuddricas directrices de deformaciones.
Por andlogo razonamiento al seguido en la discusién de la naturaleza de las cuddricas
indicatrices de deformaciones, podemos afirmar que las cuddricas directrices serdn:

a) Un elipsoide real y otro imaginario, si las tres deformaciones principales tienen el

mismo signo.

b) Un hiperboloide de una hoja y otro de dos hojas, ambos con cono asintético
comun, si dos deformaciones principales tienen el mismo signo y la restante el

opuesto.

En los casos a) las conclusiones a que se llega son exactamente iguales a las obte-
nidas en los casos 1. y 4.° de las cuddricas indicatrices, es decir, en el punto que se
considera se produce en todas las direcciones alargamiento, en el caso 1.°, y acortamiento

en el caso 4.°

Cuando las deformaciones tienen distinto signo, los dos hiperboloides admiten el cono

asintético comin

(3.133)
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Ahora, la interpretacion fisica es la siguiente: en aquellas direcciones a las que corres-
ponden unos vectores deformacién unitaria cuyas lineas de accidn cortan al hiperboloide
que se obtiene para ¢ = + 1, se produce alargamiento.

Si. por el contrario, la linea de accion de ¢ corta al hiperboloide que corresponde a
¢ = — 1. en las direcciones correspondientes se produce acortamiento.

Finalmente. si la linea de accién de ¢ coincide con una generatriz del cono asintético,
como ¢ carece de componente longitudinal, la direccién correspondiente es perpendicular
a dicha generatriz.

Como en este tltimo caso la direccion coincide con una generatriz del cono asintético
de las cuddricas indicatrices, se deduce que las generatrices de ambos conos asintéticos
son perpendiculares entre si.

3.14. Representacion grifica plana de las componentes intrinsecas
del vector deformacién unitaria. Circulos de Mohr

Basdndonos en la ley de dualidad existente entre los estados tensional y de deformacién
podemos representar grdficamente las componentes intrinsecas del vector deformacién
unitaria en un punto P de un sélido eldstico, andlogamente a como hemos representado
las correspondientes al vector tension en el capitulo anterior.

Si en un sistema de referencia cartesiano ortogonal, en el que en el eje de abscisas se
representan las deformaciones longitudinales unitarias (¢,) y en el eje de ordenadas las
deformaciones transversales unitarias (1 7,), los puntos cuyas coordenadas son las compo-
nentes intrinsecas de los vectores deformacién unitaria correspondientes a las infinitas
direcciones de la radiacién de vértice el punto P, pertenecen al drea sombreada de la
Figura 3.15, es decir, son interiores al circulo mayor de Mohr (C,) y exterior a los otros
dos circulos menores (C, y Cy).

1., |
3V v, 3

a) )

Figura 3.15.
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Los circulos de Mohr de deformaciones nos permiten calcular la direccién a la que
corresponde unas determinadas componentes intrinsecas del vector deformacion unitaria.

. . 1 . . .
En efecto, por el punto representativo M (£, 5 ) se trazan las circunferencias ¢, y ¢, que

pasan por €l y son concéntricas a las €,y Cy, respectivamente. Estas circunferencias
cortan a C, en los puntos D y E (Fig. 3.15q¢). Uniendo A con E y € con D se obtienen los
dngulos &y  que forma con los ejes principales correspondientes a ¢, y ¢, la direccién

cuyo punto representativo es M (¢, 5 7)- Eldngulo f# que forma con la direccién principal

correspondiente a ¢, se puede obtener también grificamente como se indica en la Fi-
gura 3.15h.

De la ley de dualidad existente entre los estados de deformacién y tensional se deduce
tambi¢n la correspondencia entre los puntos de las circunferencias C, C,y Cyy las
direcciones correspondientes contenidas en los planos yz, xz y xy. respectivamente
(Fig. 3.16).

Finalmente, de la observacién de los circulos de Mohr se desprende que existen dos
direcciones a las que corresponden deformaciones transversales unitarias maximas. Son
los puntos N 'y N de la Figura 3.17.

) - £y — iy .
(:j }‘“)m;l\ - —2_ (:'14”

Por tanto, las direcciones que experimentan esta deformacién transversal unitaria
mdxima son las bisectrices de los ejes principales x:z.

Figura 3.16.
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LT
j(n -

=

! Punto N _~

~_Punto N’

Figura 3.17.

3.15. Deformacion volumétrica

Veamos ahora el significado fisico del primer invariante de la matriz de deformacién.
Tomando el sistema de referencia de ejes coincidentes con las direcciones principales, el
volumen elemental dV = dx dy dz se transforma en un volumen dV' = d'x d'y d'z. Si &. &,.
¢, son las deformaciones principales, tenemos

d'x — dx ’ (40 d
2 = — = X = 5, ) dx
o dx l e
I'y —dy
g, = i-{—'l = .{J”" = [1 + F:-_.) th"
- dy o
'z — d:z
&y = ¢ I “ o d'z=1(1+ &) d:
(¥ 5

La dilatacion cibica unitaria, que llamaremos e, es

dv —dv d'xdydz—dx dy dz _
v dx dy dz a

e =

Cdxdy dz[(1 4 ) (14 e;) (1 + &5) — 1]
a dx dy dz

~e o, tey =6, +e, +e. (3150)
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Vemos., pues, que ¢l primer invariante de la matriz de deformacién nos da el valor de
la dilatacién cibica unitaria que se produce en el sélido eldstico a causa de la deformacion
definida por la matriz [D].

Existe una interesante descomposicién de la matriz de deformacién en suma de otras
dos. Tomando como sistema de referencia el de ejes coincidentes con las direcciones
principales, si ¢, es la media aritmética de los términos de la diagonal principal

p,=0 10T (3.15.2)
3
podemos expresar [D] de la forma siguiente: /
& 0 0 &, 00 & — & 0 0
[D]: 0 & O - 0 E 0 + 0 Ly = by, 0 -
0 0 & 0 0 &, 0 0 £y — £,
= [Do] + [D,] (3.15.3)

La primera matriz [ D, ], denominada matriz esférica, representa a un estado de defor-
macion en el que se produce solamente cambio de volumen. La deformacién volumétrica
viene dada por la dilatacion cubica unitaria

e=3¢g,=¢ +& +&, (3.15.4)

1

Por el contrario, la matriz [D],. llamada matriz desviadora. produce deformacion
volumétrica nula, segin se deduce del valor del primer invariante

n

e=¢ +éa,+8,—-3¢,=0 (3.15.3)

Esto nos indica que en ¢l estado de deformacion que representa [D,] no se produce
cambio de volumen, sino solamente cambio de forma.

3.16. Condiciones de compatibilidad entre las componentes
de la matriz de deformacion

Supuesto referido el sélido eldstico a un sistema cartesiano ortogonal Oxyz, si conocemos
el desplazamiento 0 de todos los puntos del mismo es evidente que podemos calcular de
forma inmediata la matriz de deformacién [D] sin mds que derivar sus componentes, de
acuerdo con las ecuaciones de definicion. Sin embargo, no existe esta evidencia cuando se
trata de la proposicion reciproca. es decir, dada una matriz de deformacién [ D] arbitraria
no s¢ puede asegurar que se puedan deducir de ella las funciones w, vy w.
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Observemos que el cdlculo del vector desplazamiento, cuya solucién tiene que ser
tnica en cada punto, se tiene que hacer a partir de la matriz de deformacién, mediante la
resolucion del siguiente sistema

(3.16.1)

(ﬂw r’-r)
ot
Ay oz

s

ra] —

I I fou  dv\ 1 I fou  owy 1
T\ e e TG T a ) et

compuesto de seis ecuaciones con tres incégnitas. Es entonces evidente que las componen-

tes de la matriz [D] no pueden ser arbitrarias. Veamos cudles son las condiciones que se

tienen que cumplir para que el sistema sea compatible y, por tanto, integrable.
Hagamos

I fow | feu  Ow |
pe=s{=-=) p=5(x=-5) pr=2
o2 \ay oz) Y2 \dz ox ) 2

(1 ~ ﬂf) (3.16.2)

Mediante las ecuaciones (3.16.1) y (3.16.2) se pueden despejar las derivadas de w, v, w
respecto de x, ), z. obteniendo el sistema en derivadas parciales

f . -
cu cu 1 cu 1
. IR _ B e
d =& 0 - 2 Tx) P- Oz - 2 ixz ! .p,\'
] =
ar | 1 t | _
ax 2wt ay - h a2y e (3163)
dw 1] an ] an
A TEReTh T T

equivalente a:

1 1
du=ce.d, + (; Ty — p:) dy + (; Voo + ;JJ,) dz

g . | .
dv = (-;' Top T p:) dx + &, dy + (; Toe — p_\_) dz (3.16.4)

| . ] .
dw = (5 Per — p_‘,) dx + (; Ty p_\_) dy + ¢ dz
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cuyas condiciones

zadas

f e, _ l .*.'}"\_J:
dy 2 dx
= . -
{'{-’,\‘ o l lr'.frj.': - upy .
- - - - Bl
dz 2 dy ay
Ce. 1y dp,

\dx 2 ¢z 0z

p, e,

ax dz 2
) I,

('P: . l ('ery o
dx 2 Ox

I | —

ra| -

b —

necesarias de integrabilidad se obtienen igualando las derivadas cru-

7 A Sy 7 Ao 7 e
Oy  Cp. 1 0y dpy I dy.  dpy dey

Oz jz 2 dy dy T2 dx dx Oz

) ~ - 4 . o =

&y dp I dy.,.  ap. I dy..  dp. e
o= T s e (6S)
ox dx 2z ay dy  Ox

jal . - ] ol
Oy Opy Ly Oy, Opy Ok
qy dy 2 Ox (z Az )

de las variables:

ape 1y, ape  de. L dy
Tdy 20 Jz dy 2 az
¢ [BG [y ‘p
p_\'__ Iy iy . f)'_ {-% 166}
it L 5 : - 3.16.
dy 2 dz 2 dx (z
ap. B e, 1 By ap. 1 T G-
L L5 R i —_ Lt
dy  dx 2 dy cz 2 dx 2 7y
(3.16.7)

cuyas condiciones necesarias de integrabilidad son llamadas condiciones de integra-
bilidad o de compatibilidad de la matriz de deformacién, condiciones que son también

suficientes.
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Se comprueba que estas condiciones se reducen a las seis siguientes:

|

I

(]

[2]

(3.16.8)

Obtenemos asi las condiciones que tienen que verificar las componentes de la matriz
de deformacién para que ésta pueda representar un estado deformacional fisicamente
posible.

EJERCICIOS

3.1, El vector desplazamiento 0, de un punto P de un medio continuo eldstico tiene de componentes,
referidas a un sistema cartesiano ortogonal, las siguientes

u=4ax’; v=8az’; w=-2ay’
estando expresadas las coordenadas en metros y siendo a una constante « = 10 * m . Se pide:

1."  Calcular la matriz de deformacion.
2% Alargamientos y direcciones principales de deformacién en el punto P(1/2, 1, 1).

.Y A partir del corrimiento se obtiene de forma inmediata las componentes de la matriz
de deformacion

i auodr
Gy = =8uax fp=+—=0
Ox ’ ay Oy
ol deo Ow
:"l,=—TU : v = = o =4 a4z — )
0 dz Oy
i Ju
i, = = =0 Vez = 3 -.___“
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! Suax W] ()
VR 0 a4z — y)
0 2a(dz — ) ()

20 Enel punto P(1/2, 1. 1) la matriz de deformacion es

4a 0 0O

(D]=| 0 0 6a

0 6a 0

Si 1 (z fi. ) define una dircccién principal, se tendrd que verificar
[D1[u] = &[u]
es decir
(D~ cIl[u] =0
ecuacion matricial equivalente al sistema homogéneo
(da — ey =10

—uefl+ 6ay =0
baff —ep =0

cuva condicién de compatibilidad
da—«¢ 0 0
0 —& bu | =0
0 ba  —&
nos proporciona la ecuacién cibica
g2 da — o) — 3607 (da—e) = (da—e) (e—6a) (¢ + 6a) =0

cuyas raices son los alargamientos unitarios principales
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Las direcciones principales correspondientes son:
a)  Para la raiz &, = 6u
—2aa=10 = g=10

Oufi + 6ay =0 ]
(]u’ﬁ — 6:1‘}‘ =0 [

Como % + 2 + 92 = | = fi=+
de donde

by Para la raiz ¢, = da

—daff + 6ay = 0 |
6afi — 4ay =0 i

¢} Para la raiz &y = — 6
(10ux=0 = =0
Oafi + 6ay =0 \I’ = f= -
bufl + 6ay =0 J

I
|Z

|+
I

+

P =

ral

v

) Tomamos los signos de tal forma que ¢l triedro (u,, u,, r.'\} sea directo, es decir,
u, x u , = - u 4. se obtiene como tercera direccién principal

———

. I
Uy =—= {;—J'\
V2

e —

Las componentes cartesianas del vector desplazamiento op de los puntos de un sélido eldstico
vienen dadas por las expresiones:

, a
u=ax+day ; v=2a’ —ay ; w=ay2—2ru“—;;:

siendo @ una constante. Se pide:

1. Calcular la matriz del giro experimentado por un entorno del punto P (2, 1, —3/2), asi
como el vector asociado a ella.
2. Hallar la superficie transformada de una esfera de radio dr y centro el punto P.
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1. La matriz del giro seguin la ecuacién (3.6.3), en un punto P(x, y. z). es

0 2a 2 ax
[H]= —2u 0 2az—ay
—2ax  —2uaz+ay 0

Particularizada para el punto P(2, 1. —3/2), se obtiene

0 2u da

[H]=| —2a 0 —4a ;

El vector asociado a esta maltriz es

i j k
| | o ¢ ¢
Srot o, =< - - . -
2 2 dx dy ‘oz
~ el 7 el —’ 2 LI 2
ax+day  2azt—ayc oayT—2ax"— 3 z*

1 . . .
=35 [2ay—4az) i +4ax j —4a k]

En el punto P(2, 1, —3/2), se obtiene

T -
- N T B AT
2|ot 0,=2al2 1 +2j k)

27 Tomemos un sistema cartesiano con origen en el punto transformado de P, es decir,
331
P2+ 6a, 1 + < u, — = ——a) y ejes coincidentes con las direcciones principales de la ma-
Rl 3 4 - -

triz [ D] de deformacion.
De la ecuacion (3.6.8)

. | . . .
d'r =dr +5 rot o, < dr + [D][dr]

&

podemos prescindir del término 5 Tot 0, % dr, ya que se trata de un giro que afecta a todo el

entorno de Py, por consiguiente. no produce deformacién. Queda

dr =dr + [D][dr]
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que se puede poner en la forma
[dr]=T[I+ D][dr]
Sidr (x, ¥, )

X I+ 0 0 o dr
vo|= 0 1+, 0 fdr
z 0 0 1 + &, 1dr

Teniendo en cuenta que »* + 7 + 77 = 1, se obtiene

i) el
x© 2 =

5 - Fl - 3= I
[dr (T + &))" [dr(l +2,)]° N [dr(l 4+ &3)]°

Luego la esfera de radio dr se transforma en un elipsoide de ejes los principales de la matriz
de deformacién y longitudes de los semiejes (1 + &, )dr. (1 4+ e,)dr y (1 + ;) dr, respectiva-

mente.
£y. 6y, £3 son las deformaciones principales, que calculamos a partir de la matriz de

deformacion particularizada para el punto P

a 2a —2ux a 2u —4a
[D] = 2u —2ay 2z +ay | = 2u —2a —2u
2
.
—2ax  2uz 4+ uay — < uz —da  —2u a

como raices de su ecuacion caracteristica

a—i 2a —4u
2ua —2u—¢ —2a | =0
—4da — 2 a—é

2 -27dr e —54ad =0
de donde
& = ba : £, =8y = —3a
Por tanto, la ecuacién del elipsoide, transformado de la esfera de radio dr, seri:

B e
’V ! 3 + ! I + - 5 = ]
o Ldr(b+ 6a)]”  [dr(l = 3a)]®  [dr(l - 3a)]? _

que corresponde a un elipsoide de revolucién de eje de simetria el eje x.
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3.3. Sobre un bloque paralelepipedo cuyas longitudes de las aristas verifican la relacion ¢ : b : ¢ =
=3 :4:5 actia una solicitacién que lo deforma de tal manera que sus caras siguen siendo
normales entre si. Sabiendo que en todo punto las deformaciones longitudinales unitarias en las
direcciones de las aristas son 5 - 1072 , 4 - 10°% y 3 - 10 2 respectivamente, calcular la
deformacién longitudinal unitaria experimentada por la diagonal.

Si las caras siguen siendo normales entre si, las direcciones de las aristas son direcciones
principales. Tomaremos como sistema de referencia el Oxyz (Fig. E3.3).

o D

Figura E3.3.

Para una determinada direccién definida por u (x [, 7). la deformacién longitudinal
unitaria tiene por expresién:

6, = [U]T[D][u] =&, 2+ &, 7+ 6, 77

Si u tiene la direccion de la diagonal del paralelepipedo, como

a3 4
—=- = bh=-u
b4 3 5 5 5 . 50
d-=a +b "+ =— a*
a3 5 9
(— = g = ( 5 o J
se tiene
, oat 9 L bt 16 Lot 25
== fr=—5=c; ==
- S0 - 50 - 50

Sustituyendo valores en la expresion de ¢,. se obtiene

I .9 16 5,25 [ _3
[e, [=5-10° —+4-10 - ——=3.10 - = 0810~
: ! 50 50 ( I : |

|I.J

L

3.4. Una placa rectangular OABC se deforma siendo su deformada la O'A’B'C’, segiin se indica en la
Figura E3.4. Sabiendo que en la placa se crea un estado tensional homogéneo se pide:

1."  Calcular la matriz de deformacién en los puntos de la placa.
2." Hallar las deformaciones y direcciones principales.
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1.200 ﬂ_ﬂ
i T
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S W) i v e e— )
. 7
"B '
': I: Cotas en mm
0 Of | C
( -
- e ! o v
119 (T TTTTTTT e Tt
50 130
Figura E3.4.
[" De la hgura se deducen ficilmente los valores de los alargamientos longitudinales
unitarios en las direcciones de los ¢jes

1.280 — 1.200 8 _ S
= = =610 ¢
1.200 120
960 — 900 6 . -,
5, = — = —=0,6-10""°
! 900 90

£y

El' valor de 7, es la suma de las variaciones angulares de las aristas paralelas a los ejes

o= = 468751073

w0 i
o py = At f= —99-1072

= 52083107

=560

7, €8 negativa, ya que el dngulo principal recto aumenta en la deformacién.

Estos valores de las deformaciones unitarias son vilidos para todos los puntos de la placa.
Por tanto, la matriz de deformacién en cualquier punto de ella, seri

i eeio  assio
(01 - { - Y
—495-10 6,610

habiendo considerado la matriz de deformacién sin los términos en los que interviene el eje =
por tratarse de un caso de elasticidad plana.
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2" Las deformaciones principales son las raices de la ecuacién caracteristica

6.6 — ¢ —4.95
—4.95 6,6 — &
= 1326+ 1906 =0

241906 132499 _<||_55
B Y

(S
(3]

Por consiguiente, las deformaciones principales son:
ey = 11551072 ¢, =165-10 @
| — - - - ,

Las direcciones principales serin:

— Para g, = 1155102
(6.6 — 11.55)2 — 4951 =0
49524 (6.6 — L135) =0
De estas ecuaciones se deduce 2= —[i.

Como z* + f1* = 1

5

— Para ¢, = 1,65-10 -

{ (6.6 — 1,65)2+ 4954 =0
4957 + (6,6 — 1,65)ff =0

2 ) 1 ]
f=n: FHr=1=a=t—2: f=1
i)

N

[y

v

Las direcciones principales. definidas por los vectores unitarios

[ . . . ]
I 1 1 o 1 | :
U= . — —_) . [T (—_ L= |
: /n f.-' 2 __.-' B |

N o Y

resultan ser las bisectrices de los ejes coordenadas.

T
in

En un punto de la superficie plana de un sélido eldstico se colocan las tres galgas extensométricas
indicadas en la Figura E3.5, siendo tg () = 3/4. Después de cargar el sélido se miden, mediante
las citadas galgas, los siguientes alargamientos unitarios

i = 0|“"3 5 iy = 0,002 \ L, = — U,""4

Calcular la deformacién angular del dngulo recto definido por los ejes de las galgas a y b.
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. R |
U’\ [

Figura E3.5.

Tomando como ejes cartesianos los definidos por las galgas a y b, podemos expresar ¢l
alargamiento longitudinal & en funcién de ¢, = ¢ &, = &, que son datos, y de 7., que es la

deformacién angular pedida.

Py (‘cos (90 + H})

| —

£, = (cos (90 + 1), cos (1) -
cos ()

- Vay ":_l'

b= &, €083 (90 +0) + &, cos® 0 + 7, cos (904 0)-cos 0

Sustituyendo valores, se tiene

L

9 o 16 3
—0.004 = 0,003 — + 0,002 — + 1( -z
25 25 s,

de donde
| 7 = 001325 rad l

36. La matriz de deformacién en un punto de un sélido eldstico, referida a un sistema cartesiano
ortogonal Oxyz, es

da 0 —da
[D] = 0 3a 0
—da 0 2

siendo @ una constante. Se pide:
1.” Hallar las deformaciones y direcciones principales.
2" Caleular la deformacién longitudinal unitaria correspondiente a la direccién que forma

dngulos de 45° y 60° con los ejes Ox y Oy, respectivamente.
3.° Determinar las direcciones que sélo experimentan deformacién transversal.
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1. De la ecuacion caracteristica

da—e 0 —4a
0 Ja—c 0 =0=03a—2¢) (&= 2ae—24a*)=0
—4a 0 —2a—c¢

se obtienen los valores de las deformaciones principales

‘ 6 =06a: & =3a; e=—4a

Calculemos las direcciones principales

—2u—47=0 ;ooa= =27
* Para g, =6ua —3f=0 ;=0

g

IS
("-._
|

x—47=0
3u <0-f=0, a=7=0;
—4u—57=0

* Para &,

[ i, (0, 1,0) ]

8au—47=0
—4a {7p=0 ;o =0
—4a+27=0 oy =2

* Puara &,

- ’..] -
iy (—- L0 - —=
NE J5

Los ejes principales se han representado en la Figura E3.6a.
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""j

1y

Figura E3.6a.
De la condicién de ser unitario el vector u que define la direccion considerada

2 2 2 I 1 3
A+ T+ =1 =:~3+Z+;'“=l = y=+

b | —

se deduce que existen dos direcciones distintas que cumplen las condiciones del enunciado.
Por tanto, aplicaremos la férmula que nos da la deformacién longitudinal unitaria

iy = [“:'; [D] [”] = ‘(".\-3:: + J:_r ﬁl + b }'2 + :'I_\'_r 3:nH+ ;',r: -Ha' + Tz %7

a los dos casos.

|
a) Paray = +§
|a I:4al+1a——2u——8ﬁ = ["-—_0’\?8a‘
L] 2 4 4 22 LT
N
h) Para y = :
) Para p = =3
T leag Loz V5, ] _ G078,
’7:‘" ‘-'- da §+ Jad ‘—1— il a‘f’ 8a 2\;:5 = i_S_H_f:I

3% Releridas a las direcciones principales, las ecuaciones de las cuddricas indicatrices de
deformaciones, son:
6a X>+3uV—daZ?= +1
Las direcciones que sélo experimentan deformacién transversal son las coincidentes con
las generatrices del cono asintético (Fig. E3.6b), cuya ecuacién es

6X2+3YP—47°=0
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Figura E3.6b.

Es decir, si (, fi. 7) son las componentes del vector que define la direccién que sélo presenta
deformacién transversal, referidas a la terna de ejes principales, se habrd de verificar
| ) , s '
| 627+ 37— 497 =0

3.7. La matriz de deformacién en un punto de un sélido eldstico, referida a un sistema cartesiano
ortogonal Oxyz, es:

—10a 0 —8a
[D] = 0 2a 0 siendoa = 10°°¢

—8a 0 2a

Determinar mediante la consideracién de las cuddricas indicatrices de deformaciones, si en una
direccion definida por el vector u (z, f1, 7) se produce alargamiento o acortamiento.

Calculadas las deformaciones principales, a partir de la ecuacion caracteristica

—10a—= 0 —8u
0 QJa—z 0 = —¢t —6a® + 100a%: — 168a* =0
—8a 0 2a—¢&

6, =06ad; & =2a; & =-14a

[
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se obtiene la ecuacion de las cuddricas indicatrices referidas a las direcciones principales
6a X?+2aVY — 4a Z> =¢c= +1
Ahora bien, como las componentes (2. fi, 7) del vector i estdn referidas al sistema Oxyz, es
necesario conocer las componentes correspondientes en el sistema de ejes coincidentes con las

direcciones principales.
Para ello, calculemos la matriz del cambio de ejes, determinando previamente las direccio-

nes principales

1’—16:—8;-:0 ;oy=-2a
*Para e, =6a 4 —4=0 ;=0
1—-8:{ ~473=0
, , +1 . -2
24+ 4ot =1 i 12—"7; = gy \ —=, 0. —=
\_."; 5 .\x_._. 5 \;. S
- 120 -8 7= -
# Para &, = 2a <0-i=0 = 1, (0,1,0)
— 8z =10
l
4o —87=0 ; ;'=51
* Para ¢y = —14a {16/i=0 . =0
—8x+167y=0
. - 1 2
3 ! B o = 0 — = o
- = /5
/S0 | -2 V- v
pE 0 1 0 prf = 0 1 0 f
% . = . ."'l'_
= 2/\/5 0 /5 " i_ 0 L_ ‘
/ \;.-5 Vj

Por tanto, las componentes »*, %, »* del vector u referidas a las direcciones principales
i

serdn:
( | 2
o = —— d——=7
\ 5 \_.f" 5
< f*=p
2 1
= at—
N2 V3
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Para determinar si en la direccién definida por el vector u se produce alargamiento o
acortamiento veremos si el extremo de u es exterior o interior al cono asintético de las
cuddricas indicatrices

L) =
a) -

o=

o ) : 1 2 Ve 2
62422 — 142 =6 [—=a——— ) +242— 14 [——= a+
57, S5

<
[

102 +2 82 4+29* 16 ay

*Si 10>+ 22429 - 16ay>0

la direccién corta al hiperboloide de una hoja: se produce alargamiento.
S 10+ 27+ 292 160y <0

la direccién corta al hiperboloide de dos hojas: se produce acortamiento.
S —100t 287 +292 - 160p=0

la direccién coincide con una generatriz del cono asintético, &, = 0; el vector deformacién
unitaria solamente tiene componente transversal.

3.8. La matriz de deformacion en un punto de un sélido eldstico, referida a un sistema cartesiano
ortogonal, es

3k 0 —k
[D]=| 0 k 2% siendo k una constante
—k 2k 2k

Se pide:

1.° Calcular la deformacién longitudinal unitaria en la direccion del vector u , (173, 2/3, 2/3)
referido a dicho sistema.

2. Calcular la variacion experimentada en la deformacién por el dngulo definido por los
vectores u, y u, (—2//5, 1/,/5, 0).

3. Determinar el valor de la deformacién angular mdxima.

4. Hallar la matriz desviadora y calcular sus valores propios.

1% La deformacién longitudinal unitaria ¢, en la direccion definida por u , viene dada por

=i-uy =[] [D][u,] =
=e a’ e eyt +

X

2B+ y

by - .
vz !’:‘ 1 Tz &7

I3 \I
Sustituyendo los valores que figuran en la matriz de deformacién dada

a2 "2

1 1
}i’l\‘ 4!’(h—+3n€\?—2]\5

-
(8]

27
+ak S =""k
9

1 3

a2

d
(]
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s¢ obtiene

=3k

2° Se observa que los vectores u, y u, son perpendiculares entre si, por lo que la férmula
que nos da la variacién del dngulo definido por los dos vectores que inicialmente forman un
dngulo ¢

: 2[u 1" [P][u,] - (&, +£,) cos @
sen ¢

12

se reduce a
712 = [u,1"[2 D[]

Sustituyendo valores

-
Il
PR
| —
| a2
il r2
—
[=]
]
=
I
=
Ve
o Gl- 5!
ol ol o

y operando, se obtiene

3.2 A partir de la matriz de deformacién se obtiene la ecuacién caracteristica
3k—e 0 —k
0 k—e 2k =0
—k 2k 2k-¢
cuyas raices son los valores de las deformaciones principales

e, =414k ; &,=253k; &=-067k

Con estos valores podemos dibujar los circulos de Mohr (Fig. E3.8)
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b | —

Figura E3.8.

de donde se deduce ficilmente el valor de la deformaciéon mdxima

S E— 14 7
- ) SE e AR06T L 0k
_2 i 2 2

| -3 = 2405k ‘
| (2 ”’)m-i\ |

Se observa que esta deformacién angular médxima corresponde a la direccién que define la
bisectriz del dngulo XPZ (4 = 45°, ff = 0O 7 =457, siendo P el punto que se considera v los ejes
X'y Z los ejes principales que corresponden a las deformaciones principales &, v ;. respectivi-
mente.

47 La matriz d

¢ deformacién se puede expresar como suma de las maltrices esférica y
desviadora.

Como vt e 3+ k4 2k
C L, =—— = Ee—— A Y
C L 3 3
3k 0 —k 2600 k 0 -k
0 ke 2k =0 2k 0 |+] 0 -k 2k
-k 2k 2k 0 0 2k —k 2k 0
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Sus valores propios son, multiplicadas por k, las raices de la ecuacién caracteristica
-4 0 -1
0 —1—i 2 |=0 A —6i+3=0

-1 2 -1

A =2045k5 =052k 2y = —267k

3.9. Se considera la placa de espesor constante OABC indicada en la Figura E3.9a. Ante determinada
solicitacion externa se deforma pasando a ocupar la posicion OA'B'C". Se pide, para los puntos de
la placa:

de donde

1. Calcular las deformaciones principales.
2. Hallar la direccion contenida en el plano a la que corresponde la deformacién transver-
sal unitaria mdxima e indicar el valor de ésta.

[.”  Calculemos en primer lugar la matriz de deformacién respecto de la referencia indica-
da en la misma Figura E3.9a. De las deformaciones experimentadas por la placa se deducen
los valores de ¢, &, (para ! = 45%) y se sabe que el dngulo 0 no se deforma.

0,001
= — =10

g, =———= +
’ 10
_.. 0,003 . - o -
g, (0 =45%) = 05 =2-107% = [u,]" [D] [u,]
2Tu, " [D1[u,] — (e, +¢,)cos O
= —— =0
sen ()
y iy
u,umcn?é 'B
15 cm B :
/ 0450 ¥
o A A’ - x=m
10 cm

0,001 em
Figura E3.9a.
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Sustituyendo valores en la expresién de &, queda

= Tay —
2:107% = (——1 ——]__) . V2
W2 V2 ! o R
2 Xy ¥ \/2
1 1 1
:E ]0_4+5 1‘.,4‘5 "-TJ

De la expresién de la deformacién angular I' se deduce:

4 I !
10°% — 4. —= o
21.\,\’ 2 ]
2(1,0) | *{ =(10"*+2-107% (?
PR 7 v
2 V2
10°% 5.\ 3.10°4
2 + == )z P = 1074
(S5 ) =

y sustituyendo este valor en (1) se obtiene el valor de £,

1 1
107% 4 - 6t 107 = ¢ =2.107%

bl ¥

21074 =

b | —

Luego la matriz de la deformacién, serd

1 0,5
D] = I
(D] (0,5 2)

que es vilida para todos los puntos de la placa.

(1)

Las deformaciones principales son los valores propios de esta matriz. De la ecuacién

caracteristica

107+ — ¢ 05-10¢
05-107%  2.107* — ¢

7
52—38-]0_41'2 1078 =0

se obtiene

g, =2207-107%; &, =0,793. lﬂ_q
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2. Con estos valores se pueden construir los circulos de Mohr (Fig. E3.9h) y obtener
grificamente de forma inmediata el valor de la deformacién transversal unitaria médxima
correspondiente a las direcciones contenidas en el plano de la placa

1 - ey 2,207 — 0,793 o
—y . Sk g S107* = | 0707-107*
\2 max 2 2

Las dos direcciones correspondientes se obtienen también grdaficamente. A partir de la
matriz de deformacion se sitian los puntos diametrales D y D' representativos de las direccio-
nes coincidentes con los ejes x e y, respectivamente.

Del circulo de Mohr se obtienen los dngulos 0, y @/, que forman con el eje x las dos
direcciones en las cuales la deformacién angular es médxima

[0, = —6730 0, = 22°30 ‘

Jl
1 .
'ﬁ" }Iil » 10 N
e s o \ Punto M’
(5 y”)nu'l\
. ),
0| 2 fer | e, <107 X
o,
20,
{_‘L ]!,,) Punto M
D P min ‘/—
M
Figura E3.9b. Figura E3.9¢.

3.10. Dado el tetraedro de la Figura E3.10, cuyos vértices ocupan los puntos de coordenadas en cm O
0, 0, 0), A (100, 0, 0), B (0, 100, 0), C (0, 0, 100), se pretende someterlo a un estado de
deformacion definido por las siguientes componentes de la matriz de deformacién:

£, = 2kx ; .t.'y=2k_v; &, = 2kz

1
5 Ty = L Yoo = Ve = 0
donde las coordenadas x, y, z vienen expresadas en centimetros y k es una constante de valor
k=10"°
Se pide:

1. Demostrar que dicho estado de deformacion es fisicamente posible.

2° Calcular los desplazamientos de los puntos del tetraedro en el supuesto de que la
traslacién y la rotacién en el entorno del origen sean nulas.

3 Calcular el vector de deformacién unitaria en los puntos de la arista AC y en direccién
de la misma.
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Figura E3.10a.

4. Hallar la variacion del 4ngulo formado por las aristas OB y OC.

5. La deformacién transversal mdxima en el punto P (10, 10, 10) utilizando la representa-
cién grifica de Mobhr.

6. La deformacion longitudinal unitaria en el punto P en la direccién definida por el vec-

- 1 1
tor u (—, —, 0]
V2 2

L7 El estado de deformacién que se pretende someter al tetraedro eldstico dado serd
fisicamente posible si las componentes de la matriz de deformacion verifican las seis condicio-
nes (3.16.8) de integrabilidad o de compatibilidad.

Como dichas condiciones se verifican idénticamente, queda demostrado que el estado de
deformacion dado es fisicamente posible.

2 El sistema de ecuaciones dilerenciales (3.16.7) nos permite determinar los valores de
las componentes p_, P,» p. del rotacional del vector desplazamiento

dp,=0; dp,=0; dp.=0
de donde
Py =Cy n=0C . p.=C,

siendo C,, C,. C, constantes de integracion, que resultan ser nulas al imponer la condicién
de nulidad de la rotacién (igual a % rot 0) de un entorno del origen. Por tanto

Py =p_n- =D =0

Obtenidos los valores de p,. Py P €l sistema (3.16.4) nos proporciona de forma inmediata
la solucién de desplazamientos
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du = 2kxdx + kdy u=kx*+ky+ u,
dv=kdx + 2kydy » = ( v=kx+ky* +u,
dw = 2kzdz w=kz? + w,

Las constantes ug, vy, w, son nulas, ya %luc se anula la traslacién en un entorno del origen.
Por tanto, el vector desplazamiento 6 de los diferentes puntos del tetraedro tiene de
componentes:

5! u=k(x*+y)
d {v=kix+y?
w = kz?

3.° La matriz de deformacién en puntos del plano x0z es

2kx k0
[D] = k0 0
0 0 2kz

Por tanto, el vector deformacién unitaria a lo largo de los puntos de la citada arista en la
direccion de la misma serd, en virtud de (3.9.2)

3]
dx k0| [~ 2k
2 V2
. . k
[¢]=[D][u] = k0 0 0 = | ——
V2
il
0 0 2k:|| - 2z

y como x + z = 100, en funcién de la coordenada x, el vector deformacién unitaria pedido
tendrd de componentes

k. /2 k(100 — xl]

51

u‘

‘ ?|:—\/5 kx, —X
|
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4.°  La variacién del dngulo formado por las aristas OB y OC es precisamente y,.. Por
tanto

_A_
A (0B, 0C)=7,. =0

5. Calculemos los valores de las deformaciones principales en el punto P (10, 10, 10). La
ecuacién caracteristica en este punto es el desarrollo del determinante

20 k—e k 0
k 20k—¢ 0 =0
0 0 20k—e

cuyas raices son:
=21k e,=20k; e=19k

De la representacion grifica de Mohr (Fig. E3.10b) se deduce que la deformacién trans-
versal mdxima o de mdximo deslizamiento corresponde a los puntos M y M.

1 ' By — 6y
; ¥au -5 =
& mix L

;)
— 1} ='"
(2 Tn mix ‘

A

6. Segin (3.9.4) la deformacién unitaria longitudinal tiene por expresién
8" - {:IIZ + H." b’z + '1;: :"2 + }I.x_v lx-'{j_i_ Tx: 1'}‘ + T_l':.' ﬁ:’.

Sustituyendo los valores de «, §, 7 y particularizando para el punto P se tiene:

| 1 1
£, =20k -+ 20k =+ 2k -=21k g, =21k |
2 2 2 Lt
M
I t
;.‘n
2 T
{E}ru mis
I '
a €y
g,= 19k
— 377K
£, =20k
.0 -
‘ B e =21k M

Figura E3.105.



Relaciones entre tensiones
y deformaciones

4.1. Relaciéon experimental entre tension y deformacion.
Diagrama tensiéon-deformacién. Ley de Hooke

Hasta ahora hemos estudiado, por una parte, el estado tensional creado en el interior de
un sélido eldstico y, por otra, el estado de deformacion del mismo. El tratamiento de
ambas cuestiones ha sido totalmente independiente. Sin embargo, dado que deformacién y
tensién son causa y efecto, es de esperar que los vectores tensién y deformacién unitaria,
definidos por las expresiones (2.2.8) y (3.9.1), respectivamente, estén relacionados entre si.

Fijada la solicitacién exterior es evidente que la deformacién que se origina y, en
consecuencia, la tensién creada en el sélido eldstico dependen de las fuerzas de atraccién
molecular, es decir, de la estructura interna del material.

Se deduce, por tanto, que para obtener la relacién entre tensién y deformacién
tendremos que proceder necesariamente por via experimental mediante ensayos realizados
en el laboratorio. en donde se comprueba, en efecto, que para dos piezas de distintos
materiales. de iguales dimensiones y sometidas al mismo estado de cargas, las deformacio-
nes son distintas.

Con objeto de ir fijando las ideas, veamos en qué consiste el ensayo de traccion,
tomando. a modo de ejemplo, un material como el acero dulce, de notables aplicaciones
en la prictica. Se realiza este ensayo sometiendo una pieza recta de dimensiones nor-
malizadas, llamada probeta (Fig. 4.1), a un esfuerzo de traccién que se aumenta gradual-

Figura 4.1.

119
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mente hasta la rotura. En la probeta se realizan previamente dos marcas, que determinan
una longitud denominada distancia entre puntos, sobre las que se efectia, por medio de un
extensémetro, la medida de los alargamientos.

Consideremos una probeta de seccién Q a la que aplicamos en sus extremos una fuer-
za F en direccién axial. Esta fuerza causa en el interior del material un estado de tensiones
que supondremos uniforme para cualquier seccién recta. La tensién normal o estd relacio-
nada con la fuerza F mediante la ecuacién

o a (4.1.1)

La probeta, debido al esfuerzo, se alarga. Llamemos ¢ al alargamiento unitario en el
sentido longitudinal. Aumentando progresivamente el valor de F y llevando los valores de
¢y & a un grdfico cuyo eje de ordenadas mida tensiones () y el de abscisas deformaciones
unitarias (z), se obtiene para el acero dulce el diagrama tensién-deformacion indicado en la
Figura 4.2,

Al ir aumentando el valor de la tensién desde 0 hasta g, existe proporcionalidad con
las deformaciones unitarias. La gréfica es recta y el punto p correspondiente recibe el
nombre de limite de proporcionalidad. Para el acero es o, = 2.000 kp/cm?, aproximada-
mente.

Sobrepasando este valor se entra en la zona de elasticidad no proporcional. La grafica
es curva, siendo nulas las deformaciones permanentes hasta el punto e llamado limite de
elasticidad, que separa el periodo eldstico del periodo eldstico-pldstico.

En la zona eldstico-pldstica, en el caso de cesar la fuerza se observarian deformaciones
permanentes, lo que imposibilita que el material vuelva a recuperar las condiciones
iniciales.

Formacion
Fortalecimiento de huso y rotura

Zona
clastica Zona plastica
»

. Zona elastico - plastica

Figura 4.2
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Llegado a este punto, se pueden observar unas lineas que forman 45° con el eje de la
probeta llamadas lineas de Liiders y que son producidas por las tensiones tangenciales
cuyos valores mdximos, seglin vimos en el Capitulo 2, corresponden a esas direcciones
y originan un desplazamiento relativo de las redes cristalinas de moléculas del material.

Hasta un punto f; que se llama limite de fluencia los alargamientos son pequeios,
pero al llegar a €l aumentan considerablemente sin necesidad de aumentar la fuerza F.
Para cierto tipo de materiales la fuerza disminuye hasta un valor determinado por el
punto f, denominado limite inferior de fluencia (en este caso f, se llama limite superior de
fluencia).

Alcanzado el limite de fluencia al seguir aumentando la fuerza sobre la probeta, la
curva es creciente hasta un valor mdaximo cuya tensién correspondiente se llama resisten-
cia a la traccién o tension de rotura, a pesar de que €sta se produzca instantes después,
cuando el material sufre un alargamiento en una parte pequefia de la probeta. Se forma
una pequeia garganta o huso, reduciéndose rdpidamente la seccién transversal; la defor-
macién pldstica, que se reparte en un principio a lo largo de toda la probeta, se concentra
en una zona originando la estriccion, el esfuerzo disminuye y la probeta se rompe. Para el
acero dulce la tensién de rotura vale de 4.000 a 5.000 kp/cm?.

Realmente esto no acontece como se ha indicado. Cuando hemos hablado de que se ha
alcanzado un valor determinado de la tensién, se ha calculado ésta dividiendo la fuerza F
ejercida por la seccién inicial que tenfa la probeta, pero esta seccién ha ido disminuyendo,
lo que hace que el valor indicado en la grdfica sea un valor erréneo por defecto que ird
aumentando con las deformaciones. Esto hace que la grdfica obtenida sea falsa, sin
embargo, es la que se utiliza en la prdctica dado lo laborioso que serfa tener en cuenta
continuamente en el valor de la tensién las variaciones de la seccién.

La determinacién del limite de elasticidad es, en general, bastante dificil, por lo que en
la prictica se toma como este limite el punto f,, que se llama entonces limite aparente de
clasticidad. Sin embargo, el tomar este punto como limite de elasticidad puede traer
consigo que se pueda romper el material sin necesidad de llegar a la tensién de rotura. En
efecto, si hacemos desaparecer la carga F cuando la tensién o, pertenece a la zona
cldstico-pldstica, queda una deformacién permanente ¢, (Fig. 4.3a). Si aplicamos nueva-
mente un esfuerzo hasta conseguir la misma tensién anterior o, se observa que el alarga-
miento ¢, es considerablemente superior al &,, y las cosas ocurren como se indica en la

(22 o

(LI a,

a) b)

Figura 4.3.
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Figura 4.3h. Si cesa la fuerza causante de la deformacién se mantiene una deformacién
permanente &5 que, como se ve, es notoriamente mayor que .

Al hacer el proceso reiterativo vemos que en una de las operaciones de someter a la
probeta a la tensién ¢, se rompe sin llegar a este valor,

Se deduce que sin necesidad de aplicar una tensién que llegue a g,, Ni aun que
pertenezca a la zona pldstica, se puede conseguir la rotura de un material por aplica-
ciones sucesivas de un esfuerzo que produzca simplemente una pequena deformacién
permanente.

Es por esta causa que las tensiones admisibles deben pertenecer a la zona de elastici-
dad proporcional en la que no existen deformaciones permanentes. Légicamente el valor
madximo admisible deberia ser la o,, limite de elasticidad, pero al ser dificil de determinar
la frontera entre la zona pldstica y la eldstico-pldstica, en la préctica se toma como tension
admisible el cociente entre la tensién de rotura y un nimero entero n que varia segun el
material de que se trate y llamado coeficiente de seguridad.

Todm = & {412}
n

La gréfica tensién-deformacion en la zona de elasticidad proporcional es lineal, por lo
que su ecuacién analitica serd:

og=FLE¢ (4.1.3)

siendo E una constante llamada mddulo de elasticidad longitudinal o médulo de Young.
Esta expresién constituye la ley de Hooke: en la zona eldstica de los materiales, las
tensiones son proporcionales a los alargamientos unitarios.
El médulo de elasticidad longitudinal E que, segiin se deduce de la ecuacién (4.1.3)
tiene las dimensiones de una tensién ([F][L] ?), es diferente para cada material. En Ia
Tabla 4.1 se recogen los valores de E para algunos materiales de gran utilizacién.

Tabla 4.1. Valores de E

Material E (GPa) Material E (GPa)
Acero estructural 200 Cobre 110-120
Acero inoxidable 200 Laton 105
Fundicién gris (4,5 % C) 70 Bronce 110
Fundicién maleable 165 Aluminio 69-72
Hierro forjado 190 Duraluminio 70
Hierro colado 83-170 Madera 11-14
Hormigén 25-30 Granito 50

4.2. Deformaciones transversales. Coeficiente de Poisson

Al realizar el ensayo de traccién descrito anteriormente no solamente aumenta la longitud
de la probeta en sentido longitudinal, sino que se observa también una disminucién de las
dimensiones transversales.
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Consideremos el prisma rectangular de la Figura 4.4 y supongamos que ejercemos la
traccién en el sentido del eje longitudinal que tomaremos como eje x.
Las deformaciones unitarias en las direcciones de los ejes y, z son:

Ab Ac
=—; g =—
v p z R

£ (4.2.1)

pero por tratarse de un material isétropo estos acortamientos unitarios son iguales:

Ab Ac
&y =&, = = [4.2.2]
! b ¢
Poisson, basdndose en la teoria molecular, demostré que dentro de la zona eldstica de
cada material la relacién entre el acortamiento lateral unitario y el alargamiento axial
unitario es constante. Esta constante, que designaremos por p, se denomina coeficiente de
Poisson y ha sido comprobado experimentalmente.

byl _ ledl _ u (4.2.3)
&, &

Teniendo en cuenta que se trata de acortamientos, podremos expresar éstos en funcién
de la tensién o,,, en la forma

go=—pu = = —U T (4.2.4)
- E

El coeficiente de Poisson para materiales isétropos es aproximadamente igual a 1/4.
Para el acero dulce en deformaciones eldsticas se suele tomar el valor i = 0,3. Los valores
correspondientes para el aluminio y cobre que se deforman eldsticamente son ligeramente
superiores.

La dilatacién cibica unitaria del prisma recto sometido a traccién o compresion se
puede expresar en funcion del coeficiente de Poisson

e=¢, +e,+e =6 — pe,— pe, = (1-2p)e, (4.2.5)

que se anula para u = 0,5, es decir, la dilatacién cibica serd tanto menor cuanto mds se
aproxime el valor de p a 0,5, como ocurre con algunos materiales, tales como la goma y la
parafina.
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Figura 4.4.
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Es evidente que todo esto es aplicable al caso de estar sometido el prisma a compre-
sién sin mds que cambiar los signos: en sentido longitudinal, la deformacién (acortamien-
to) seria negativa, mientras que las deformaciones transversales (alargamientos) serian
positivas.

Conviene advertir que una deformacion en una cierta direccion no implica que exista
tensién en esa misma direccion. Seglin se ha visto anteriormente. se han producido
deformaciones transversales, sin que por ello vy en esas direcciones se produzca tensién
alguna.

Otra cosa seria si la superficie lateral del prisma no fuera libre o estuviera sometida a
una accién exterior que causara unas tensiones a,, y a,. en el interior del prisma en las
direcciones de los ejes y, z, respectivamente. Para estos casos, y suponiendo que el material
trabaja en la zona eldstica. admitiremos el llamado principio de superposicion.

4.3. Principio de superposicion

En la teorfa lineal de la Elasticidad se admite el principio de superposicion, que expresa que
el estado de equilibrio debido a varias acciones exteriores es igual a la superposicion de las
soluciones que corresponden a cada uno de los estados si cada accién exterior actuara
independientemente.

Supongamos un sélido eldstico al que se aplican fuerzas de superficie f,, (X, Y, Z) y
fuerzas de masa f,, (X, Y, Z) y sea [7] la matriz de tensiones correspondiente.

Supongamos ahora el mismo sélido eldstico descargado al que aplicamos fuerzas de
superficie fi, (X', ¥, Z') y fuerzas de masa /7 (X', ¥, Z'), correspondiendo al estado
tensional que este sistema crea una matriz de tensiones [7"].

Segun el citado principio de superposicién, si consideramos que al sélido eldstico
aplicamos simultdneamente los dos sistemas de fuerzas, [, + /5, v f.+ /7. la matriz de
tensiones que corresponde es [7 + 7). Es decir, las tensiones debidas a la accién simultd-
nea de dos sistemas de fuerzas se obtienen sumando las correspondientes a las acciones
aisladas de cada uno de ellos. Una consecuencia inmediata que se deduce del citado
principio es que el estado final del cuerpo no depende del orden en que se aplican las
[uerzas.

Es evidente que para que este principio sea vilido las tensiones en el estado tensional
resultante de la superposicién de otros tienen que verificar las ecuaciones de equilibrio
interno, las ecuaciones de equilibrio en el contorno y las ecuaciones de compatibilidad
expresadas en términos de tensiones *.

Comprobemos, por ejemplo, la primera ecuacién de equilibrio interno. Para cada
sistema de fuerzas actuando independientemente se verificard:

do dt dr
X + i) nx + . Xy + - AZ — 0
d x 0y dz
= A ~
- O Oy O Tyy O Ty
-x L— S + = : + - - 0
d x dy dz

* Las eccuaciones de Michell, que se verin en el Epigrafe 5.5.
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Sumando miembro a miembro

0 (0, + Ony) N 0 (T, + Ty N d (1, + Th:)

X+X +—" :
0 x dy dz

=0 (4.3.1)

Andlogamente comprobariamos las demds ecuaciones. Por ejemplo, la segunda ecua-
cién de equilibrio en el contorno

Y=1,0+0, f+1,.7
Y=1,0+ 0, f+1.7

de las que se obtiene, sumando miembro a miembro
Y+ Y = (1 + Ty) a+ (0, + 0y f+ (1, + 7)) (4.3.2)

Hay que advertir que la comprobacién de este principio descansa en el cardcter lineal
de las ecuaciones de condicién. No se verificard en la teoria no lineal. Incluso en la teoria
lineal, no se podrd admitir el principio de superposicién cuando los cambios de posicién y
forma del sélido al aplicar el primer sistema de fuerzas haya que tenerlos en cuenta al
aplicar el segundo sistema.

44. Leyes de Hooke generalizadas

En un punto interior de un sélido eldstico consideremos un entorno cubico cuyas aristas
tengan las direcciones principales de la matriz de tensiones. Este cubo, cuya arista conside-
raremos que tiene longitud unidad antes de la deformacidn, se convierte, después de
cargada la pieza. en otro cuyas longitudes de las aristas serdn 1 + &, 1 + &,, 1 + &5 (Fi-
gura 4.5), ya que por conservarse las caras paralelas se deduce que las direcciones
principales de las matrices de tensiones y de deformacién son coincidentes.

1+e;

....... -

‘\?
N
.

\\
Y
+

acd

Figura 4.5.
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Admitido el principio de superposicién, las deformaciones principales serdn

it 1
& = E [0, — plo, + a3)]
1
4 =% [0, — ulo, + 05)] (4.4.1)

1
\ £y = 7 [63 — plo, + a,)]

Estas son las llamadas leyes de Hooke generalizadas para el caso particular que los ejes
coordenadas sean coincidentes con las direcciones principales. Relacionan entre si las
componentes de las matrices de tensién y de deformacién que, en este caso, se reducen
ambas a su forma diagonal.

Pero veamos cudles serfan las relaciones entre las componentes de ambas matrices
cuando el sistema de ejes Oxyz no coincida con la terna formada por las direcciones
principales.

Para ello consideremos en un punto O interior al sélido eldstico un sistema ortogonal
Ox* y* z* cuyos ejes coincidentes con las direcciones principales y otro Oxyz también
ortogonal pero en una posicién arbitraria.

Sean: [7] la matriz de tensiones referida al sistema Oxyz
[7*] la matriz de tensiones referida al sistema Ox*y*z*
[P] la matriz de deformacién referida al sistema Oxyz
[D *] la matriz de deformacién referida al sistema OxHytz*

Siu™ es un vector unitario referido al sistema Ox*y*z*_ el vector tension o * correspon-
diente a la orientacién definida por dicho vector y el vector deformacién unitaria ¢* en
esa direccidn, en virtud de (2.2.8) y (3.9.2), tienen por expresiones

e #7 [y %
[o*] = [T*][u*]
P - e
[e*] = [D*][u*]

Sea u el mismo vector unitario pero referido al sistema Oxyz, y o y ¢ los vectores
tensién y deformacién unitaria correspondientes

[6]=[7T][u]
[¢]=[D][u]
Al ser u* y u el mismo vector unitario, los vectores tensién o * y ¢ son iguales, asf

como también son iguales los vectores deformacién unitaria & * y . Quiere esto decir que
si [R] es la matriz del cambio de coordenadas del sistema Ox*y*z* al Oxyz, se tiene

(4.4.2)

(4.4.3)

[u]=[R][u*]
[6]=[R][c*] (4.4.4)
[€] =[R][£*]
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De la primera de estas ecuaciones matriciales se deduce
[u*] = [R]" [u] (4.4.5)

ya que [R] es una matriz ortogonal y su inversa es igual a su traspuesta.
Por una parte, tenemos

[¢]1=[D][u]=[R][¢*] = [R][D*][u*] = [R][D*][R]" [i]
de donde se obtiene
[D] = [RI[D*][R]" (4.4.6)
expresion que relaciona las matrices de deformacién correspondientes a los dos sistemas
de referencia.
Por otra parte, ya vimos en (2.4.10) que
[7] = [RI[T*][R]" (4.4.7)

relacion ésta que liga las matrices de tensiones en los dos sistemas de referencia.
La expresion (4.4.6) puesta en forma explicita es:

I 1
by :;:Jr.n ;}\: iy I'ya Iy
1 1
3 Ix “y By Pyz = Fay Faz a3
1 1
PRECIE é; P31 Ly Tas
1
i [o, — (o, + a4)] 0 0 Py Tayp Ty
1 .
0 E Loy — ulo, + a3)] 0 Fia Taz T3
1
0 0 I Loy —uloy +a,))f \ris ryy i,

Identificando los términos diagonales, por ejemplo ¢, se tiene

. , 1 S
Loy, —wlo,+a3)]+r1, E [o,—ulo, +a3)]+r1;s I3 [o;—ulo,+a,)] =
’ (4.4.8)

| =~

rtva,+riao,+risoy—ulrie, +o5)+rise, +a3)+riso, +a,)])
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Ahora bien, de (4.4.7)

nx o Txy  Taz Fir Tz Ty g 0 0 Fyy  Tap T3y
T\"l O‘m T\: = "“1 r22 "‘H 0 (‘-2 0 rlz !‘22 ”u (449:'
Tz Ty Op: Fap Tz Ta3 0 0 oy Pz T2z Fas
se deduce
Ope =111 0y + 11205 + 115 04 (4.4.10)

Como [R] es ortogonal r{, + r{, + rf; = 1. Sustituyendo (4.4.10) en (4.4.8) se tienc

l
g, = 7 [0, — (o, + 0, +a;) + o, (4.4.11)

y como por el invariante lineal de la matriz de tensiones
G, + ) + 63 = Oy + (Tuy + Ju:

la expresion (4.4.11) queda finalmente

r &y = é [ﬁnx - ,N{O'"}, + 0'":)]
. v . . l 4 3 / bl
y andlogamente: b =g [0, — ulo,, +0,)] (4.4.12)
T + o)
£ = E t'}-M: H (O-n_\' ﬂn}‘}

\

Identificando ahora en la misma ecuacién matricial (4.4.6) los términos rectangulares,
por ejemplo 3 7., tenemos

I I -
PR it Loy — oyt oy)l+r s [0, — (o, +a3)]+r 575, [03—plo,—0,)]; =

1

= E 1T 0y Friara 0ty oy — e r,y, (0y+03)+r,r;,(0,+a;) +

+ry3ras(oy + a,)]) (4.4.13)
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Ahora bien, de (4.4.7) se deduce, identificando, el término Tyy
Toy =i la1 Oy T F Ty 0, 137530,
y teniendo en cuenta que se verilica
Fiplay F1a0n + 1305 =0

por ser la matriz [R] ortogonal, la expresion (4.4.13) se reduce a

1 + u
Yy = T Ty

b —

Haciendo

Queda: Ty
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(4.4.14)

(4.4.15)

(4.4.106)

(4.4.17)

ecuaciones que junto con las (4.4.12) traducen las llamadas leyes de Hooke generalizadas.

G recibe el nombre de mddulo de elasticidad transversal y, segin se deduce de la
ecuacion (4.4.16), tiene las mismas dimensiones que el modulo de elasticidad longitudinal
E (ya que el coeficiente de Poisson es adimensional), es decir [ F][L] % De esta ecuacién
también se deduce que el valor de G es siempre inferior al valor de E, y de la misma forma
que éste, depende exclusivamente del material. En la Tabla 4.2 se recogen los valores de G

para algunos materiales de gran aplicacién préctica.

Tabla 4.2. Valores de G
Material G (GPa) Material G (GPa)
Acero estructural 75.2 Cobre 42.3-43.2
Acero inoxidable 75,2 Latén 39,2
Fundicién gris (4,5 % C) 41 Bronce 41
Hierro forjado 73 Aluminio 26,3
Hierro colado 34-65 Granito 19,2-20.8
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Las ecuaciones (4.4.17) expresan una ley andloga a la de Hooke: en el dominio eldstico
de los materiales, las deformaciones angulares son proporcionales a las tensiones tangen-

ciales.

Los términos de la matriz de deformacién son iguales, por tanto, a la mitad de las
variaciones angulares de las proyecciones de los ejes de referencia sobre los planos
coordenadas correspondientes.

En las Figuras 4.6 y 4.7 quedan resumidas las relaciones que hemos obtenido anterior-
mente entre las componentes de las matrices de tensiones y de deformacion.

1
by = E [O'"_\_ - 1“[0'1,\' + gn:.:']
|
fy = E [ﬂu}- - .Iu':r’-nx + Jn.—:)]
o1
£, = E [r‘Tr: - Ju{o'u_\' + O—n_r}]
— h ay T.'_,:_ . . r.l'.’:
fxy = G" fyz G1 ixz T G

Figura 4.6.
',
a'+f'=y,.
4’2 1 x'&"'
AN
A

Figura 4.7.

I
- 1+ =
1 B’]
1 +e, i
Lo y
B
a8 =y
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4.5. Ecuaciones de Lamé

Las ecuaciones (4.4.12) y (4.4.17) expresan las deformaciones en funcién de las tensiones.
Obtengamos ahora las férmulas inversas, es decir, las expresiones de las tensiones en
funcién de las deformaciones. Llamemos ¢ y ® a los invariantes lineales de las matrices de
deformacién y de tensiones, respectivamente

e=¢&,.+e +e,

4.5.
G) = Jn.t + Uu,\' + rJ-.!l: [ 5 ]}
Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4.4.12), se tiene
I -2pn
g = ® 4,52
e i ( )

Las ecuaciones de Hooke generalizadas se pueden poner de la siguiente forma:

1
= E [ﬂu,t“ + .I”'] - J“G)J

by

1
e =—[o,(0+uy—-pud]

¥

=

1
b= [0,.(1+ ) — ]

Despejando de estas expresiones las tensiones normales y sustituyendo @ en funcién
de la dilatacién cuibica unitaria, segiin la ecuacién (4.5.2), se tiene:

[ E E E
O = a Q + &, = ! e+ £,
’ 4+ u (1 +w (I + (1 —2p) I +p
1" E nE E
, = O + 2, = 2 + . 453
Tny I + (1 + p) % {i+‘u]t!—2,u}£ 1+ pu & ( )

I E pnE E
G = O + g, = : e+ &,
ol 4 (I+p) = (L4+ (1 =2np) [+

\
Si hacemos

. HE
j':
(I + (1l —2np

(4.5.4)
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y como, segun (4.4.16)

- E
2(1 + p)

resultan, junto con las tensiones tangenciales despejadas de las ecuaciones (4.4.17), las
llamadas ecuaciones de Lamé

[ O =4re+20G ¢,
G =4e+2G g

<rr”:=/8+2G.'- (45.5)
Y = G 3,
T =Gy,

De ellas se deduce que las componentes de la matriz de tensiones (tensiones normales y
cortantes) se pueden expresar, dentro del campo eldstico, como funciones lineales de las
deformaciones: las tensiones normales, en funcién de las deformaciones longitudinales
unitarias, y las tensiones cortantes, en funcién de las deformaciones transversales unita-

rias.

También se observa que los coeficientes de las funciones lineales se reducen solamente
a dos: 4y G. Estos dos pardmetros reciben el nombre de coeficientes de Lamé

EJERCICIOS

Una barra de seccion rectangular @ x b = 100 x 50 mm y longitud / = 2 m sometido a una
traccion F* = 50 toneladas experimenta un alargamiento Al = 1 mm y una contraccion lateral
Ab = —0,007 mm. Se pide calcular:

L.°  El médulo de elasticidad longitudinal de la barra.

2. El valor del coeficiente de Poisson.

3.” La variacion de la dimensién del lado @ = 100 mm de la seccién recta.

4."  Dimensiones de la seccién recta si se somete a la barra a una traccion de F, = 40 ton.

1. Del dato del alargamiento de la barra se deduce. por la ley de Hooke
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de donde:

Fl  50-10%-2-10%

= - :zloﬁk ‘m-
abAl 10-5-0.1 p/em

E=2-10° kp/cm?

2.2 Asimismo, de la expresién de la contraccién lateral

Ab Al
—= —ug= -y —

b {

se deduce el coeficiente de Poisson p

‘_:‘0
I 28

3. La variacion del lado a = 100 mm de la seccién recta sera:

Aa Al
—_—= —pg= -y —
a 't ; I

Al 1
= — JR— = — 2 _ = —
Aa u ] a 0,28 2000 100 0,014 mm

['ﬂa = —0,014 mm

4.2 Si se somete la barra a un esfuerzo de traccién F| = 40 ton:

Aa Ab F, 028 40-10° 12,10~
—_—=—= =Yg = = —— = =), —_—= 1,12
a b a . Eab 2.10°-10-5

Aa= —1,12-10*-10= —1,12-10 % cm

Ab= —1,12-107*.5= —0,56-10"* cm

133



134

4.2.

ELASTICIDAD

Las dimensiones de la seccién recta, después de aplicada la fuerza de traccién Fy = 40 ton,
serdn

d—a+tAd=10-1.12-10"3 cm
b'=bh+Ab=35—056-10"" cm

Una placa rectangular @ x b = 50 x 25 cm, de espesor constante, se le somete a un sistema
exterior de fuerzas presentando un estado tensional tal que las tensiones principales tienen en
todos sus puntos los valores

o, =7 kp/mm® ; o, =3kpmm’; o;=0

Las direcciones principales son respectivamente las de los lados de la placa y perpendicular a la

misma.
Conocido el médulo de elasticidad E = 2-10° kp/em? y el coeficiente de Poisson it = 0,3,

calcular:

1.° La variacién del drea de la placa.
2. La deformacién unitaria del espesor.

1° Tomemos un sistema de ejes cartesianos coincidentes con los de simetria de la placa.
Estos ejes determinan las direcciones principales en cualquier punto de la misma (Fi-
gura E4.2).

Los alargamientos unitarios principales son:

I = -
h=% (6, — uo,) =500 (7—03-3)=305-10"%
1 _ ) -
£y = E (6, — pa,)= 510 (3—-03-7)=045-10 +
-.il
I
|
i o
) B | TR e el
’ X

Figura E4.2.
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La variacion del drea A de la placa ser:
AA =a(l + &) b(1 + &) — ab ~ ab (g, + ¢,)
Sustituyendo valores:

AA = 500-250 (3,05 + 0,45)-10~* = 43,75 mm?
LAA = 43,75 mm?
2% La deformacién unitaria del espesor es el alargamiento unitario principal en la
direccién del tercer eje principal

1 I
z [a; — p(o, + 0,)] = ~ 3710 03(7+3)=—15-107%

Lxﬁ - 15.10°% |

El signo negativo indica, evidentemente, una contraccién.

£y =

Un bloque cibico de hormigén cuya longitud del lado es @ = 15 em se comprime en dos
direcciones perpendiculares mediante el mecanismo de barras articuladas indicado en la Figu-
ra E4.3a aplicando fuerzas F = 12 ton. En los extremos A, B', C", I’ de las barras se colocan
unas placas perfectamente rigidas con objeto de que la compresion sobre las caras del hormigén
sea uniforme.

Calcular la variacion de volumen experimentada por el bloque.

Datos: E = 2,8-10° kp/cm?; 1 = 0,1.

Veamos primeramente las fuerzas de compresion que actian sobre los dos pares de caras
opuestas del cubo de hormigén.
Descomponiendo. por ejemplo, la fuerza F en las direcciones de las barras AA’ y AD, la

fuerza de compresién que transmite la barra A4’ es F,=F2.

Figura E4.3.
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Andlogamente se obtiene el valor de la fuerza de compresién transmitida por la barra
BB: Fy=F /2.

Estos esfuerzos se reparten de forma uniforme sobre las caras del cubo mediante las placas
rigidas indicadas, creando un estado tensional tal que las tensiones principales son:

F2

as

g, =0 Gy =03= —

Sumando las expresiones de las deformaciones longitudinales principales, dadas por las
leyes de Hooke generalizadas, se obtiene la dilatacién cibica unitaria.

I 2F /2
e=¢e +e, ey == (0, +a,+a)ll =2 =~ — (1 =2 )
E - : Ea-
AV
Como ¢ = ——, se tiene
v
2F /2
AV=e¢V=— I\X (1=2ma
Sustituyendo valores:
2-12.10% /2
AV= - Z——— " (1-0.2) 15 cm?

2.8-10°

AV= —145cm?

4.4. Sobre el prisma recto de la Figura E4.4a actian las fuerzas F, =10 ton y F, =2 ton,
uniformemente repartidas sobre las caras indicadas. Las longitudes de las aristas del prisma son

— — ] I
AB =4 cm; AD = 3 om AA’ =2 cm. Sabiendo que el prisma es de acero, de moédulo de
elasticidad E = 2,1-10° kp/cm? y coeficiente de Poisson p = 0,25, calcular:

1. Componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente al plano 7.
2.° Deformaciones principales.

3. Deformacién transversal unitaria mdxima, expresada en grados.

I.°  Sobre las caras del prisma las tensiones tangenciales son nulas. De ello se deduce que
las direcciones perpendiculares a las caras son direcciones principales.
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Figura E4.4.

Si AB = a; AD = b, AA” = ¢, las tensiones principales son

F, 2000 s
Oy === 250 kp/em
g, =10
F 10.000 )
0y=—-=———— = —750 kp/cm?
S oa-h 4 10

3
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Tomemos un sistema de ejes cartesianos coincidentes con las direcciones principales (Fi-

gura E4.4b).

El punto representativo de la tensién en los puntos del plano = es el D del eirculo de Mohr
(Fig. E4.4d). Este punto es precisamente el de interseccion de la circunferencia C, con el eje de
ordenadas. Las componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente al plano 7 serdn:

a, =10

n

— 3 .
705 20 = 500 X3 _ 250./3 kp/em?

2

g,=0: 7 = 250,/3 kp/em?
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2. Las deformaciones principales son, en virtud de las leyes de Hooke:
1 1 .
a=p Loy —nloa + )] =35 (290 + 0.25-750) = 2,083 10

1
‘TZZE [o, —ulo, + 03] =

108 0,25(250 —750) = 0,595-10"*

1
£y = E [oy — ula, +a,)] = 51100 (—750 — 0.25-250) = —3.869-10°*

‘7 £y =2083-107%; £, =0595-107%: &= —~3.869-10"*

32 Conocido el médulo de Young y el coeficiente de Poisson, el médulo de elasticidad
transversal es, por definicién

- E 2,1-10°

G = — 84-10° kp/em?
20+ 201 +025) pfe

La deformacién transversal unitaria mdxima se puede obtener a partir de la tension
tangencial mdxima. aplicando la ley de Hooke

— - = 29710 * radianes
2G 4G 4.84-10°

-'ir!
-

o  Twas 0, — 03 2504750
( max B

o bien a partir del circulo de Mohr de deformaciones (Fig. E4.4e)

1 2, — & 2,083 + 3,869 .
( 7 I Sk g -10~* radianes
miix 2 2

ra

de donde:

2 ‘
(_ }'..) = 29710 * radianes
2 mix

=

que coincide, evidentemente, con el valor obtenido por el otro método.

|
La deformacién (— }',,) expresada en grados, serd
‘2 mix

1 297-107* o
- },n) = 79 360 = | 0,017°
2 ) mix 2n
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o

£y £
Figura Ed.4e.

Un cubo metilico que tiene de longitud de arista @ = 20 cm se sumerge en el mar a una

profundidad z = 400 m.
Conociendo el médulo de elasticidad del metal E = 2,1- 10° kp/cm?, el coeficiente de Poisson
1t = 0,3y el valor de la densidad del agua del mar 6 = 1,06, calcular la variacion de volumen que

experimenta el cubo sumergido.

Suponiendo despreciable la diferencia de presion hidrostadtica en los distintos puntos de las
caras del cubo, debida a la diferencia de cota, la tensién creada (de compresion) es uniforme y
de valor absoluto igual a la presién existente en la cota z por debajo de la superficie libre

p=0gz=1.060-400 kp/m? = 42.4 kp/cm?

Si representamos graficamente el estado tensional del cubo mediante el diagrama de Mohr,
vemos que los circulos se reducen a un punto situado en el eje de abscisas. Resulta, por tanto,

que cualquier direccidn es principal.

)
!
i
i
: - —
' (4
A R
(12
T
A Ty
0
-
0, =0, =0y

Figura E4.5.
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Sea o el valor de la tensién y ¢ el alargamiento unitario. Por la ley de Hooke

| all —2p)
&= E [a, — pla, + a3)] = —F
Como a = — p, sustituyendo valores, se tiene
—424(1 —2-03
£ = { }:—SvIO_"
2,1-10°

De la expresion de la deformacidn ctibica unitaria
AV
e=—=13¢
‘.’

se obtiene

AV=3¢a*= —3-8-10°-20* = —0,192 cm*

AV = —192 mm?

Un paralelepipedo de dimensiones @ =3 c¢cm, b =3 cm, ¢ = 4 cm, constituido por material
homogéneo eldstico se aloja en una cavidad de la misma forma y dimensiones, cuyas paredes son
de un material lo suficientemente rigido para poderlo suponer indeformable.

Sobre la abertura de la cavidad de dimensiones @ x b y a través de una placa rigida de peso y
rozamiento despreciables se aplica, perpendicularmente a ella, una fuerza F = 200 kp que
comprime al bloque eldstico.

Si el coeficiente de Poisson es ;i = 0,3 y el médulo de elasticidad E = 2- 10* kp/em?* calcular:

1. Las fuerzas laterales ejercidas por las paredes de la cavidad sobre el paralelepipedo.
2. La variacién de altura experimentada por el mismo.

1. Tomaremos un sistema de referencia con origen en el centro del paralelepipedo vy ejes
coincidentes con los de simetria (Fig. E4.6).

Al actuar la fuerza I de compresién en sentido longitudinal del paralelepipedo, las dimen-
siones transversales aumentarfan si no lo impidieran las paredes rigidas de la cavidad. El
problema equivale a aplicar sobre las caras laterales unas fuerzas uniformemente repartidas,
ejercidas por las paredes de la cavidad. que den lugar a unas tensiones normales g,y 7, tales
que sean nulos los alargamientos unitarios en direcciones normales a las caras. '

Estas tensiones a,, y a, son iguales, por razén de simetria.

a,. = 0

F 200 .
Opz = — ﬁ - T k]'J,-"r(.l'ﬂ
l [ (G, +0,.)]=0
L&, =8, =— |0, — Mg, a, . =
x ¥ E nx HiaG,, nz
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Figura E4.6.

De esta tiltima ecuacion, teniendo en cuenta la primera, se tiene

0w wo,. 0.3-200 200 om?
. - = - = g, .= = — _
0-:1,1 Ju J” O’n.. nx l o ‘” 9 [I . 013) 21 p cm

Las fuerzas laterales ejercidas por las paredes de la cavidad sobre el paralelepipedo serdn

200
y = Opedre= = Sm 34 = 11428 kp

“o=F, = — 11428 kp

X
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Se puede observar que las direcciones principales en cualquier punto del prisma son
coincidentes con las de los ejes del sistema de referencia adoptado.

20 El acortamiento unitario en la direccién de la fuerza aplicada F viene dado por la ley
de Hooke

o S | 200 200° I
£, = E [ﬂl'l:.' — <l (Tu_(] = W - ”9_ + ..'“..’l' 21 ') - "8.&5‘ ]()

Ac L .
Como ¢, = —, la variacién de altura pedida serd

Ac=ce = —4-825.107* = —0,0033 cm

Ac = —0,033 mm

4.7. En el interior de un cilindro de acero absolutamente rigido, de radio interior r = 0,10 m, se
introduce un cilindro de caucho del mismo radio (coeficiente de Poisson y = 0,4), segiin se indica
en la Figura E4.7. Mediante una fuerza F =2 ton que actiia sobre un pistén de peso y
rozamiento despreciables colocado sobre el caucho, se comprime éste.
Calcular en kg/cm? la presion entre la goma y el acero.

Es este un ejercicio muy parecido al anterior. En aquél, las direcciones principales perpen-
diculares al eje z estaban indeterminadas y, por conveniencia, tomdbamos los gjes x ey
perpendiculares a las caras del paralelepfpedo. En éste, la direccion del eje del cilindro es
también principal, asi como estdn indeterminadas las otras dos. Ahora tomaremos como ejes x
¢ y dos ejes ortogonales arbitrarios, perpendiculares ambos al eje z. Los ejes de este sistema de
referencia son principales.

Del mismo modo que haciamos alli, tenemos aqui

F
Tpx = 0'“ = Opz = = -J";? by = u_\- =5 [‘T,,_\- - n”(r'ru_r + ﬂ—u:]] =0

siendo p la presién pedida entre la goma y el acero.

Figura E4.7.
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De esta ultima ecuacién
gl —p=po,. = a,=p=—

Sustituyendo valores

0,4-2.000

=T 424 kp/em?
31410706 k34 kp/em

F:

se obtiene: ( p= —424 kp/em?

Un paralelepipedo de cierto material eldstico (coeficiente de Poisson p y médulo de elas-
ticidad E), de dimensiones a x b x ¢, se introduce en una cavidad de anchura b de paredes
rigidas, planas y perfectamente lisas, como se indica en la Figura E4.8.

Se aplica a la cara superior, perpendicularmente a ella, una fuerza constante p por unidad de
superficie.

1.>  Calcular los valores de las tensiones principales en los puntos del paralelepipedo.
2" Hallar las variaciones de longitud que experimentan las aristas.

1. Tomando un sistema de ejes cartesianos coincidentes con los de simetria del paralele-
pipedo, se tiene

|
T =0 O = =P &= Lo,y — ulo, +a,)]=0

de donde:

L
[} /"f//
 —
(o] 19
S A
7 - 7
A A A //'_."_/ _’,-'/7, ¢ /

Figura E4.8.
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Fdcilmente se comprende que en cualquier punto del prisma las tensiones principales son
constantes, asi como las respectivas direcciones principales, coincidentes con las de los ejes

adoptados
II o, =0; C2= TP 0'3-———?_]

2% De las leyes de Hooke se obtienen los alargamientos unitarios

1
b= [0 = 0, + 0,0 = % (I + p)

1 - 3
- E [{T": —H (gn.\' + UN_I']] = Tp ” - ,l-‘.']

Por tanto, las variaciones de longitud que experimentan las aristas, serdn

1 pa
Aa=g.a=—— (1 +
a=ce&.a I { 1)

Ab=¢,b=0
Ac:;;:c:—%(.[]-—,uz]

4.9. Dos paralelepipedos iguales del mismo material y de dimensiones @ x b x ¢, se colocan a uno y
otro lado de una placa lisa rigida adosados a ella por sus caras a x ¢, de tal forma que sus ejes de
simetria perpendiculares a dichas caras sean coincidentes. Ambos paralelepipedos, junto con Ia
placa, se introducen en una ranura de anchura igual a dos veces la longitud de la arista b mds el
espesor de la placa. Las paredes de la ranura son planas, rigidas y perfectamente lisas.

Se aplican respectivamente a los dos bloques en sus caras superiores y perpendicularmente a
ellas fuerzas uniformemente repartidas Py ¥ p, por unidad de superficie.
Conociendo el médulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson i, se pide calcular:

1.° Las tensiones principales en ambos bloques.
2 Las variaciones de longitud de las aristas de los mismos,

1. Tomemos un sistema de ejes cuyas direcciones sean las de las aristas del paralelepipe-
do (Fig. E4.9).
Las tensiones normales sobre las caras de cada uno de los paralelepipedos son:

a) En el cuerpo (11 g, = 0 (por no actuar ninguna fuerza en la cara b x ¢ y ser libre la
deformacién en esa direccién), a,, y 7,. = —p,.
b) En el cuerpo 21 o}, = 0 (por la misma razén), Ouy ¥ Onz = — P,

Las ligaduras existentes se traducen analiticamente en las siguientes ecuaciones:
Oy = Oy
suponiendo despreciable la diferencia de dreas de las caras en contacto con la placa, y
&+ e, =0

debido a la invariabilidad de la distancia entre las paredes de la cavidad.
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ity
=
=

v

Figura E4.9,

De estas dos ecuaciones se deduce

J’:.'l' + by = F [O.n_r Bl T + 0—:1)' — M O':.-_._] =0

p, + p,)
20, +ulp, +p)=0 = rr"}_=a:,l‘,=—M

ny
—

Como las direcciones principales en cualquier punto de los dos cuerpos son las de los ejes
que hemos tomado, las tensiones principales pedidas son:

Ty = 0 e =0
X _plpy t+py) . . ppytpa)
cuerpo (1/¢ 6,, = ————5—— CUTPO (21¢ 0y = =~
Tz = — M 6:1: = =P

2° Los alargamientos unitarios en las direcciones de las aristas son:

a) En el cuerpo (1)

— U [
iy = ? {auy + Gn:) = ﬁ [-u{-nl + Pz) + 2 Pl]
H
&y = E {o-n_l' —H Gn:} = .-_,_E {pl - :”2:'
I -
. == {GFI'.' —H o—ll)'l - [.“ {pl + pl;‘ -2 Pl]

E 2 E
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Luego:

ia

Aa=¢,a= " E [ulpy + py)+ 2 py]
th
A.h—+J h=ﬁ Py — pa2)
& 2
Ac=ie=g0 [t py +p2) = 2p]

b) Las variaciones de longitud de las aristas del cuerpo (2
partir de las expresiones obtenidas para el cuerpo (1) permutando entre s Py Y P

se obtienen directamente a

) , [a
Aa=ce,a= TE [plp, + pa)+ 2 psy]

, ) wh
Ab=¢,-b= Sk (P2 —py)

' ’ ¢ 2 2
Ne=i-c=—— [p(p, +ps)— 2 ps,]

L S

4.10. Se considera un prisma cuadrangular regular cuyo material tiene de médulo de elasticidad
E = 2,8-10° kp/cm? y coeficiente de Poisson x = 0,1. La longitud del lado de la seccién recta es
a = 20 ecm. En ambas bases del prisma se colocan dos placas perfectamente lisas y rigidas, de
peso despreciable, unidas entre si mediante cuatro cables de seccién Q, = 1 cm? y médulo de
elasticidad E, = 2-10° kp/cm* de longitudes iguales a la altura del prisma [ = 1 m, simétrica-
mente dispuestos, como se indica en la Figura E4.10.

|
(T ||||.1|||j .
— I |--—t —
| - ]
— l— |
I A
— | S S
1 -
| Hal
I N
_— |_-__ L
| < a4
-5 A a
7 "Tﬂll
[TIHT T

Figura E4.10.
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Sobre dos caras laterales opuestas del prisma se aplica una fuerza de compresién uniforme
p = 750 kp/em?. Se pide calcular:

1. Tensién o en los cables.
2" Tensiones principales en el prisma.
3.” Variacion de volumen experimentada por el prisma.

1. El alargamiento en la direccién del eje z provocado por la compresién p sobre las
caras laterales somete a traccién a los cables que, a su vez, por el principio de accién y
reaccion, comprime al prisma en la direccién del eje z con una fuerza de valor 4 ¢Q .

Las tensiones normales en las caras del prisma son:

4aQ
O =0 ﬂ!lll‘:_P; Oy = — 2 :

as
Al ser las placas perfectamente rigidas son iguales los alargamientos unitarios de los

cables y del prisma en la direccién del ¢je :z.
El alargamiento unitario en los cables es:

mientras que el correspondiente a la direccién longitudinal del prisma:

! 1 [ 40Q,
&= E [q“: O an_\-:'] = E - P +up

Igualando ambas expresiones:

o 1 [ 40Q,
t=& = —=—=|- e +up

se obtiene la expresién de la tensién en los cables

upa’kE,
Ea’> + 4E,Q,

g= -
Sustituyendo valores se tiene:

—0,1-750-20%-2-10° T
Ii__‘= 28-10°-202 +4-2-10°- 1 kp/em*® = @kpfcm_J

qo
y

Las direcciones principales en todos los puntos del prisma coinciden con las direccio-
nes de los ejes del sistema de referencia adoptado. Por tanto, los valores de las tensiones
principales son:

0 4 upE, Q,
Gpe =0 =—p, 6p=—-—5— 11
- 7 P Ed +4E,Q,
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Sustituyendo valores:

ﬁnxzo
a,, = — 750 kp/em?

4.0,1-750-2-10°- 1 i _
= T E105. 207 1 4.2.10°.1 KP/em’ = —3 kp/em?

Ordenando de mayor a menor, tenemos:

—— -
{ g, =0: o,=—-5kp/em?; &,= —750kp/cm?

3.2 La deformacién cibica unitaria es:

Gpy + 0, + 0,

i (T=2p

e=& o ta =

En virtud de las expresiones obtenidas anteriormente, se tiene:

=2 Wwipa* +4aQ),)
Ea?

Sustituyendo valores:

(1 —0.2)(750-20% + 4-500- 1) »
S TRTII: = —21,57-10

La variacién de volumen experimentada por el prisma serd:

AV=¢-V=—21,57-10"%.20%- 100 = —86,28 cm*

AV = -86,28 cm?

|

\

\
Los resultados anteriores son vdlidos siempre que nos movamos en el campo eldstico,

es decir, cuando el limite eldstico del material del prisma sea superior, en valor absoluto, a
750 kp/em?, asi como el limite a traccién de los cables sea superior a 500 kp/cm?.



Planteamiento general
del problema eldstico

51. Introduccion

Segin lo que_hemos visto hasta aqui, si conociéramos el campo de desplazamientos o
corrimientos & de los puntos de un sélido eldstico, la determinacién de la matriz de
deformacion [D] seria inmediata, sin mds que aplicar las ecuaciones de definicién (3.7.1)
de sus componentes. La matriz de tensiones [T ] se obtendria a partir de [D] aplicando las
ecuaciones de Lamé (4.5.5).

Si nos dieran la matriz de deformacién en los puntos del sélido eldstico, comprobada
la verificacion de las ecuaciones de compatibilidad, la obtencién del campo de corrimien-
tos se harfa integrando en la forma descrita en el Epigrafe 3.16, y la matriz de tensiones,
aplicando las ecuaciones de Lamé

Si, por el contrario, fuera conocida la matriz de tensiones, la matriz de deformacién se
obtendria aplicando las leyes de Hooke generalizadas, y el campo de corrimientos me-
diante un proceso de integracion.

Sin embargo, para la resolucién general de un problema eldstico, es decir, para la
determinacién de las tensiones y deformaciones, asi como el campo de corrimientos que
se producen en un sélido eldstico, en funcién de la solicitacién que sobre €l actia, las
magnitudes que hemos supuesto conocidas suelen ser incégnitas del problema, siendo
los datos del mismo, o condiciones de contorno, el conocimiento de las fuerzas de
superficie aplicadas, las fuerzas de masa, o los desplazamientos de los puntos del
contorno. Segtin sean los datos, se pueden presentar fundamentalmente los siguientes
problemas.

Primer problema. Se conocen las fuerzas exteriores f;, aplicadas al sélido eldstico en
gquilibrio, asi como las fuerzas de masa por unidad de volumen. A partir de estos datos se
pide calcular las matrices de tensién [T] y de deformacién [D], asi como el campo de
corrimientos 0 de todos los puntos del sélido eldstico.

149



150 ELASTICIDAD

Segundo problema. Son conocidas las fuerzas de masa por unidad de volumen, asi
como los desplazamientos de todos los puntos de la superficie exterior del sélido eldstico
en equilibrio. El problema planteado es la determinacién de la matriz de tensiones [7] y
de deformacién [D], asi como los desplazamientos 6 en todos los puntos interiores del
solido eldstico.

Problema mixto. Como su nombre indica, es una combinacién de los dos tipos de
problemas anteriores. Aqui los datos de partida son el sistema de fuerzas de masa por
unidad de volumen £, sobre el sélido eldstico en equilibrio, y las condiciones de contorno
conocidas son las fuerzas de superficie f,, sobre una zona de la superficie exterior, asi como
los desplazamientos de los puntos del resto de dicha superficie exterior.

Para la resolucién del problema eldstico, segiin se ha visto en capitulos anteriores, serd
necesario que las componentes de la matriz de tensiones verifiquen las ecuaciones de
equilibrio interno

) | o

oa oT.. ot

X4 Doy Gy O g
0x dy 0z
- -] j
ot 0o . 0T,

Y + ,.1_\} 4 1",\_'_ :_‘.‘_ :0 {5.]]}
X ay oz
] A

7z 4 Ty Ty D
ax ay 0z

Por otra parte, los componentes de la matriz de deformacién, definidas en funcién de
las componentes u, v, w del vector desplazamiento &, como

f
du av dw
bx = 4 3 ¥ = ..‘_ . £, =—
ox dy 0z
< (5.1.2)
| 1 /ou v 1 | (ou ow 1 1 fdv  Ow
—_ = — —_— -_ = — —_— —_ = — —_ i
2/ 2 \gy Tax) 27 2\ez T ax) 27 2\az T gy

tienen que cumplir las condiciones de compatibilidad
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f R N 07, N 07y
dydz 0x dx  dy 0z

(o]
I

"2 4 £y 140
bl o 8}- _ i (.-]Tyz _ aJ'x: + a}.ty
dzox 0y \ Ox ay 0z
5 e, 0 [0y, L Ve Yy
Oxdy 0z \ 0x dy 0z
(5.1.3)
0%y 0%e. 0*e

vz S e CBy
dyoz oy*  az°

?y. 0%e, e

xz _ A
0zdx  0z? ax?
a2, 2 . 2.
Py 076, 07

+
dxdy ox*  ay?

para que el estado de deformaciones que representa sea fisicamente posible.

Las tres ecuaciones de equilibrio interno, las seis de definicion de la matriz de deforma-
cién. mds las seis de compatibilidad, constituyen un sistema de quince ecuaciones. Por
otra parte, el nimero de incégnitas es tambicn de quince: seis componentes de la matriz de
tensiones, seis componentes de la matriz de deformacién, mds tres componentes del vector
desplazamiento.

Para la resolucién del problema eldstico, de una forma general, serd necesario resolver
un sistema de quince ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con quince incégnitas.

Dado el elevado nimero de funciones incégnitas es aconsejable elegir como incégnitas
fundamentales, bien las componentes del vector desplazamiento bien las componentes de
la matriz de tensiones. Veamos a continuacién cémo se resolveria el problema en cada
uno de estos casos. ‘

52. Formulacion del problema eldstico en desplazamientos.
Ecuaciones de Navier

Las leyes de Hooke generalizadas, como hemos visto anteriormente, expresan las defor-
maciones en funcién de las tensiones. Con las ecuaciones de Lamé se ha resuelto el
problema inverso, es decir, expresar las tensiones en funcién de las deformaciones. Con
estas relaciones, es evidente que las ecuaciones de equilibrio interno (5.1.1) que relacionan
las componentes de la matriz de tensiones pueden ser expresadas en términos de deforma-
ciones. asi como las ecuaciones de compatibilidad (5.1.3) entre las componentes de la
matriz de deformacién se podrdn expresar también en términos de tensiones.

Como a su vez las deformaciones se definen a partir de las componentes u, v, w del
vector corrimiento d. es obvio que tanto las ecuaciones de equilibrio interno y en el
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contorno como las condiciones de compatibilidad podrdn ser formuladas en funcién de
los desplazamientos.

Veamos la forma que adoptan Ias ecuaciones de equilibrio interno expresadas en
términos de desplazamientos.

Expresemos primeramente las tensiones en funcién de u, v, w, partiendo de las ecuacio-
nes de Lamé:

du ov  dw au . e u
O =4 +2Ge, =AM —+—+—|+26—=4idivo + 2G —
’ ox dy 0z, dx 0x
‘u v du dw
Tw=G7,=G i Te=G7.=G|—+ )
© (au ﬂx) = T oz ox
La primera ecuacién (5.1.1) de equilibrio interno tomard la forma:
do,. 0t 01, ‘u u *v
X+—+-=+F=X+1 + G55 +G6Gs—+
dx  dy oz ay dxay
*u ot w d (ou v dw
+G—-—5+G —+—+— |+
oz* axdz O.x ox\éx dy az

Pu Pu  Pu 0 -
+G( (—,+(2)=X+(/’-.+G};—div¢5+GAu=0
ox

ox*  dy*  az

Las otras dos ecuaciones se obtendrian por permutacién circular.

Quedarian como ecuaciones de equilibrio, expresadas en términos de desplazamientos,
las siguientes:
f

0 -
X+(A+G) —divs +GAu=0
ox

, 0 .. o
Y +(A+G)—divo + GAv=0 (5.2.1)
ay
d .. =
kZ +(/L+G},1—d]\|"|‘) +GAw =10
0z
Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Navier.
Si multiplicamos estas ecuaciones respectivamente por los vectores unitarios i.j, ky
sumamos miembro a miembro, obtenemos:
-t a . = * )
f 400 +GVdive +GAd =0 (5.22)
. . . o d L0 0
* V es el operador gradiente, cuya expresion en coordenadas cartesianases V=1 — +j —+ k—yAesel
ox ay 0z

A2 a2 a2

X d ( [
operador laplaciana A = — + — + ——. Aplicada a la funcién vectorial S serd Ad =i Au+j Av+Kk Aw
ox®  ady* az
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siendo:
AS =7 Au+j Av+k Aw

Esta ecuacién es llamada ecuacion fundamental de la Elasticidad. Por venir expresada
vectorialmente. su formulacién es intrinseca, es decir, independiente de cualquier sistema
particular de coordenadas. Es de hacer notar que en ella s6lo intervienen las fuerzas de
masa y los desplazamientos.

Dado que para obtener las ecuaciones de Navier hemos hecho intervenir las ecuacio-
nes de equilibrio y por partir de las funciones u, v, w estd asegurado el cumplimiento de las
ccuaciones de compatibilidad, la solucién del problema eldstico planteado en desplaza-
mientos se reduce a encontrar soluciones de las ecuaciones (5.2.1) que verifiquen las
condiciones de contorno. Dicho de otra manera, la ecuacién fundamental de la Elastici-
dad es la tnica a la que debe satisfacer el vector desplazamiento, en todos los puntos del
sélido eldstico.

Podemos obtener algunas consecuencias inmediatas de las ecuaciones de Navier en el
caso particular que las fuerzas de masa por unidad de volumen sean constantes.

En efecto, derivando la primera ecuacién (5.2.1) respecto de x, la segunda respecto de
y, v la tercera respecto de z, sumando miembro a miembro estas ecuaciones se obtiene

A+ G Ae+ GAe=0 (5.2.3)
de donde
Ae =10 (5.2.4)
es decir., si las fuerzas de masas son constantes, la dilatacién cibica unitaria es una funcién
arménica en todos los puntos del sélido eldstico.
Por otra parte, aplicando el operador laplaciana a las mismas ecuaciones de Navier, se
tiene:
/
. d )
A+G) —Ae+GA u=0
X

I~
N
=

’Z]
ﬁ{ﬂc)%AHGAEn:n (5.2.
L.]

o

(/’L+G}-:¥Ae+GA2'.v=0
()4

\

siendo A? el operador bilaplaciana.
Como la dilatacién cibica unitaria es una funcién arménica, como acabamos de ver,
resulta:

Au=0: Av=0; Aw=0 (5.2.6)

es decir, si las fuerzas de masa son constantes, las componentes del vector desplazamiento
son funciones biarménicas en todos los puntos del sélido eldstico.
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En este epigrafe hemos visto que la solucién general del problema eldstico, cuando éste
se formula en desplazamientos, consiste en encontrar la solucién de la ecuacién fundamen-
tal de la Elasticidad, que verifique las ecuaciones de contorno. De entre los diversos
métodos que existen para su resolucién, aqui vamos a exponer dos soluciones: la primera,
llamada vector de Galerkin, que tiene cardcter general; la segunda, la del potencial de
deformacién, que no presenta el cardcter de solucién general de la primera, pero es de
notorio interés en la resolucién de determinados problemas pricticos.

5.3. Vector de Galerkin

Se denomina asi a la solucién general de la ecuacién fundamental de la Elasticidad que fue
presentada en 1932 por P. F. Papkovitch a partir de la solucién dada por B. Galerkin
en 1930.

Como en la ecuacién fundamental (5.2.2) figuran los operadores A y V div, ambos de
segundo orden. cabe ensayar una solucién del tipo

263 =(cA—Vdiv) P (5.3.1)

siendo P un campo vectorial llamado vector de Galerkin y ¢ una constante que se
determinard imponiendo la condicién de que esta solucién verifica la ecuacién funda-
mental

2G T, 4 [+ G) Vdiv+ GAl(cA—Vdiv) P =0 (53.2)
Desarrollando, se tiene:
2G_T,.+[c[/'.+GinivA—-{/l+G)Vdideiv+vGA2—GAVdiv] P=0
Pero como
V div A = A V div =V div-V div
queda:
267, +[ch+ G -(A+G —GIVdivAP+cGA*P=0
Tomaremos el valor de la constante ¢, de tal forma que se anule el corchete

cA+G) - (A+G)—-G=0

de donde
. /.;L++EGG _ EitifEilﬂfl(l_—z?;:;] —2(1 - (5.33)
quedando la ecuacién anterior reducida a:
261, +2(1 - GA*P=0
o bien ,
pp— (5.34)

—
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es decir, la ecuacién de Navier se cumplird si los desplazamientos verifican
260 =[2(1-pA—-Vdiv] P (5.3.5)

siendo P el vector de Galerkin, que a su vez satisface la ecuacién (5.3.4).

De esta ecuacién (5.3.4) se deduce que si las fuerzas de masa son nulas, las componen-
tes del vector de Galerkin deben ser funciones biarmonicas.

Con el conocimiento del vector de Galerkin queda resuelto el problema eldstico. En
efecto, si el sistema de coordenadas es cartesiano ortogonal, y si el vector de Galerkin tiene
de componentes P,. P, P_, de la ecuacidn (5.3.5) se deduce:

[ ,
w2 L2
U= AP, Xe - (div P)
1 —n 1 ad .
) = AP, — — — P
<L G »T 3G oy (div P) (5.3.6)
L\ LTy
= — _—— — V
TG ST

A partir de estas ecuaciones se obtienen las componentes de la matriz de deformacién.

( u 1 —pu  dP | L
e = — = — A X = d p
=% 6 “ax 26 MY
ov 1 —pu 3P, (I,
8, ={|_va {.1,_§_Eﬁ(dwp}
dw 1 —p P, 1ot
&, :ﬁ;: G ?_—_ﬁqT[d“‘{‘Dj
< (5.3.7)
du dv 1 —p 0P, (']P.) 1 o2 "
Yy =—+—=—— A 24— = div P
Y gy ox G (ﬁ_v ax ) G dxdy (div F)
du w1 —up (f":?P, aP. I o7 -
o= Fm=— A 1+ =)-= div P
T =5, T ax G 0z 0x G dxdz (civ F)

dv dw 1 —u oP, oP\ 1 @°
T A=+ —)-= div P
\ R0z dy G ((:?z ﬁy) G dyoz [ |

Aplicando las ecuaciones de Lamé obtenemos, finalmente, las componentes de la matriz
de tensiones en funcién del vector de Galerkin.
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Como:
5 nE 2{!—;:}{1+;1]AFI+,H A] div P +
O = A+ 26 8= ) E E
=2(1 — ) A g—k(mﬁ—;—}) div P
X ox-
se tiene:

ox?
P 72
Ty Sl (;LA — : ,) div P
N {.l']'.' . (-f.l’-
P ’ 0? o
G, =201 =) A — + (,uA {;2) div P
(5.3.8)
‘P, 0P, o?
Ty = —pA ( 5 ?;—) - oxdy div P
oP, aP)\ @*
=1 —-wA +=)- div P
e = =w ( oz ﬂ..\') 0x0z
aP, aP, #? oo
T, =(1—wA (7’:_} + -rTl-—) - 3y0z div P

5.4. Potencial de deformacion

Podemos obtener una solucién particular de las ecuaciones de Navier cuando el vector
desplazamieno derive de un potencial ¢

265 =V¢ (5.4.1)

La funcién ¢ tendrd que cumplir la ecuacion fundamental. Por tanto, se habrd de
verificar:

+ A+ G G
— — 5.4.2
fo+ Xe VA¢+ 2GAV¢ 0 ( )
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Como el gradiente de la laplaciana es igual a la laplaciana del gradiente, queda:

A+2G

.7I'+ EG

VA¢=0 (5.4.3)

Consideremos el caso en el que las fuerzas de masa sean nulas. La ecuacién (5.4.3) se
satisface entonces para A¢ = cte. Si esta constante es nula, el potencial de deformacion es
una funcién arménica y también se anula la dilatacién cibica unitaria, ya que

= | 1
e=divo = G divV ¢ = G Ap=0 (5.4.4)

(S}

Decimos entonces que existe un potencial de deformacion .
De la ecuacién (5.4.1) se deducen las expresiones de las componentes cartesianas (u, v,
w) del vector corrimiento.

| I ¢
U=F— - UV==—— 1 W= —_— (5.4.5)

A partir de ellas podemos calcular las correspondientes a la matriz de deformacion,
aplicando las ecuaciones de definicion

(5.4.6)
I | 0%

=5

¢ 1 12

1
27T 3G oyt 27T 2G axa: ' 27T 3G aye

Aplicando las ecuaciones de Lamé se obtienen las componentes de la matriz de ten-
siones

R 7o . o? .o il
nx 6.‘2 ¥ ny 0‘].-"‘ » nz ‘_:)__2
(5.4.7)
¢ ¢ 3¢
= DT = DT, =
Vo oxay ¥ 0x0z ¥ dyoz

Veamos ahora qué relacién existe entre el potencial de deformacién y el vector de
Galerkin. Para ello consideremos un vector de Galerkin tal que

AP =0 (5.4.8)
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en el caso que las fuerzas de masa sean nulas para que podamos afirmar, segin hemos
visto anteriormente, que existe un potencial de deformacién. En este caso la ecuacion
(5.3.5) se reduce a

2G6=-VdivP (5.4.9)
que vemos que coincide con (5.4.1) cuando:
¢ = —div P (5.4.10)

Vemos, por tanto, que el potencial de deformacién, en el caso que las fuerzas de masa
sean nulas y el vector de Galerkin sea una funcién vectorial armonica, es un caso
particular de la solucién que Galerkin dio a la ecuacién fundamental de la Elasticidad.

3.5. Formulacién del problema eldstico en tensiones.
Ecuaciones de Michell y de Beltrami

El problema eldstico también puede ser formulado en tensiones, esto es, tomando como
incégnitas fundamentales las componentes (Opxs Ouys Opos Type Tyow T,.) de la matriz de
tensiones. Si partimos de las tres ecuaciones de equilibrio interno es evidente que estas
ecuaciones son insuficientes, pues son seis el nimero de incégnitas. Por otra parte, la
solucién de deformaciones del problema eldstico tiene que verificar las condiciones de
compatibilidad, que podemos expresar en términos de tensiones.

Veamos, pues, qué forma tomarian las ecuaciones de compatibilidad cuando se expre-
sen en funcién de las tensiones.

En la cuarta de ellas

%y

A2e J2e
fyz & ‘(‘: ¢ “'y

A3 3
dydz  dy*  0z°

reemplacemos las deformaciones en funcién de las tensiones, despejadas de las ecuaciones
de Lamé

E

1 d%, 1 [d%,. N oo e Al =2p) (82@) N R(O)
G dydz 2G| ay? 0z? E oy? - 9z?

a2 a2 ~F A2y
T_\-; _ s, n—:p: + [§ J;y . H (I'_ G) [ ?) (551}

+
ay* oz

L

A — r,‘l‘: . . Oy — /1\‘:’ . . Ju]' B /1(.’
A T AT
siendo:
1-2 -2 t E
€= - . {Uut + Oy + ﬂu-) = ____-“ © A= !
’ ' . (T + (1 —=2p
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Derivemos ahora la segunda ecuacién (5.1.1) de equilibrio interno respecto de y, la

tercera respecto a z y sumemos miembro a miembro:

5 621'},: o ﬂzam, - ;?)2()'": B _i aTxy + {?Tx: - f_}: - B_Z
dyoz ay? 0z2  ox \dy oz oy 0z
Sustituyendo en (5.5.1), teniendo en cuenta que
(‘1? CV arx: . (:]G-ﬂx
dy dz ox
tenemos:
o%e,, 0%,  0%c, OX Y 0Z (%o,
dy? dz? ox? | Oox dy 0z 0y?
N 00,y u  [PO PO
z2 14 p \oy*  0z?
%6, N d*a,, . d*e,, 0%, N %o, N d*0,. %o, o,
ay* 0z? ax* ox?  ady? 0z* ax*  adx
%o, U 7O 7O\ Y Z X 0X
ox* L4 p \ady*  oz? dy 0z  0x dx
02 S0
u ( B
Alo,, +0,.)— p (O + 0, + 0,) — T+ s ( - c’-xz) =
. X
=—div f, +2 =
dx
0’0 wo 0’0 . )
A®-0,)———— (ADQ — = —div [, +2 —
ooxt 1+ \ ax? /i 0x

= A® — (1 + p) As,,, —

© o X
—— = —(l+pdiv [, +2(1 + p) ta
ox Oox

(5.5.2)

(5.5.3)

Andlogamente, obtenemos otras dos ecuaciones permutando circularmente las va-

riables
32

A® — (1 + p) Aa,, —

L)
[¥]

A® — (1 + ) Aa,,:—T—
oz-

© .
= () div 4201+ p EET

7

oz
— (1 + p) div )‘ + 2(1 + p) A

(5.5.4)

(5.5.5)
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Sumando miembro a miembro estas tres ecuaciones, despejamos A®

A® = — —E div f, (5.5.6)

y sustituyendo en (5.5.3), (5.5.4) y (5.5.5), se obtienen:

02® 0X

PSRRI T (5.5.7)
1+ u ox? I —u Ox

I C) — Y .

Ac,, + 2o H vy -2 (5.5.8)
: 1+ u ady” | — - dy
| i 0 ) A

Aa,. + S (5.5.9)
1 +p 022 - I dz

Consideremos ahora las tres primeras ecuaciones (5.1.4) de compatibilidad.
En la primera de ellas:

2
" d Ex _ __{’__ . B‘:‘Iy: 4+ txz j}.\- + a'}‘xy
dydz  0x dx dy 0z

sustituyamos las deformaciones en funcién de las tensiones, deducidas de las ecuaciones de
Lamé

o 1 =2u 3°@ 0

nx

ot Jt dty,
—2 = O e L T
Oydz E  dydz dx ox dy 0z

a2 2 a2 12 a2
o,  p "G 7ty ot d'ty, (55.10)
dydz 1+ p dydz ox*  dxdy  0xdz

Derivando la segunda ecuacién de equilibrio interno respecto de z, la tercera respecto
de y, si sumamos miembro a miembro, se tiene:

’r,, | 0ty o’t,, 0t d%e,, %0, Y 0Z (5.5.11)

0xdz  oxdy dz* oy dydz  dzdy 0z 0y

Sustituyendo en (5.5.10):
a2 s laC) ay dz

ﬁp("’ (O + Gy + ) = 1 4+ u dyoz = AT o0z {'?_1,-
1 GRIC)] oY 07
At + —— = —|—+ = 5.5.12
Y2 14 p dyoz (D: ﬁy) ( |

Por permutacién circular de las coordenadas obtendriamos las correspondientes a la
segunda y tercera ecuaciones (5.1.4).
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En definitiva, se obtienen como ecuaciones de compatibilidad expresadas en términos
de tensiones las siguientes:

f 1 0’0 It ax
Ao, + - = — di -2
"l + o ox? 1 —u W 1, ax

1 0’0 It Y

A, = — d =2 —
T T [ oy’ 1 —p v/, dy

1 2’0 i oz

Ao, = di -2 —
Tne T p 0z? 1 —pu v 0z

(5.5.13)

I 0 ay az
Ar‘,: + T LT = - - + -
: 1+ p dyoz oz dy

1 &*e 1 GA
e L PO (X iz

1+ p dx0z

1 0’0 ax oy
At +—— = =+ —
\ Yool 4 pooxady } )

0z ox,

ly o dx

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Michell.
Para el caso muy frecuente que f, = constante, estas ecuaciones se reducen a:

/ i a2
(1+p Ao, +—-—=0; (I +uwAr,. +—=0
ox : Oydz
i) 0’0
( U+ A, +55 =05 (1+p) A, + L= =0 (5.5.14)
dy dx0z
0 0’0
‘1+J|'.(]AO'"-+{—-,=O; {]+‘[I]AT“,+‘ =0
\ = a0z o Oxdy

que se llaman ecuaciones de Beltrami. De ellas se desprende que si las tensiones son
funciones lincales de las coordenadas, las condiciones de compatibilidad quedan automd-
ticamente satisfechas, ya que no figuran en ella mds que derivadas de segundo orden.

56. Unicidad de la solucion del problema eldstico

Se nos plantea ahora si las ecuaciones que formulan el problema eldstico, vistas en los
epigrafes anteriores, pueden tener mds de una solucién.
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La respuesta nos viene dada por el teorema de unicidad debido a G. Kirchhoff *, que
establece que una solucién de las referidas ecuaciones, tal que las componentes de la
matriz de tensiones verifiquen las ecuaciones de equilibrio interno y de contorno, asi como
que las componentes de la matriz de deformacién satisfagan las ecuaciones de compatibi-
dad, esa es la solucién del problema eldstico planteado, y es tinica.

5.7. Principio de Saint-Venant

El grado de exactitud con que la solucién del problema eldstico nos da la distribucién de
tensiones, o de deformaciones, en todos los puntos de la pieza eldstica depende, asimismo,
del grado de coincidencia de la distribucién real de las fuerzas de superficie con la
distribucién supuesta en las condiciones de contorno.

Facilmente se comprende que en el caso de cargas puntuales, para evitar que en los
puntos de localizacién de esas cargas la tensién tome valor infinito, serd preciso suponer
una distribucién unifome tal que sea estdticamente equivalente a la real, esto es. que
respecto de cualquier punto, los sistemas real y supuesto tengan la misma resultante y el
mismo momento resultante. El reparto de tensiones en las proximidades de los puntos de
aplicacién de las fuerzas es evidente que no son iguales en ambos casos.

En tales circunstancias admitiremos el principio de Saint-Venant que establece que a
partir de una distancia suficiente de los puntos de la superficie en los que estdn aplicadas
las fuerzas puntuales, el reparto de tensiones es el mismo que el que se tendria si las
fuerzas exteriores se aplicaran de forma uniforme.

Este principio es de gran utilidad en la resolucién de problemas eldsticos, ya que nos
permite simplificarlos. En virtud de €l. es posible suponer que en determinada zona del
contorno se sustituye la carga aplicada por un sistema de fuerzas estdticamente equivalen-
te. De esta forma. las distribuciones de tensiones o de deformaciones, a una distancia
grande de la zona en la que se ha hecho la sustitucion, son prdcticamente idénticas a las
que corresponden a la solucién exacta del problema eldstico considerando las cargas
reales, es decir, sin sustituirlas por el sistema estdticamente equivalente.

5.8. Deformaciones y tensiones de origen térmico.
Teorema de Duhamel

Se estudia en Fisica general que cualquier cuerpo al calentarlo se dilata y que este
fenémeno es reversible, es decir, cuando se enfria y vuelve a la temperatura primitiva,
recupera las dimensiones que tenia inicialmente.

Fécilmente se comprende que en un cuerpo en cuyo interior exista un gradiente de
temperaturas, las dilataciones de las superficies que se encuentren en un instante determi-
nado a mayor temperatura serdn superiores a las de temperaturas mds bajas, y esla
dilatacién relativa de unas superficies respecto de otras, serdn causa de un estado de

* Para la demostracion es necesario expresar la energia de deformacion eldstica, concepto que se verd mds
adelante en el Capitulo 10, como forma cuadritica definida positiva respecto de las componentes de la matriz de
deformacién. Se puede ver en Teoria de la Elasticidad, de S. Timoshenko y J. N. Goodier.
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tensiones que en algunos casos (como ocurre en las turbinas de vapor y motores Diesel)
puede ser de extraordinaria importancia su conocimiento. Consideraremos. en primer
lugar, el caso en que el gradiente de temperaturas es nulo, es decir, cuando en todo el
material la temperatura es uniforme.

Experimentalmente se ha obtenido que la variacién de la longitud con la temperatura
es una funcién lineal, por lo que los alargamientos serdn directamente proporcionales a
los incrementos 7" de temperatura

L =1,(1 4+ «l)
o bien
Al = «IT (5.8.1)

La constante de proporcionalidad « es una caracteristica fisica del material, se llama
coeficiente de dilatacion lineal. Los valores que toma este coeficiente para los materiales

mds usuales se reflejan en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Valores del coeficiente de dilatacién

Material 2 10°%°C Material ax 107%°C
Acero 11,7 Hormigdén 11.2
Fundicion 12,1 Caucho 162
Aluminio 234 Granito 7
Laton 20 Vidrio (98% Si) 80
Bronce 18 Ladrillo 9

De la ecuacion (5.8.1) se obtiene el alargamiento unitario de la barra debido al
aumento de temperatura T’

e=—=gf (5.8.2)

Es evidente que si la barra sometida a un cambio de temperatura es libre, no aparecerd
tension alguna, ya que no existe ninguna fuerza sobre la misma. En cambio, si la barra
como frecuentemente ocurre estd impedida a alargarse, el fenémeno es equivalente a una
compresién cuyo acortamiento sea igual al alargamiento térmico. Por la ley de Hooke, en
la barra se creard una tensién normal dada por la ecuacion

6= —FEe= —EuaT (5.8.3)

En la construccién y en el diseiio de miembros de un mecanismo es necesario tener en
cuenta las deformaciones térmicas, sobre todo cuando se emplean distintos materiales.
Algunas veces, los valores del coeficiente de dilatacién térmica son casi iguales, entonces se
favorece su uso conjunto, como ocurre con el hormigén y el acero (véase Tabla 5.1)
cuando se utilizan ambos en el hormigén armado.

Pero estudiemos con mayor profundidad este tema, dada su importancia, a la vista de
lo expuesto en epigrafes anteriores.
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Supondremos sélidos homogéneos ¢ isétropos, por lo que podemos admitir que es
constante el coeficiente de dilatacién térmica «. Si tenemos un cuerpo inicialmente a
temperatura uniforme, siendo nulas tanto las fuerzas exteriores como las de masa e
introducimos un estado térmico dado por la funcién escalar

T=TI(x, 2 (5.84)

si no existiera ninguna causa que impidiera libremente la dilatacién en todos sus puntos,
la matriz de tensiones serfa idénticamente nula y la matriz de deformacién se reduciria a
su forma diagonal, siendo los términos de la diagonal principal iguales y de valor oT

o 0 0
[T]=1[0]; [D]=] 0 oT 0
0 0 uT
Es evidente que este estado imaginario de dilatacién verificaria tanto las ecuacio-

nes (5.1.1) de equilibrio interno como las de equilibrio en el contorno. Sin embargo, para
que verificara las ecuaciones (5.1.3) de compatibilidad tendria que suceder:

e, %, %, AT T T
= = = — = 0 == = = g
0ydz  0x0z  dxay oz 0xdz  oxdy
(5.8.5)
e, 0%, %, 0%, 0%, 0%, o’r ot AT
= 3 = 1- = . ‘h = U = 5 = 5 = = 0
ayt  azr axt o azr ax? o 0y? ox2 oy? a2
es decir:
T=Ax+By+ Cz+ D (5.8.0)

la funcién variacién de temperatura tendria que ser lineal para que pudieran existir
deformaciones debidas a las variaciones térmicas, sin que fueran acompafiadas de ten-
siones.

Para otro estado térmico, distinto del lineal, la condicién de compatibilidad no se
cumpliria. Esto nos dice que aun en el caso de que el cuerpo no estuviera impedido de
dilatarse libremente, si le sometemos a un estado térmico no lineal aparecen unas tensio-
nes de origen térmico con sus deformaciones eldsticas correspondientes, que tendrin que
verificar las ecuaciones de equilibrio interno, las de equilibrio en el contorno y las
condiciones de compatibilidad.

Por tanto, si g}, 0}, 0).. Thys Tz Tpey SON las tensiones de origen térmico, llamadas
tensiones termoeldsticas, las deformaciones en cada punto se obtendrdn como suma de
¢éstas y las debidas a la dilatacién térmica.
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f ex =% Lowx = pion, + on)
- [0y — 104+ 0]
B, = — . a -
£ ¥ E afl_\ ult nx Gfl-}

& == [J:I: - ,H{U':,x + 0':1}-}

° E

’
Thy | Tez |

1+ aT
1+ a«T
1+ aT

'
T,z
Y — ]

yz
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(5.8.7)

En estas ecuaciones se observa que las deformaciones angulares son debidas exclusiva-
mente a las tensiones tangenciales termoeldsticas, como tenia que ser, ya que la deforma-
cién de origen térmico, al ser el cuerpo isétropo, no produce variaciones angulares.

El sistema de ecuaciones (5.8.7) permite despejar las tensiones en funcién de las
deformaciones obteniendo las correspondientes ecuaciones de Lamé

ET
(o =se+2Gs — BT
Y1 =2un

aET
Gnw=4e+2Gg, — —
< ! Yool =2u
ET

Op.=4e+2Ge — z
1 -2pu
l‘ptj_G}'-“J‘; T;z Gix" N

siendo:
e=%[l—2;:)+3rxT = 0=

O =a, + oy + 0,

TJ’ = G }I:.':
eE — 3a ET
1 —2upu

(5.8.8)

Estas tensiones para ser solucién del problema eldstico tienen que verificar las ecuacio-
nes de equilibrio interno y las de equilibrio en el contorno.

Expresemos la primera de ellas

d ﬂ:i.\‘ d Tf\'j' d rfv:

ox oy dz

0
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en términos de desplazamientos:

A~§€+ZG o’u oE JT+G i(ﬁ ﬂ”)+c£ (c?qu@):

— i —— + R _
ox ax* 1 —2pu dx dy \dy 0x 0z \0z 0x

oz

Ordenando y obteniendo de forma andloga las dos restantes ecuaciones de equilibrio
interno, éstas son:

[ 0 » E aT
(A+G) ~—div3+GAu———— =0
ox — 2 u ox
0 " E 0T _
{46 Cdivi+Gar— 22 L (5.89)
dy 1 —=2pu dy
g 2 E aT
(/1+G)Ldl\u’ o+ G Aw — * o _
0z —2p dz

\

En cuanto a las condiciones de contorno, sustituyendo las tensiones (5.8.8), se ob-
tienen:

( 2ET

(e +2Ge) ot T+ Ty = ——a o
| . 1-2u

ET |
{ yat (e +2Ge)p+ .y = 1“ — B (5.8.10)

: : ; i
, , . 5 aET

T+ 1.7 +le+2Ge)y= ey Y

\

Comparando las ecuaciones de equilibrio con las ecuaciones (5.2.1) de Navier y las
condiciones de contorno con las que corresponden al caso normal, se observa que el
sistema eldstico en el que existe el estado térmico definido por la variacién T de tempera-
tura es equivalente a un estado no térmico en el que las fuerzas de superficie f,, (X, Y, Z) y
las de masa f, (X, ¥, Z) tuvieran los valores:

oE 0T oE 0T oE @
X=- —; Y=- — Z=- — (5.8.11
1 —2p 0x I —=2p dy 1 —2pu o0z ' }
- aET - oET ~ aET
X = a; Y= i, Z= v 5.8.12
1—'2;{DC I—~_'-‘pl 1= u'! { )
o ET
es decir, si iy = - _—
_g'u

fo==Vy:  Jo=vu (5.8.13)
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siendo u el vector unitario en la direccion y sentido de la normal exterior al cuerpo
eldstico en los puntos de su contorno.

Hemos obtenido asi el llamado teorema de Duhamel: los desplazamientos debidos a
variaciones térmicas y a tensiones termoeldsticas son los mismos que se producirian en el
solido eldstico actuando simultdneamente los sistemas de fuerzas de masa y de superficie
dados por (5.8.13), sin que exista variacién alguna de temperatura.

Ahora bien, supongamos que tenemos un sélido eldstico al que aplicamos la solicita-
cién definida en las ecuaciones (5.8.13). Le corresponderia la solucién de tensiones si-
guientes:

g, =0 +2G e,
_ 3

O, =4e+20C¢

Gg,.=re+2Ge,

T,' ;= G T.\'J‘ ; r_\': = G }',\': : T == G T‘\'Z

vz

Comparando estas ecuaciones con las (5.8.8) resulta que las tensiones termoeldstica
serian:

(o =0, —
Ony = Opy — Y
Ore = O ¥ (5.8.15)
Ty = Ty
Tf\': = T.\':
\ I;T = T_r-

es decir, si a un cuerpo eldstico se le somete a una variacion térmica definida por la
funciéon 7= T (x, y, z) y consideramos el sistema equivalente dado por el teorema de
Duhamel, 1as tensiones termoeldsticas se obtienen a partir de la solucién de tensiones del

sistema equivalente restando el valor y = a las componentes normales correspon-
{

1-2
dientes, mientras que las tensiones tangenciales son las mismas.

Supongamos ahora que aplicamos al cuerpo eldstico una solicitacién que neutralice al
sistema equivalente, es decir, unas fuerzas de masa

aET

f, =V, siendo ) = ———
[-2pu

y unas fuerzas de superficie

.Tn= _'iz”:

produciéndose simultdneamente las variaciones térmicas sobre las iniciales. Ahora el
campo de corrimientos es nulo, es decir, no se producen deformaciones. Sin embargo, si
existen tensiones que llamaremos de constriceion.
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Podemos calcular las tensiones de constriccion gy, 0}y, Orrzy Ty Tz Tyes imponiendo la
condicién de que las deformaciones debidas a la accién simultdnea del sistema de fuerzas
aplicado y de las variaciones térmicas, son nulas.

[ 1
£ Lo — @y + )] +aT =0
] Ly " oy
E [ﬂ-uy —H (ﬂll,t + Un:.]] +ol'=0
< | (5.8.16)
E [G;:: - J”'{J:;x + U::_'.'}] +alT =0
ty W 7.
—=0; ==0; —==0
| G G G

Restando miembro a miembro las dos primeras ecuaciones, tenemos:

i "

i i " 0y
Opx — Gu_\' J“{Uny + Opz — Opx — Un:.] =0

" "

(G =o)L+ =0 = a)=a,

Procediendo de igual forma con la segunda y tercera ecuaciones, llegariamos a
Gpy = G-, €s decir:

aET
i Ly "
Opx = Jny =0y = — q = _lj’
I —2p
(5.8.17)
" r "
Ty = Tyz = Ty = 0
Las ecuaciones (5.8.15) se pueden poner en la forma:
[ 6, =0, + o)
nx nx nx
! L
GHJ' = (In_r + G—il‘l'
* "
O'": = (}-u: + G—II: .
J . (5.8.18)
Tyay = Ty
T;:" T.\.':
!
Ty: =Ty,

que nos permiten hacer otra consideracion del problema: las tensiones termoeldsticas
las obtenemos como superposicién del estado tensional producido por la aplicacién del
sistema equivalente f, y f,,, definido por las ecuaciones (5.8.15), y del estado tensional
inicial que originarian las tensiones de constriccidn.
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EJERCICIOS

5.1. Sobre el sélido de forma pentaédrica indicado en la Figura E5.1 se ha provocado un estado
tensional mediante la aplicacién de fuerzas de volumen (X = 0, Y = 6 kp/em®, Z = 17 kp/em®) y
fuerzas de superficie. La solucién de tensiones es del tipo:

T = ay + bz c 10 cm n

Gy = 3ay + bz
{ G, = ay + 3bz

=0, T.=0

T, = 2ay — 2bz

/IUcm

X

Figura ES.1.

estando expresadas las tensiones en kp/em?® cuando x, y, z se miden en cm.
Se pide:

1.°  Valores de los coeficientes a, b.
2. Tensiones y direcciones principales en el punto P de coordenadas (3, 3, 4) cm.
3." Expresiones de las fuerzas de superficie X, ¥, Z en las caras del sélido.
4. Matriz de deformacion.
Datos: E = 2+ 10° kp/em?, i = 0,25,

I.”  La solucién de tensiones tiene que verificar las ecuaciones de equilibrio interno.

oo, . 0T, .
X + nx + ".\_I + xz 0
ox dy 0z

A -
oo, 0T,

Y + =242 ¥ 0= 6+3a—-2b=0
ox dy 0z
dr,. dt,. Jdo,.
Z4+——+—24+—"=0=17+2a+3b=0
X oy oz

sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas. cuyas soluciones son:

a= —4kp/em® ; b= —3kp/em?
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2. En el punto P(3, 3, 4), la matriz de tensiones es:
-24 0 0
[T]=1| O —48 0

0 0 —48

Las tensiones principales son, en este punto:

o, = —24 kp/em? ; &, =0, = —48 kp/ecm?

y las direcciones principales son coincidentes con las de los ejes coordenados.
3.° A partir de la matriz de tensiones

—dy—3z 0 0
[T]= 0 —12y—3z —8y+6z
0 —8y+6z —4y—9z

se obtienen las fuerzas de superficie sobre las caras del cuerpo eldstico considerado. que
vendrdn expresadas en kp/em? cuando las coordenadas se expresan en centimetros,

* Cara OBDC W(—10,00; x=0

+4y + 3z
[6]=[T][u]= 0

0

X=+d4y+3z; Y=0; Z=0

* Cara OAEC

* Cara OAB

* Cara ECD
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o1 1 '
* Cara ABDE u (_r L= 0) ox4yp=10
W2 V2
—dy =3z 12y -3z — 8y +6z ‘

‘ T='—_,_-'—‘—; ?——'—"T-—. Z=

4" Por las leyes de Hooke generalizadas

1 1 1
L, = E I:ﬂ'“_‘r - ,H((T"J, + fT“:}] = m [_‘-U' -3z - E l:_ 16_]-' — ]2_‘,’]] =10

1 1 e
& = E [dn.\' - ,[l"(fnx + ﬂ.n:)] = m [_ [2.]' -3z - 1 l_S.]" - 12::'] = =510 ¥

! I 5.,
=7 [o,. — ulo, +a,)]= 3710° [—dy -9z — 2 (= 16y —6z)] = — 2 107"z
ey = Vx==0

Ty — 8y + 6z
\ G 8-10°
E 2-10°

= 8-10° kp/cm?

20+ ) 2-1.25

Por tanto, la matriz de deformacién pedida en el sélido considerado es

0 0 0

-8y 46z
_5‘ il
(1= " 107% §-10°
—8y + 6z 15 )
—— —-—=107%
8-10° 4

En los puntos de un cubo cuya longitud de arista es a = 10 em, de médulo de elasticidad
E =2-10° kp/em® y coeficiente de Poisson u = 0,25, el estado de deformacion, referido a un
sistema cartesiano con origen en uno de sus vértices y semiejes positivos determinados por las
aristas concurrentes en él, estd definido por las ecuaciones

e, =8ax ; H}.=f£:=0

Yo =Vee =03 e =4a (4z —y)

siendo a una constante, @ = 10 ° em . Se pide:

1.” Comprobar que el estado de deformacién asi definido es fisicamente posible,
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2." Sistema de fuerzas que tienen que actuar sobre el cuerpo para originar ese estado de
deformacion, dando la distribucién de tensiones en sus caras, asi como las fuerzas de volumen.
3.° Calcular las componentes u, v, w del vector corrimiento o, sabiendo que son nulos el

corrimiento y el giro en el origen.

1. El estado de deformacién dado verifica todas las ecuaciones (3.16.8) que expresan las
condiciones de integrabilidad o compatibilidad entre las componentes de la matriz de defor-
macion.

Luego el citado estado de deformacién es fisicamente posible.

2.2 Aplicando las ecuaciones de Lamé, obtenemos las tensiones normales y tangenciales
en las caras de un paralelepipedo elemental que limite el entorno de un punto P(x, y, z) del

cubo

= ] o] .. — n
G,=+2Ge, ;. 1,=G7y,

— 3 o] .. — o
Gy=/2e+2Ge 1 1,=G7,

=Jle+2Ge - =G
g.=/+2Ge ;0 1,.=0G7,.

Sustituyendo en estas ecuaciones los coeficientes 4 y G de Lamé
nE 0,25-2-10°

-_= - =8‘]05k m?
T i —2m  (11025(1 —05) p/em

. 2107 _ ¢ 105 kg/em?
= = = . K m
20+ 0 2(1 +0.25) 8

y la deformacién ciibica unitaria
e=¢ +te+e.=8ax
se obtienen:
G, =810 8ax+2-8-10-8ax=192x
g.=810°-8ax=064x

6!:_\' =0y
Ty=T,=0
1,.=810°-4a(dz — y)=32(dz — y)

tensiones que vendrdn dadas en kp/em? si las coordenadas se expresan en cm.

QF-m-==m=q-nn-

1

T
e

1
1
i
]
i)
)
]

Figura E5.2,
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El sistema de fuerzas que tienen que actuar en las caras del cubo considerado se resume en
el siguiente cuadro.

Ecuacion Tension
del plano normal Tension tangencial
de la cara kp/em?
x=0 7, =0
Xy = Tt: = 0
x =10 T, = 192
y=20 T,.= 128 z
o, =04x |1,=0 —
y =10 i T,, =128 2z — 32
z=0 T,.= —32)
g,.=64x |1,.=0 1"
z=10 T,.= 128 =32y

Ficilmente se comprende que al no ser equivalente a cero el sistema de fuerzas que actian

sobre E] cubo, tienen que existir fuerzas de volumen.
Sif, (X, Y, Z)es la fuerza por unidad de volumen, las componentes X, Y, Z han de verificar
las ecuaciones (3.1.1) de equilibrio interno.

o) =  X=-192kp/em?

R = Y= —12.8 kp/ecm?

== () = Z=132kp/cm?

1

‘ X =—192kp/em® ; Y= —128 kp/em® ; Z = 3.2 kp/em?

3% Para el cdlculo del vector corrimiento, obtengamos los valores de las componentes
(s Py p.) del vector 3 rot o, dados por el sistema (3.16.7)

dp,= —2ady—8ad:
dp, =0
dp.=0

Integrando:

pe=—2ay—8az+ C,
P)' = C2
P = CS
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siendo C,, C,, C, constantes de integracién que determinaremos con la condicién de ser nulo
el giro en el origen

(Py)o = (py)o = (p: =0 = C =C= Cy=0

Entrando con los valores de p,(i = x, y. z) obtenidos en el sistema (3.16.3) se tiene

au cu du
— = 8ax ; —=0 —=0
ox ady 0z
v v av
ﬁ —=0 ; —=0 — = 2a(d4z — y) + 2ay + 8az
ox dy dz
aw ow aw
—=0 ; — = 2a(dz — y) — 2ay — 8az | —=0
\ Ox dy 0z

sistema equivalente a

du =8 ax dx
dv = [2a(4z — y) + 2ay + 8az] dz = 16az dz
dw = [2a(4z — y) — 2ay — 8az]dy = —4ay dy

cuya integracién nos da:
u=4ax"+ u,

2
v==8az"+ 1,

w= —2ay* + w,
siendo ug, v, W, constantes de integracién que se determinan con la condicién de ser nulo el
desplazamiento del origen
Uy =g =wy =10

Por tanto, las componentes del vector corrimiento son:

u=4ax" [
rd
0, § v=28az

w= —2ay?

5.3. Para los puntos de un sélido eldstico cilindrico, de generatrices paralelas al eje z, las componentes
. =z - .
del vector desplazamiento o vienen dadas por las ecuaciones:

u=a(x?—5y%
0 4 v =2axy
w=—0
siendo @ una constante.
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Sabiendo que las fuerzas de masa por unidad de volumen son despreciables, se pide:

1. Calcular las matrices de deformacion y de giro en un punto P.

2 Calcular las deformaciones principales.

3" Dado el médulo de elasticidad transversal G, ;qué valor toma el médulo de Young E
para que haya equilibrio en todo punto?

4° Si el solido eldstico es un cilindro de revolucién de radio R, eje z y limitado por los planos
7= 0vyz = h, calcular las fuerzas de superficie que tienen que actuar sobre las caras del mismo
para provocar el campo de desplazamientos dado.

1.° A partir de las derivadas del vector desplazamiento

du ou au
—=2ax; —=-10ay; —=0
ax ay oz

v , v dv
—=2ay; —=2ax D — =
ox dy oz

aw aw 0 aw

ax ay oz

se obtienen de forma inmediata las matrices de deformacion y de giro pedidas

2ax  —d4ay 0 0 —6ay 0
[D]=| —4ay 2ax O ;. [H] = | 6ay 0 0
0 0 0 0 0 0
2" De la ecuacién caracteristica
2ax —¢ —4ay 0
—4ay 2ax-—¢ O =0

0 0

— &

—e[e* —daxe+4a*x* —16a%y*] =0

se obtienen los valores de las deformaciones principales:

=

; Jfexd V 16a% x* — 16a* x* + 64a” y* =< @51@
2 [ 2ax — day |
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3% De la ecuacion fundamental de la elasticidad

(A4+G)Vdivd +GAS =0

como:
div § = :i + g =2ax + 2ax = 4ax
ax  dy
0 (4 ax) - .
Vidax) = 9t ax) i =4ai
dx
Ad=—-8ai
Se deduce:
(A+Gda—G8a=0 = =G
es decir:

HE E
= ==
(141 —2 ) 2(1 + p)

2pu=1

1
2 ——
2= nu )

Por tanto, el valor que toma el mddulo de Young E para que haya equilibrio en todo
punto seri:

LE=2{1+;¢]G=2.5G

4. Las componentes de la matriz de tensiones las podemos calcular aplicando las ecua-
ciones de Lamé Teniendo en cuenta que 1 = G, se tiene;
(o, =ie+ 2Ge, = Adax + 4aGx =8aGx
G, =4e+2Ge, = Adax +4aGx = 8aGx
{ o,.=/hde+2Ge, = 2d4ax =4aGx

T, =Gy, = —8aGy

1.=1,.=10

xz ¥z

I

Figura E5.3.
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Las fuerzas de superficie que tienen que actuar sobre las caras del sélido para provocar el
campo de desplazamientos dado las obtenemos aplicando las ecuaciones de equilibrio en el
contorno

— Superficie lateral: x> + y* —R>*=0; u (i . }% ())

R
f?_ N J_Ru(} , 8aG .3_8”6{.2 5
X=0,0+1,p= R X R yo= R X —y7)
_ 8 aG 8 aG
< Y=1,0a+0a,ff=— ; xy + - xy=0
Z=0
\
0 sea
7 8 aG
2 R
— Cara superior: z=h ; 1 (0,0, 1)
X=0
Y= 10,0, 4 aGx)
Z =a,. =4 aGx
— Cara inferior z=0; (0,0, —1)
e | -
Y =0 f fa(0,0, —4 aGx)
Z=—0, = —4aGx

5.4. Determinar las tensiones que corresponden al vector de Galerkin:
P=x'i +y'j +(-8&'z- ')k

Calcular, asimismo, las fuerzas de masa que deberian existir para que las tensiones calculadas y
la solucion de corrimientos que de este vector de Galerkin se derivan puedan ser solucion de un

problema elistico.

Conocido el vector de Galerkin, la solucién de tensiones viene dada por las ecuacio-

nes (5.3.8).
Como la divergencia del vector de Galerkin es nula

.. 0P,
div P = —=

P v dP.
P + —
ax dy

P8 4y -8 —4yd =0

o0z
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dichas ecuaciones se reducen a:

[

P
Gue = 2(1 = ) A == = 96(1 — p)x
OxX

P,
Gy =21 — 1) A tﬁv} =48(1 — p) v
P,
6. =2(1— ) A "j fo 48(1 — W2x + )
0z
apP, ﬂP_‘.‘
T, == A (ﬁy + ﬂx,) =0
o) )
T.=l —wWA|{—+ *')=—48[]—~.u]:
iz ox
P, 0P,
T,.=(l—-mA ({—’ + f, ‘) = —24(1 — p)z
k L ﬂ_z |}.~
Por tanto, la matriz de tensiones es:
96(1 — p)x 0 —48(1 — )z
[T] = 0 48(1 — )y —24(1 — p)z

—48(1 — )z =241 —pz  —48(1 — W) (2x + y)

Entre las fuerzas de masa y el vector de Galerkin existe la relacién (5.3.4):

-+

A J—

es decir:
fi=—-(1—pVv* P
Calculando las bilaplacianas de las componentes del vector de Galerkin
VE P =V (2x%) =48

V4P, =V (Y =24
VE P, =V (—8x'z 432 =0

se obtiene:

[ [—48(1 — p), —24(1 — p), 0]
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55. Calcular los corrimientos y las tensiones que se derivan del siguiente potencial de deformacién
¢=A@x*—y)+2Bxy

siendo A y B constantes.

Calculemos las derivadas primeras y segundas de la funcién ¢.

] o2
£=2A.r+23j.' : —?=2A
0x ax~

i 02
—¢=—2A‘r+28x: ﬂ‘f=«-2A
dy dy

D o2

% _, P,

0z 0z?

Se comprueba que el potencial de deformacién dado es una funcién arménica

=0

A¢_(?Z¢+{’-2¢}‘) )
ox? oy of?

Los corrimientos son, en virtud de las ecuaciones (5.4.5)

B | f'qf)_ 1 _ ‘
H—-E E_'(_}{A'\—i_B'”
| % |
1‘=ﬁ iﬂif=6[—ﬂ_l’+3,\':l
I ad¢
r=— — =10
" 2G Oz

Para calcular las tensiones aplicamos las ecuaciones (5.4.7):

a2 12 52
o ¢ ¢ o ¢
Ty = =2A; o,= =—-2A; o6,.= =0
nx -2 ny - 2 nz =
x dy az
42 a2 a2
a° ¢ o° ¢ ac ¢
Tyy = =2B; 1.= =0 T == =0
o dxay ’ dx oz : oy oz

56. Resolver el problema eldstico que se presenta en una barra cilindrica recta, limitada por dos
secciones normales a sus generatrices, sometida a traccién o compresién monoaxial, mediante la
determinacién de un potencial. Se considerarin despreciables las fuerzas de masa.
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Consideremos el prisma recto de seccién arbitraria indicado en la Figura E5.6. Supondre-
mos que las unicas fuerzas aplicadas al sélido eldstico estdn uniformemente distribuidas sobre
las secciones extremas, siendo F su resultante sobre cada una de ellas. Las fuerzas de superficie

o .
sobre ambas caras serdn ¢ = Q’ siendo Q el drea de la seccién recta.

Tomaremos el sistema de referencia indicado en la misma Figura E5.6, con origen O en el
centro de gravedad del prisma. Al someterlo a traccién, el alargamiento longitudinal unitario
es constante, en virtud de la ley de Hooke. Por otra parte, la deformacién transversal unitaria
también es constante, pues ya vimos que estd relacionado con el alargamiento longitudinal
unitario mediante el coeficiente de Poisson. Esto nos lleva a poder expresar las componentes
del vector corrimiento mediante las ecuaciones:

u=ax; v=bhy: w=hz

siendo a y b constantes que determinaremos imponiendo las condiciones de contorno.
Observando las ecuaciones de los corrimientos se deduce que existe un potencial

I 9
Plx, v, 2) =5 ax? + 5 b(y* + %)

b2 -

del que derivan.

Calculemos las constantes a y b aplicando las ecuaciones de equilibrio en el contorno.
primero en las bases y después en los puntos de la superficie lateral.

— En las bases: 1 (1, 0, O); Ope = 0 T =1,.=0

Xy

Ahora bien, por la ecuacién de Lamé

":’:"+2Gt=\-=i("[%ﬁ+ﬂ+$)+2cf—”:ztu+zm+2ca (1)
: dx  dy Oz o
— En la superficie lateral: u (0, B. )
(le+2Ge)f=0 o
- ‘b 2 Gl = 0 2
(le+2Ge)y=0 = Ma + 2b) + ) N

é

Figura E5.6.
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De las ecuaciones (1) y (2)

a4+ 2b)+2Ga=0
Ma+2b)+2Gb =0

se deducen los valores de a y de b.

- A+ G)o ) b — Lo
=606+ 26) ’ T 26341206

Por tanto, las componentes del vector desplazamiento son las del gradiente de la funcién
potencial ¢

f! ¢  (L+ Ga
=99 _

ox G(Bi+26)

5 < a¢ AT
P == - -\
oy 2G(3i+2G)°

do rG

T T 266Gi+26)

Las componentes de la matriz de deformacién en todos los puntos del sélido eldstico serdn:

[ % ¢ (A+ G)o a
£ - = —
N ox?* G(B3A+2G) E
. :az_.j;= N Ao _ e
(" 7T 2600420 "E
a* ¢ Ao o
&, = - = - ———— = _ﬂ —_
) oz? 2G(334+20) E
L.}Ixj' = ixz T }'y: =0

y la solucién de tensiones:

o, .=Ala+2b)+2Ga=0
=6,,=Aa+2b)+2Gh=0
=71,.=1,.=0

Xz ¥z
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Las matrices de tensiones y de deformaciones serdn, por tanto:

% 0 0 s 0 0
[D]=1| 0 —p% 0 - r1=10 0 0
0 0 —,u% 00 0

57. Una viga de ferrocarril se ha proyectado para que los railes, de longitud / = 28 m no estén
sometidos a tension alguna a una temperatura T = 23,6 °C.
Calcular la tension en los railes cuando la temperatura baja a —2°C en los siguientes casos:

a) Cuando los extremos de los railes estin fijos.
b) Cuando existe una tolerancia de acortamiento de f = 6,72 mm en cada rail.

Se tomard E = 2-10° kp/em® y o = 11,72-10 °°C ",
a) Si los extremos de cada rafl no fueran fijos, al disminuir la temperatura A7 °C se
produciria un acortamiento Al dado por

Al =1a AT

L]

Al estar los extremos fijos equivale a una tensién de traccién ¢ que provoque un alarga-
miento igual a Al
El alargamiento unitario serfa:

Al a
T = '3"AT=? = g=FE-aAT
Sustituyendo valores:

¢ =2-10°1172-107° (23,6 + 2) = 600 kp/cm*

o = 600 kp/cm?

b) Si existe una tolerancia de t = 6,72 mm, la tensién ¢ provoca en este caso un alarga-
miento Al que tiene el valor

Al =1oAT —1=28-10*-11,72-107°-25,6 — 6,72 = 1,68 mm

Por la ley de Hooke

Al 1,68

c=E o 2-10° 8100 120 kp/cm?

o = 120 kp/cm?
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58. Un paralelepipedo de cierto material eldstico (coeficiente de Poisson p = 0,3 y médulo de
elasticidad E = 2-10° kp/cm?) que a cierta temperatura tiene de dimensiones « =10 cm,
b = 20 cm, ¢ = 30 cm, se introduce en una cavidad de anchura b de paredes rigidas, planas y
perfectamente lisas, de tal forma que dos caras opuestas del paralelepipedo estén en contacto con

las paredes de la cavidad.
Una vez en esta posicion se eleva la temperatura del prisma en AT = 30 °C.

1. Calcular los valores de las tensiones principales en los puntos del paralelepipedo.
2.° Hallar los alargamientos unitarios principales.

Se tomard E = 2-10° kp/em?, o = 1,25-10 % °C "\

1.° Tomemos un sistema de ejes cuyas direcciones sean las de las aristas del paralelepipe-
do (Fig. E5.8).

Por la especial disposicién del paralelepipedo, las tensiones normales ¢, ¥ @,. son nulas.

Por otra parte, en virtud de la invariabilidad de la distancia entre las paredes de la cavidad,

es nulo el alargamiento en la direccién del eje y.

1
a:.\' = E [gn,\' - l“(ﬂn,\' + G'":]] + GAT = % + ﬂAT = 0

De aqui se obtiene:

19 —E AT = —2-10°-125-107°-30 = —750 kp/cm?

ny

El cuerpo estd sometido a una compresién uniforme. La tinica tensién principal no nula es

7 = — 150 kp/cm?

2°  La direccién del eje y es una direccién principal. Las otras dos direcciones, en nuestro
caso, quedan indeterminadas. Cualquier par de direcciones ortogonales entre si y perpendicu-

=5

Figura E5.8.
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lares al eje y son principales. Lo que significa que las direcciones de los ejes del sistema de
referencia adoptado son principales.

¢ =—_—‘"Eh+mr=m+ 1) a AT

x

g,
£ =24 aAT=0
E

‘¥

_'LLGH\'
::_=T+ oAT = (u+ 1) AT

Sustituyendo valores, se obtienen

¢, =6, = 48,75-10°°
0

£q

5.9. Dos paralelepipedos, A y B, de distinto material, y de las mismas dimensiones a x b x c, se

colocan a uno y otro lado de una placa rigida y lisa adosados a ella por sus caras a x ¢, de tal
forma que en sus ejes de simetria perpendiculares a dichas caras sean coincidentes. Ambos
paralelepipedos, junto con la placa, se introducen en una ranura de anchura igual a dos veces la
longitud de la arista b mds el espesor de la placa. Las paredes de la ranura son planas, rigidas y
perfectamente lisas.

Los paralelepipedos A y B se calientan, experimentando incrementos de temperatura f, y 1,
respectivamente.

Conociendo los médulos de elasticidad, E, y E,, los coeficientes de dilatacién lineal o, y o, ¥
los coeficientes de Poisson i, y i, de los bloques A y B, respectivamente, se pide:

1. Las tensiones principales en ambos bloques.

2.° Las variaciones de longitud de las aristas de los mismos.

3. Calcular la variacién de volumen de los dos bloques si ambos tienen las dimensiones
20 x 30 x 20 cm y cada uno de ellos las siguientes caracteristicas.

Cuerpo A (acero): o = 0,117-10*°C!
E,= 2-10° kp/em’
i = 0,25
t, = 60°C

Cuerpo B (aluminio): = 0,234-10 4 °C'
E,= 0,69 10° kp/em?
i, = 0,23
t, = 50°C

1.° Tomemos como sistema de referencia los ejes indicados en la Figura E5.9.

Los incrementos de temperatura producen dilataciones en todas las direcciones. El alarga-
miento en la direccién del eje y estd impedido para ambos bloques, lo cual crea tensiones a,,
en los mismos.
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h h

v

Figura E5.9.

Las ecuaciones a aplicar para resolver el problema son las correspondientes a las leyes de
Hooke generalizadas, teniendo en cuenta las dilataciones térmicas

1
&, = E [O—n:( —H {any + Uu:)} +oT
|

v E [qr!y - ﬂ[ﬂu.\' + 0'“:]] +a r

1
g = [0,. — plo, +0a,)]+aT

ecuaciones que aplicaremos a cada uno de los cuerpos.

Distinguiremos con el superindice 1 las componentes de las matrices de tensiones y de
deformacion del cuerpo A, y con el superindice 2 las correspondientes al cuerpo B.

Como la deformacién sélo estd impedida en la direccién del eje y, tendremos

Ademds, las ligaduras imponen las siguientes condiciones

O’,:. = g:%v
{ y = Oy )

el +el=0
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De las ecuaciones de Hooke, se deduce:

& = 5 Oay + 0ty 1
1
I el
£y =-E‘-' 6;!'—'—'12 t,
Teniendo en cuenta (1), se tiene:
— op ooy ! +i al, +oyt,=0
"y 151 ny -
JEI JE2
de donde:
oty oo,
ol = a2 = — 1 b 2 zEI E,
’ : E, +E,

El signo — indica que se produce compresiéon en ambos bloques.
Las tensiones principales pedidas serdn, pues

Cuerpo A Cuerpo B
g, =0,=10 g, =06,=0
oy ty + ooy ! oy ty +oot
oy = — 1 "1 2 2E1E2 oy = — 1 "1 2 ZLIE2
E, +E, E, + E,

2.2 Las variaciones de longitud de las aristas de los dos bloques vienen dadas por:

Aa=a-¢cl Aa =a-el
Cuerpo A{ Ab =b-¢} ; Cuerpo B{ Ab = b-¢}
Ac=c-g! Ac = c-e?

Ahora bien, las deformaciones longitudinales que aparecen en estas expresiones se pueden
obtener por las leyes de Hooke.
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f f
. oy b+ oty _ 5 oy by oyt
pl=p, 22 ot 2=, 22 E oyt
Hy E, +E, 2 1 x = M E +E, 1 2 b2
1 /20 R S SA 2 oy byt ty
gl ————= 2 E, 4+t 6= —————= E, +o,1,
¥ E] +Ez 2 151 3 bl +E2 1 2 2
oy by ooy 0, o, I, + o
.=:.'=1—~1—1i2F+0t1 ::?:124-%—21‘:+mh
s E, +E, 2 1 b : = M2 E, +E, 1 2 1z
\ \
Si hacemos
oy by ooy !
1 %1 2“2 — K
E, +E,
3.° Las variaciones de longitud de las aristas serdn:
Cuerpo A Cuerpo B
Aa=a(u, KE, + o, t,) Aa=alp, KE, + o, t5)
Ab = b(—KE, + o, 1,) Ab =b(—KE, + o, 1)
Ac=clu, KE, + o, 1) Ac =clu, KE; + o, t,)

La dilatacién cubica unitaria de los dos cuerpos es:

el +ef +el=2pu KE, - KE, +3 o1,

€1
e2+el +el=2p, KE, —KE, +3 0,1,

€

Sustituyendo valores:

0,117-60 + 0,234-50
-2 : 107% = 696-1071°

(2 + 0,69)-10°

e, =696-10719.0,69-10°(2:0,25 — 1) + 3-0,117- 107*.60 = 18,66-10*
e, =696-10719.2-10°(2-023 — 1) + 3:0,234- 107%.50 = 27,5810

187
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Por tanto, las variaciones de volumen de los dos cuerpos serdn:

AV, =¢e, V=18,606- 107%.20-30-20 = 22,39 c¢m?
AVy=e,V=2758-10"%.20-30-20 = 33,09 cm?

rA V,=2239 cm® ; AV, = 3309 cm? J

5.10. Un prisma de seccion rectangular @ x b y longitud / tiene sus extremos fijos en direccién
longitudinal, tal como se indica en la Figura E5.10a.
Al someterse el prisma a un incremento de temperatura 7', por igual en todos sus puntos, se

desea saber:
1.° Fuerzas de superficie y de volumen equivalentes al efecto térmico.
2. Funcién de Airy y solucién de tensiones.

3° Solucién de desplazamientos. Se considerardn como condiciones de sustentacién adicio-
nales a las indicadas el que el origen 0 no tiene ningin desplazamiento ni su entorno giros.

Son datos las caracteristicas del material: E, p, 2.

1.° El problema eldstico equivalente al termoeldstico comprende las siguientes fuerzas:

a__Ea VT
' 1 — 2u
' Eo -
_f“—l :’-.IHT“

siendo u (= f, 0) el vector unitario normal al contorno libre. Al ser el salto térmico T
constante, VT = 0, no existirdn fuerzas de volumen. En cuanto a las fuerzas de superficie, que
s6lo se aplican en el contorno lateral del prisma, tienen como valor

. ExT

Figura E5.10a.
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Por tanto, las fuerzas de superficie y de volumen equivalente al efecto térmico indica-
do, son

f,=0
7= EaT -
) _l-—2,u *
o
-  EaT
Y= - p
1 — 2u f

cuya representacion se indica en la Figura E5.105.

.

Y
'

| I |

!

EaT
I —2u

L k k

Figura ES.105.

2.° El problema es de deformacién plana, y al ser nula la fuerza de volumen admite la
funcién de Airy, que en este caso bastard con que sea de 2." grado.

¢(x,y) = Ax*> + Bxy + Cy?

f o*
G, = Py =2C
a2
{ a,, = (—2 =2A
wooax?
Ty = ¢ = —B
x T -
\ dxdy
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Imponiendo las condiciones de contorno:

a
X ==

2
y =
X =

Se obtiene la funcién de Airy

EoT
g, =2C= =
" 1 —2pu
T
ag.=2A= b =
ny ]—2P
b
- T,=—-B=0 =
5 x)
& EoT R
p=——— (x"+y
2(1 - 2p) !

C- EoT
201 - 2u)
B EoT
S 2(1 - 2p)

B=0

de la que se obtiene inmediatamente la solucién de tensiones

[ EaT
Jil_\: =
1 —2u
EaT
a. . =
< ol = 2
7,=0
2uEaT
O'"_ = Julant + ('rnj'] =
N ’ 1 — 2u

y. por supuesto, al ser un problema plano, t,. =1, = 0.
A la solucién de tensiones del problema eldstico equivalente, hay que restarle
en las tensiones normales el término

Eu
1 —2n

para obtener la solucién de tensiones del problema termoeldstico original.
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Asi pues, se obtiene

EaT
Oy = T2
1 —2u
EaxT
a,, =
Yool = 2pu
T, =0
T L=
e

_ 2uEaT EaT

EoT

_1—2;1_

EaT

_I—~2p_

= —EaT

1 —2u

191

3.° Las componentes de la matriz de deformacién son

/
1
e, = E [o, — pnlo,, +06,)] +aT = paT + ol = (1 + ol
1
& =% [o,, — ulo, + 0, )]+al=pal+ ol = (1 + pal
|
¢ = [o,. —ulo, +o,)]+alT=—al+ol=0
T T T
o= Y vo=-22=0 rl_:ﬁ=0
l‘l\g I xz G Tyz G

Integrando directamente, se tiene:

u= e, dx=(1+ poalx
v=_[edy=(1+poaTy
w=[e dz=0

el anular las constantes de integracién es correcto, como podemos comprobar

x:}‘:'_’:[)

0=0
< iJ ok
1 = 1+ ol | @ 0 % .
—rot 0 = (7"’] i _f_.. L_ =)
2 2 ox dy 0z
x vy 0
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Asi pues, la solucién de desplazamientos, es:
u=(l+pmaTx ‘
v=(14+waTy |
w=20

5.11. Dado el estado tensional definido por las tensiones

. . 2
Ty = ax! ] o.ny =ay Oy = Az
Ty =bxy ; 1.=bxz ; 7,. = byz
y las fuerzas de masa X = cx, Y = ¢y, Z = cz, determinan las relaciones que deben existir entre
las constantes a, b y ¢ para que el estado de tensiones supuesto sea una posible solucién de un
problema eldstico.

De la condicién de que las tensiones dadas tienen que verificar las ecuaciones de equili-
brio interno, se deduce:

cx 4+ 2ax + bx + bx =0
cy + by + 2ay + by =0 = c¢+2a+2b=0 (1)

¢x 4+ bz+bz+2az=10

Por otra parte, las tensiones propuestas tienen que verificar las ecuaciones de Michell.

1 %0 u Lax )
Aoy =—— —=—-——div[, -2
I = uoox? 1+ pu W ox
1 e i ~ ay 2a 3uc
Aoy +—— = = M iy 2 Y 2a + =- ~2 (2
Im T pnoay? 1+ pu L dy =TT u I+ u ¢ @
R(C) i - V4
Ao, +—— —=—— _givf 2%
ne 1 +pu 022 1+ p /. Oz )

Las otras tres ecuaciones de Michell se verifican idénticamente.
Las relaciones pedidas serdn, por consiguiente, las formadas por las ecuacions (1) v (2).

[}

L (c+2(a+b) =0
2024+ p) = —c(5p + 2)




Elasticidad bidimensional
en coordenadas cartesianas

6.1. Estados elasticos bidimensionales

Hay numerosos casos en la prdctica en los que el sistema de fuerzas exteriores y la
sujecién a que esté sometido un prisma mecédnico hacen que tanto la matriz de tensiones
como la matriz de deformacién no varien en los puntos de la pieza pertenecientes a una
recta perpendicular a una orientacion fija. Esto quiere decir que existe, en estos casos, un
plano que llamaremos plano director tal que los estados tensional y de deformacién en los
planos del prisma, paralelos a €l, son idénticos.

De ahi que sea posible estudiar los estados tensional y de deformacién en un plano,
que tomaremos como plano director, por lo que reciben el nombre de estados eldsticos
bidimensionales, sin perjuicio que a estos estados les sea aplicable la teoria general que
hemos visto en los Capitulos 2 y 3 para estados eldsticos tridimensionales.

Entre los estados eldsticos bidimensionales distinguiremos el estado de deformacion
plana, que veremos a continuacion, y el estado tensional plano, que trataremos mds ade-
lante en este mismo capitulo.

Plano paralelo
al plano director

Figura 6.1.

193



194 ELASTICIDAD

6.2. Estado de deformacién plana

Supongamos un prisma mecdnico tal que existe plano director y tomemos un sistema de
referencia cartesiano Oxyz cuyo plano xOy sea paralelo al citado plano director.

Definiremos como estado de deformacion plana el de un prisma mecdnico en el que las
componentes u y v del vector desplazamiento sean independientes de la coordenada = y
sea nula la tercera componente w.

u=ulx,y)
v =r(x,y) (6.2.1)
w=0

De esta definicién, teniendo en cuenta las relaciones (5.1.2) que expresan los términos
de la matriz de deformacién en funcién de las componentes del vector desplazamiento, se
deduce

ow du  Ow v Ow
ﬂ:ETZO: :’I.\‘::q_—i__ﬂ—_:O; }'J,_=T+——=O {623]
0z 0z 0 S0z dy

por lo que la matriz de deformacién serd

&, 37 O
1= {47, & 0 (623)
0 0 0

De la observacién de esta matriz de deformacién se deduce que la normal al plano
director es, en todo punto del sélido eldstico sometido a un estado de deformacién plana,
direccién principal. Las otras dos estdn contenidas en el plano director.

Las ecuaciones de Lamé nos permiten expresar las tensiones en funcién de las defor-
maciones

O =4/6+2Ge =(A+2 G)e, + /Isl‘,

Oy =de+2Ge =le +(A+2 G)e,

Op. = 1€ = Ale,+ &) (6.2.4)
rxy G ‘:"\‘]'

Tee =T, =0

por lo que la matriz de tensiones tomard la forma



ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 195

I Ty 0

0 0 plo,, + o,)

Un ejemplo de estado de deformacién plana lo tenemos en un prisma mecdnico
cilindrico cuyas bases estén ligadas a dos planos rigidos y que esté sometido a un sistema
de cargas normales a las generatrices, siendo la carga constante en magnitud, direccion y
sentido a lo largo de cada una de ellas (Fig. 6.2).

Si las componentes u y v del corrimiento fueran independientes de z, pero w no fuera
nula, sino que se verificara ¢, = constante, los estados de deformacion y tensional del
prisma mecdnico se podrdn obtener como superposicién de los correspondientes a un
estado de deformacién plana (w=0) y una traccién o compresién uniformes en la
direccién del eje Oz (e, = constante).

6.3. [Estado tensional plano

Supongamos un prisma mecdnico tal que exista plano director y tomemos un sistema de
referencia Oxyz cuyo plano xQy sea paralelo al citado plano director.
Definiremos como estado tensional plano el de un prisma mecdnico tal que la matriz de
tensiones no depende mds que de x e y, y tal que
1,.=T,.,=0,=0 (6.3.1)

Xz vz

De estas condiciones se deduce:

G(ﬂJriL‘:):o; G(ﬂr_‘ﬁl):o; A(‘W”+‘7L+ﬂ)+26‘1"’=0 (6.3.2)
dz t

Jz  dx dy dx dy oz )z

U

—_—

—_—

—_—
JR—

Figura 6.2.
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T

. . L, dn
Despejando de esta dltima ecuacién .
oz

dw yA u v
—_— = — — [ — + — (6.3.3
dz 2G+ 4 (ox Uy) :

y sustituyendo en las ecuaciones de Lamé, expresadas las tensiones en funcién de las
componentes del vector desplazamiento

[Ep 'V 7
| " (634)

Como la matriz de tensiones no depende mds que de x e y, se deduce que u y v son
funcién de estas dos variables exclusivamente, es decir:

u=u(x,y) : v=uv(xy (6.3.5)
Si esto es asi, de (6.3,2) se infiere que

aw ow

Ox ’ dy

-
Ty

oW '
Como, por otra parte, = no depende de z, segin se desprende de (6.3.3), necesaria-
(_‘7

&

mente w ha de ser una funcién lineal de z

w=uqaz+ b (6.3.6)

siendo a y b constantes.
Un ejemplo de estado tensional plano es el producido en el prisma mecidnico indicado

en la Figura 6.3.
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r:'
: X
1\
ol :
L}
1
! { \
1 L}
[} 1
i i
Gty S iAot | M
s Y z
v 2 R
Lo 4 ! :
Figura 6.3.

De acuerdo con lo dicho, en un estado tensional plano la matriz de deformacién serd

de la forma:

6.\:
[D]= |37y
0
y la de tensiones:
Gﬂx
(I Rl
0

37y O
£, 0 (6.3.7)
0 £,

Ty 0

g, 0 (6.3.8)
0 0

De la observacion de esta matriz de tensiones se deduce que la normal al plano
director es, en todo punto del sélido eldstico sometido a un estado tensional plano,
direccién principal. Las otras dos estdn contenidas en el plano director.

Ahora bien, si nos interesa estudiar la distribucién de tensiones en planos perpendicu-
lares al plano director, utilizaremos como matriz de tensiones la siguiente

(7] = (0‘"_‘ Tyy

Ly

) (6.3.9)

a, ¥/
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6.4. Direcciones y tensiones principales en un estado
elistico bidimensional

Hemos visto que tanto en un estado de deformacién plana como en un estado tensional
plano estd definida una direccién principal que es la perpendicular al plano director. La
diferencia entre uno y otro estado es que en el caso de deformacién plana la tensién
principal correspondiente es

Op. = (o, + a,) (6.4.1)

ny

mientras que en el estado tensional plano esta tensién principal es nula, como f4cilmente
se deduce de la observacién de las matrices de tensiones (6.2.5) y (6.3.8).
Las otras dos tensiones principales se pueden obtener de forma analitica o grifica.
Analiticamente, a partir de la ecuacién caracteristica que se obtiene desarrollando el
determinante

MR T (6.4.2)
Ty Oy — O
0 (0, + 0,)0 + 0, Ouy — Tay =0 (6.4.3)

que tiene de raices las tensiones principales

2
o, = Oy —: Ty + \/((In.t B Gnr) + r.%_r

s

2
o, = Gu.\' 1_ Gn)‘ o \/('Tu,\' B Jn_\') + T,%_*.-

sin que en estas expresiones los subindices indiquen ninguna ordenacién entre las tensio-
nes principales del correspondiente estado tridimensional. Si indican una ordenacién
(6, = 0,) entre las tensiones principales contenidas en el plano director.

Los vectores unitarios u (x, f3) que definen las direcciones principales correspondientes,
contenidas en un plano paralelo al plano director, se obtendrdn sustituyendo los valores
de las tensiones principales en las ecuaciones

(o]

(6.4.4)

[§]

{{a,,_\. —o)a+1, f=0 (6.4.5)

Ty &+ (0, —a)f=0

Para la resolucién grdfica de determinados problemas que se nos pueden presentar en
Elasticidad plana mediante el circulo de Mohr. adoptaremos el siguiente convenio de
signos, ya adelantado en el Capitulo 2.

La tension normal 4, es positiva si es de traccién.

La tensién tangencial t serd positiva si el momento. respecto del punto P interior al
prisma elemental, es negativo, es decir, tiene el sentido del semieje z negativo (entrante en
el plano del papel).
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En cuanto al dngulo 0 lo tomaremos positivo, contado a partir de la direccién positiva
del eje Ox en sentido contrario a las agujas de un reloj.

Si se utiliza el método gréfico para calcular las tensiones y direcciones principales se
procede como se indica en la Figura 6.4: conocida la matriz de tensiones respecto de unos
ejes x, y, no principales (Fig. 6.4a), se dibujan los puntos M y M’ (Fig. 6.4b) correspondien-
tes a las caras del elemento que se considera, cuyas normales son, respectivamente, los ejes
x e y positivos. Estos son puntos diametrales del circulo de Mohr. Las coordenadas de los
puntos de este circulo son las componentes intrinsecas de los vectores tensién de los
planos que pasan por el punto que se considera y son perpendiculares al plano director.
Las abscisas de los puntos A y B de interseccién del circulo de Mohr con el eje ¢, miden
las tensiones principales o, y o,.

Se comprueba, en efecto, que

2

L

. S+ 0, = o)
OA=OC+CA=£P—%+\/(M)+T_3},=UI
(6.4.6)

. +a,, o, — 0, \°
OB=0C - CB="m" %0 _ \/(qu . “"_J) + 15 =0,

Del circulo de Mohr se obtiene también el dngulo 0, que forma la direccién principal
correspondiente a ¢, con el eje x.

bl 2 T.\']'
@20, =~ (6.4.7)

nx — Ony

Otra forma de calcular las tensiones principales serfa la de expresar la componente
intrinseca o, del vector tensién correspondiente a un plano perpendicular al plano direc-
tor, como funcién del dngulo 0 que la normal a este plano forma con la direccién positiva
del eje x, y anular la derivada de o, respecto de 0, ya que las direcciones principales van a
ser aquellas a las que corresponden médximos o minimos relativos de la tensién normal.

T

(=]

A0y,

Ty 1

o

a) b)
Figura 6.4.
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Para calcular las componentes intrinsecas del vector tensién ¢ en un punto P, corres-
pondiente a un plano perpendicular al plano xOy cuya normal forma un dngulo f con la
direccién positiva del eje Ox, consideraremos el entorno prismédtico de P indicado en la
Figura 6.5.

Tendremos en cuenta el convenio de signos establecido anteriormente.

El vector tensién sobre el plano definido por el vector unitario u (cos 0, sen 0) serd

. o ‘ ‘cos 0 )
(7] = [T]00] = (jnx r_q,) (coq U) _ (o cos O + 1., sent ) (645)

G sen (/ 7., coslO + rrm, sen 0

ny xy

Las componentes intrinsecas o, y 1 se obtcndrén ficilmente multiplicando escalar-
mente el vector & por los vectores unitarios u y u' respectivamente, siendo

u'(sen 0, —cos 0) (6.4.9)

el vector unitario en la direccién de t positiva, segtin el convenio adoptado

{ 6,=0-u =0, cos’0+ 21, senl cosO + a,, sen’ 0

t=0-u'=g, senl cosl + 1, sen*0 — v, cos’0 — 5, senl cosl

Xy

o lo que es lo mismo, en funcién del dngulo duplo

Opx = Opy

ta,,
0, =" + 5 cos 20+ 1, sen 20

(8]

(6.4.10)

. a. .
T=-—"—"gen20—1._.cos20
2 Xy

Se obtienen asi las expresiones de las componentes normal y tangencial del vector
tension como funciones de 0. Calculemos los valores de 0 para los que cada una de estas

I

5‘ e R

Ty

Figura 6.5.
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funciones presentan mdximo o minimo relativo. Anulando la derivada respecto a 0, de la
primera ecuacion

1 c = Oy
= -2 2T en 20+ 27,0020 =0
se obtiene
21y,
tg20= -—% (6.4.11)
Opx — ny
y, andlogamente, de la segunda
d — O,y
d—;=2 Ui—j—ﬁ cos20+27,sen20=0
g, — a,..
tg20=—-———= (6.4.12)
27

Xy

La ecuacion (6.4.11) nos indica que hay dos valores de 0, 0, y 0, + ; perpendiculares

entre si, que la satisfacen. Las direcciones dadas por estos dngulos son las direcciones
principales y las tensiones correspondientes tensiones principales. De la misma ecuacién se
deduce que sobre los planos perpendiculares a las direcciones principales el vector tensién
carece de componente tangencial, por lo que el vector tensién correspondiente a cada uno
de estos planos es normal a su plano.

Andlogamente, la ecuacién (6.4.12) nos indica que existen asimismo dos valores de 0,

n . . . .
0,y 0, + 5 perpendiculares entre si, para los que la tensién cortante es maxima.

Comparando las ecuaciones (6.4.11) y (6.4.12) vemos que se verifica
tg 20, = —cotg 20, (6.4.13)

y, por tanto:

20,=20,+> = 0,=0,+

RS AR
=N

que expresa que en un estado tensional plano las tensiones cortantes mdximas se presen-

tan en los planos cuyas normales son las bisectrices de las direcciones principales.
Tomando como sistema de referencia en cada punto el formado por los ejes que son

coincidentes con las direcciones principales, las ecuaciones (6.4.10) toman la forma

+ 0, — 7,
0"=J' = 72, % 5 %2 cos 20

- - (6.4.14)
r=21"792 nog
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siendo # el dngulo que la normal al plano al que corresponden estas componentes
intrinsecas forma con la direccién principal correspondiente a a,.

6.5. Elipse de tensiones

En el Epigrafe 2.6 hemos estudiado el lugar geométrico de los extremos de los vectores
tensién correspondientes a los infinitos planos de la radiacién de vértice un punto P de un
sélido eldstico. Obtuvimos que cuando las tres tensiones principales son no nulas, el lugar
geométrico es un elipsoide llamado elipsoide de tensiones o elipsoide de Lamé También
vimos que en el caso de ser nula una de las tensiones principales, el elipsoide degenera en
la superficie limitada por una elipse de longitudes de semiejes los valores de las tensiones
principales no nulas, en el plano definido por las dos direcciones principales correspon-
dientes.

Es evidente que lo dicho entonces es aplicable a los estados eldsticos bidimensionales.
Por ello podemos afirmar, en el caso que las tensiones correspondientes a las direcciones
principales contenidas en el plano director son no nulas, que el lugar geométrico de los
extremos de los vectores tensién correspondientes a los infinitos planos de la radiacién de
vértice el punto P es un elipsoide si se trata de un estado de deformacién plana, y una
superficie limitada por una elipse, en el plano director, si se trata de un estado tensional
plano.

Pero en los estados eldsticos bidimensionales nos interesa de forma especial con-
siderar el haz de planos que pasan por un punto Py son perpendiculares al plano di-
rector. El vector tensién ¢ correspondiente a uno de estos planos, definido por el vector
unitario u, es

g, 0 0 cos () a, cos
[(c]=| 0 o, O sen 0 | = [ o, sen 0 (6.5.1)
0 0 o, 0 0

habiendo tomado como ejes x e y los contenidos en el plano director correspondientes a
las tensiones g, y @,, tanto si se trata de un estado de deformacién plana como si se trata
de un estado tensional plano.

De (6.5.1) se deduce que los vectores tensién correspondientes a los planos perpendicu-
lares al plano director en un estado eldstico bidimensional estdn siempre contenidos en
dicho plano director.

Veamos ahora cudl es el lugar geométrico del extremo M (x, y) del vector tensién para
el haz de planos que pasan por un punto P y son perpendiculares al plano director. De la
ecuacion (6.5.1) se deduce también

x=a,cos0 650
]_ y =a, sen 0 (6-5.2)
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Elevando al cuadrado las ecuaciones (6.5.2) y sumando miembro a miembro se obtiene
la ecuacién

(]

x? y?
J— e ] 't
S5 (6.5.3)

ecuacion de una elipse llamada elipse de tensiones.

Fécilmente se entiende que esta elipse no es sino la interseccién con el plano director
del elipsoide de Lamé en caso de un estado de deformacién plana: o el contorno de la
superficie contenida en el plano director en que degenera el elipsoide de tensiones, si se
trata de un estado tensional plano.

De las mismas ecuaciones (6.5.2) se desprende un método grifico para calcular el
vector tension mediante la utilizacion de la elipse de tensiones.

En la Figura 6.6 se indica con suficiente claridad el método a que nos referimos para lo
tres casos posibles que se pueden presentar segiin los signos de las tensiones principales o,
y 5, contenidas en el plano director.

6.6. Circulo de Mohr

El cdlculo de las componentes intrinsecas del vector tensién sobre un plano cualquiera se
puede hacer mediante la representacién gréfica de Mohr, segiin hemos visto en el Capitu-
lo 2. La diferencia entre los circulos de Mohr correspondientes a un estado de deforma-
cién plana o de tensiéon plana se refleja en la Figura 6.7: en el caso de estado de
deformacién plana, la tercera tensién principal es o,., generalmente no nula (Fig. 6.7a),
mientras que el estado tensional plano la tercera tensién principal es nula (Fig. 6.7h).

Sabemos que existen en cada punto de un sélido eldstico dos planos en los cuales la
tensién tangencial es mdxima, los correspondientes a los puntos M y M’ indicados en la
Figura 6.7. La posicién de estos dos planos respecto al plano director depende de los
valores y signos de las tensiones principales. De la misma Figura 6.7 se deduce que estos
planos, ademds de ser perpendiculares entre si, si tomamos un sistema de ejes en el que los
ejes x e y son coincidentes con las direcciones principales correspondientes a las ten-
siones principales o, y o, contenidas en el plano director, presentan las siguientes par-
ticularidades:

2
u
0\?
O [

=0
2= 0

g, =0 g <0
o, <0 7, <0

Figura 6.6.
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M

i f : ; Tinin

A
a) a, @

M M M
T, =05 =0, [P s s Oy =0, >0,
T v T
M M M

T Tonix ﬁ x Timix
1

0 Gﬂ
v ;=1

|
\M. a, =)

b)

A
[Js/v £

Figura 6.7.

— Si es un estado de deformacién plana en el que o, > g, > ¢,.. 0 es un estado
tensional plano en el que las tensiones o, y @, son positivas, los dos planos
contienen al eje y formando +45° con el plano director.

— Si es un estado de deformacién plana en el que a, > g,. > ¢,, 0 es un estado
tensional plano en el que las tensiones o, y o, son de distinto signo, los dos planos
son perpendiculares al plano director y las intersecciones con él son las bisectrices
de los ejes x e y.

— Si es un estado de deformacién plana en el que o,. > ¢, > ¢,, 0 es un estado
tensional plano en el que las tensiones ¢, y ¢, son negativas, los dos planos
contienen al eje x y forman +45° con el plano director.

En la Figura 6.8 se han dibujado los planos que presentan madxima tensién tangencial
en estos tres casos posibles, en los que en cada uno de ellos se han indicado los ejes
principales 1, 2y 3, que corresponderian a las tensiones principales ordenadas de mayor a
menor en el estado tridimensional correspondiente.

=3 z=1

sy
=

.
1
1
1
|
)
;
.
i
A
AN
.
.
)
i}
N

Figura 6.8.
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Ahora bien, si nos interesa solamente estudiar las componentes intrinsecas de los
vectores tensién correspondientes a planos perpendiculares al plano xOy, basta considerar
el circulo del didmetro definido por los dos puntos de abscisas los valores de las tensiones
principales ¢, y o,. Entre los puntos de esta circunferencia y las componentes intrinsecas
de los vectores tensién que corresponden a dicho haz de planos existe correspondencia
biunivoca. B

Para un plano definido por el vector unitario u cuyo sentido positivo forma un #n-
gulo 0 con el sentido positivo de la direccién principal 1, el punto D, cuyas coordenadas
son las componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente a ese plano, es la
interseccién del circulo de Mohr con la semirrecta trazada por el centro de dicho circulo
que forma un dngulo 20 con la direccién positiva del eje de abscisas, contado en sentido
antihorario.

En efecto, las coordenadas del punto D obtenido asi, segiin se indica en la Figu-
ra 6.9 son:

o, +a, o0,—0a,
2

L F4

OE =0C + CE =

cos 20

(6.6.1)

ED = CD - sen 20:5’-1;—62 sen 20

que coinciden con los valores de ¢, y t dados por (6.4.14).

Plano director

=N

Figura 6.9.

6.7. Curvas representativas de un estado eldstico plano

Tanto en el estado de deformacién plana como en el de tensién plana es suficiente estudiar
las tensiones en un plano paralelo al director. En muchos casos, el conocimiento de ciertas
curvas facilita el estudio del estado tensional y permite deducir algunas particularidades
que se puedan presentar. Estudiaremos las mds importantes de estas curvas, que aunque la
definicion de ellas se puede extender a problemas tridimensionales consideraremos en lo
que sigue casos de elasticidad plana.
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Isostdticas

Definimos las lineas isostdticas como las curvas envolventes de las tensiones principales.
Habrd dos familias de estas curvas que corresponden a las dos tensiones principales.
Quiere esto decir que por cada punto pasan dos isostdticas, una de cada familia, que son
ortogonales entre si.
Las ecuaciones analiticas de las isostdticas se pueden obtener a partir de la ecua-
cién (6.4.7)
21, 21g 0

tg 20 = e

Gux — G,,y B 1 - [gl ” [6.7.”

y como 0 es el dngulo que forma la direccién principal correspondiente a la tension mayor

con la direccién positiva del eje x se verifica: tg (0 = T} La ecuacién (6.7.1) toma la forma
ax

dy\* o, — 0, dy)
S I A 672
(dx) " Ty (d_\‘ 1=0 (6.1.2

xy

3

) dy ;
ecuacion de segundo grado en !_ cuyas raices son:
dx

dy O — Oy Opx = Oy |
S nx n + Hx ny 1 6.?.3
dx 2 7-'_\-.1‘ o \/( 2 Ixy ) " | ]

ecuaciones diferenciales, cuyas integrales son las dos familias de las curvas representativas
de las lineas isostdticas.

Un borde libre es una isostdtica y la otra familia le llega ortogonalmente.

Estas curvas pueden presentar singularidades si en algin punto las direcciones princi-
pales no estdn determinadas o las tensiones principales son nulas.

Llamaremos punto singular, circular o isotrdpico a aquel en que se verifica:

O—JI.\' = G—H)‘ [6'7‘4}

—\ :
Y

Figura 6.10.



ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 207

ya que la elipse de tensiones se reduce a una circunferencia y cualquier par de direcciones
ortogonales son principales.
Si un punto singular verifica ademads
Opy = Oy = Ty, = 0 (6.7.5)

nx ny xy

diremos que se trata de un punto neutro.
Alrededor de un punto isotrépico las isostdticas son de dos tipos:

a) Tipo intersectivo (Fig. 6.11).
Cada isostdtica rodea el punto isotrépico y corta a todas las de la otra familia.
b) Tipo asintético (Fig. 6.12).
Las isostdticas van por fuera del punto y hay diversos grupos de curvas que se
cortan entre ellas.

Isoclinas

Se definen las lineas isoclinas como los lugares geométricos de los puntos en los cuales las
tensiones principales son paralelas, o dicho de otro forma: las lineas isoclinas son las que
unen los puntos de igual inclinacién de las tensiones principales.

La ecuacién de las isoclinas se obtendrd, sin mds, igualando a una constante k la
expresién (6.4.7) que nos da la tangente del duplo del dngulo que la tensién ¢, forma con
el eje de las x.

2t

tg20 = —k (6.7.6)

Opy — Jny

Varias propiedades de las lineas isoclinas se desprenden de la propia definicién.

Si existe un punto isotrépico, por ¢l pasan todas las isoclinas.

Sélo puede pasar una isoclina por un punto que no sea isotrépico, o lo que es lo
mismo, las isoclinas no se cortan mds que en puntos isotrépicos.

I

;.

o=

34 Una isoclina de pardmetro 0 es idéntica a la de pardmetro 0 +

t

Figura 6.11. Figura 6.12.
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0+ Isostatica a,

' | Isoclina de
parametro €

Figura 6.13.

4" Siel cuerpo tiene eje de simetrfa y estd simétricamente cargado, dicho eje es una
isoclina,

5. Cuando una isoclina corta a un borde libre de esfuerzos cortantes, su pardmetro
viene dado por el dngulo de inclinacién de la recta tangente al borde de dicho
punto de interseccién (Fig. 6.14).

Las lineas isoclinas son de gran importancia, pues como veremos mds adelante se
pueden obtener por medios Gpticos y a partir de ellas es posible construir grdaficamente las
isostdticas, que son las que presentan mayor interés.

En efecto, supongamos que tenemos dibujadas varias isoclinas, lo suficientemente
préximas para que entre cada dos de ellas podamos sustituir la familia de isostdticas por
una serie de arcos de circunferencia.

Fijado un punto I, en la isoclina 7, (Fig. 6.15a4) buscaremos el I, sobre y,, tal que el
punto A de interseccién de las tangentes a la isostdtica en I, e I, verifique AT, = AT,

. ) 0, +0,
Para ello trazaremos por I, una recta que forme con el eje x un dngulo o = ———= (Fi-

L

gura 6.15b), siendo 0, y 0, los dngulos que la direccién principal forma con dicho gje en
los puntos I, e I,, respectivamente.

Vi

Isoclina de parametro 8,

Isoclina de parametro 6,

X

Figura 6.14.
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En efecto, segin se desprende de la Figura 6.15b

0, + ALl

o= 2 24 U +”
A = oa—0,=0-a = az'—_’—%

0, =a+1,1,A -

AN AN VAN
ya que Al I, = I,1,A, por ser Al I, isésceles.
Obtenido I, buscaremos I sobre 75, tal que BI, = Bl,, y asi sucesivamente.
La envolvente de estas tangentes es una de las isostdticas que pasan por I,.

Lineas de mdxima tension cortante

También pueden presentar cierto interés las llamadas lineas de mdxima tension cortante
que se definen como las envolventes de las direcciones para las que la tensién tangencial es
méxima en cada uno de sus puntos. Del circulo de Mohr se desprende que las lineas de
mdxima tensién cortante forman dos familias de curvas ortogonales que son bisectrices de
las isostdticas en cada punto.

Su ecuacién analitica se obtendrd a partir de la ecuacién (6.4.12)

G, .—0 21tg 0
tg 20 = — —= 2 = — 6.7.7
£ 21y, 1 —tg 0 ( )
dy
que, como tg 0 = !‘ , toma la forma
dx
‘dy\? 41, ly
(f_—) _ w (2) _1=0 (6.7.8)
dx. Oy = Oy \AX,

"

Isoclinas

\ lsostatica

a) h)
Figura 6.15.
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ecuacién de segundo grado, cuyas raices son las ecuaciones diferenciales de primer

orden
1y 21, 27 \?
Wt \/( C ) 4 (6.7.9)
dx Oy — Jn,\- Opx — Grry

cuyas ecuaciones integrales representan las dos familias de lineas de mdxima tensién
cortante.

Isocromadticas
Son las curvas que unen puntos de igual diferencia de tensiones principales
o, —0,=k (6.7.10)

Gy — 0, . . .
= —'—_f—' las isocromdticas son curvas en cuyos puntos la tensién

tangencial mdxima es constante.
Se obtienen en el banco fotoeldstico como franjas de igual color y de ahi su nombre.
En un borde libre, como una de las tensiones principales es nula, el valor k de la
isocromdtica da directamente el valor de la otra tensién principal.

Dado que Trnix

Isopacas
Son curvas en cuyos puntos es constante la suma de las tensiones principales
o, + ¢, = constante (6.7.11)

La palabra isopaca significa «igual espesor». Su nombre proviene de que en estados
tensionales planos la deformacién unitaria en direccién perpendicular al plano director es

-

u
g, = — 7 (6, +a,) ' (6.7.12)

y los puntos en los que el espesor es constante son aquellos en los que es constante la
suma de las tensiones principales.

Isobaras

Llamaremos lineas isobaras los lugares geométricos de los puntos en los cuales las
tensiones principales correspondientes a cada una de las familias de isostdticas tienen el

mismo valor
Oy + Opy laux — Oy ? 2
o’l = —-—'}-— + __"}— + T‘\‘}. = k:

N2
— g,
nj) + T_Ey — k2

(6.7.13)

Q
[SV]
|
___C-‘.
o | 4
Q
5
|
TN
;‘-‘u
1o



ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 211

Hay, pues. dos familias de isobaras, correspondientes cada una de ellas a cada una de
las dos familias de isostdticas.

Las isobaras se pueden construir a partir de las isopacas e isocromdticas. En efecto,
sean las isopacas

goto,=m—1,mm+1,m+?2
las isocromaticas
g, —d,=n—2,n—1,n,n+1,n+2

Supongamos un punto A donde la segunda isopaca corta a la cuarta isocromitica
(Fig. 6.16).

o toy=m | m+n+ 1 m—n—1
L % 6.7.14
o,—a,=n+1} = 0 2 2 ( )

Consideremos ahora el punto B interseccién de la tercera isopaca con la tercera
isocromdtica.

G,

m+0;=m+l} N 61=m+;+1: =m—;1+l (6.7.15)

G,—06,=1n

En general, ¢, tendrd el mismo valor en los puntos de corte de la isopaca de valor
m — s con la isocromdtica de valor m + s. Y ésta serd la ley para construir las isobaras de
la familia ¢,. Andlogamente se harfa para la familia correspondiente a a,.

RN N
Y I,i\j' o A
AN N\ N
a, | A PRR P ]
'~ o o ov
o, ] = e
30 Coytos=m+2
o = 1

oy to;=m+1

g, tay,=m

NN & x b o to,=m-1

Figura 6.16.
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Isoténicas

Son los lugares geométricos de los puntos de igual deformacién principal. Evidentemente,
existen dos familias de isoténicas correspondientes a

e =k s,=k

2
2 -

6.8. El problema eldstico en un estado de deformacién plana

Dado un cuerpo eldstico y definida la solicitacién exterior., el problema que se plantea la
teorfa de la Elasticidad es la determinacién del estado del cuerpo después de la deforma-
cién. Una forma de resolver el problema es conocer los corrimientos en todos los puntos,
pues hemos visto que a partir de ellos quedan determinadas las componentes de la matriz
de deformacién [ecuaciones (5.1.2)], y a partir de éstas se obtienen las correspondientes a
la matriz de tensiones mediante las ecuaciones de Lamé,

Ya se comprende que en cada punto, fijado el sistema de referencia, la matriz de
tensiones es dnica y también la de deformacién. Admitiremos esta unicidad que se ha
demostrado matemdticamente por Kirchoff para los casos que existan relaciones lineales
entre tensiones y deformaciones.

De una forma general, como hemos visto anteriormente en el caso de un estado
eldstico tridimensional, las tensiones y deformaciones, solucién del problema eldstico
tienen que verificar en todo punto del sélido eldstico:

a) Las tres ecuaciones (5.1.1) de equilibrio interno.
b) Las seis ecuaciones (5.1.3) de compatibilidad.
¢) Las ecuaciones de equilibrio en el contorno, en los puntos del mismo.

Consideremos ahora el caso de un cuerpo eldstico sometido a una solicitacién exterior
tal que provoque un estado de deformacién plana. Las ecuaciones de equilibrio interno se
reducen a

Y + nx Xy — 0
d x dy
(6.8.1)
dt, 0o,
Y+ —2 4+ =
Jd x oy

ya que la tercera queda Z = 0, es decir, si existen fuerzas de volumen éstas han de estar
contenidas en planos paralelos al plano director.
Las deformaciones en funcién de las tensiones son

l | +
Ey = E [Jrr_\- — M [G'"_r + "Tn:]] = Tﬂ' [[l - .I”') Opy — H Jrr)r]
| [+
gy = [0 — 00, + 0,)] = —E-“-‘ [(1 = o, — 1 o,.] (6.8.2)

LTy 21+

fxy T G E t.\r,\‘




ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 213
De las condiciones de compatibilidad queda solamente

2%y e, 0%¢
by % 5 C 5 (6.8.3)
oxdy  0x

ya que las otras cinco se verifican idénticamente.

Busquemos una ecuacién cuya solucién verifique las ecuaciones (6.8.1) de equilibrio
interno y la (6.8.3) de compatibilidad. Para ello, derivemos la primera ecuacién (6.8.1)
respecto de x, la segunda respecto de y y sumemos miembro a miembro.

q@zr ?a Po. X 0Y

w. 0 % % 02 90 6.8.4
Ox Oy ox? aoy? ox dy (68.4)

Sustituyendo en (6.8.3) las derivadas de las deformaciones, obtenidas derivando las
(6.8.2), se tiene

ity iRl 0’ a iR} 0’ o
" Xy . ny nx | nx ny
© ox dy =n ( ox? * {17}:2 ) H ( ax? + ﬁyz ) (6.8.5)
¢ igualando a (6.8.4), se obtiene finalmente
07 i -1 (FT? X oy
—t— +0,)=— +— 6.8.6
(ﬂxz Jyz‘) (O + Ony) l—u\ dox ay { )

expresion en la cual el primer paréntesis es, en coordenadas cartesianas, el operador
laplaciana y el dltimo la divergencia del campo vectorial f, de las fuerzas de masa por
unidad de volumen, por lo que esta ecuacién se podrd expresar simbélicamente de la
siguiente forma

Ale,, +0,)=—" dlv ," (6.8.7)

nx ny/ 1 —

: .o
En el caso particular que las fuerzas de volumen sean nulas o constantes, div f, = 0, la
anterior ecuacion se reduce a

Aoy, + 6,) = 0 (6.8.8)

en la que se observa que no interviene el coeficiente de Poisson.

La solucion obtenida de esta ecuacién diferencial verifica las ecuaciones de equilibrio
interno y las de compatibilidad. Por tanto, para que sea solucién del problema eldstico
solamente tendrd que verificar las condiciones de contorno.
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6.9. El problema eldstico en un estado tensional plano

En este caso las ecuaciones de equilibrio interno (5.1.1) se reducen a

do,, dt,.,
X+——+—=—=2=0
dx ay
(6.9.1)
yy Qw00 4
ox ay

Las deformaciones en funcién de las tensiones, teniendo en cuenta que g,, = 0, son

&, = T (O — 1O, &= T o T e % (0, + 0,)
(6.9.2)
T, 2(1+p .
Tx_r = Ej = T Ixy L] Vxz = }‘y: =0
De las condiciones de compatibilidad (5.1.3) quedan

0? Vay _ e, 0%e,

dxdy ax*  ay?
(6.9.3)

P, e, e 0

ay*  ox* dxdy

Pongamos la primera de estas ecuaciones en funcién de las tensiones. Para ello,
derivemos la primera ecuacién (6.9.1) respecto de x, la segunda respecto de y, y sumemos
miembro a miembro

2 a2 N2 -
b ﬂ T.\'j' - a (‘TJI,\' . "} O‘M}' _ ("X . 0_)" t6 9 4]
ax dy ox? ayr ox 0y

Por otra parte, sustituyendo en la primera ecuacién (6.9.3) las derivadas de las defor-
maciones, obtenidas derivando las (6.9.2), se tiene

., o 0’ ? e e
204 S =S T C T (O Ty @ Ty (695
W axa y  ox? oy? o2 oy?

0% T,
e igualando la ; j'” de esta ecuacién con la (6.8.4), se obtiene finalmente
ox oy
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0?2 )X Y
((—2 -+ (—7) (O +0,)=—(14+pn ((— “ {n—) (6.9.6)

ox= 0y’ ox  dy

que se puede poner simbdlicamente de la siguiente forma

Ao, + a,)= —(1 + w div f, (6.9.7)

nx ny

Si las fuerzas de volumen son nulas o constantes, queda
Ao, +a,)=0 (6.9.8)

La solucién al problema eldstico obtenida de esta ecuacién diferencial tiene que
verificar las condiciones de equilibrio en el contorno.

Observamos que si las fuerzas de volumen son nulas o constantes, tanto en el estado
de deformacién plana [ecuacién (6.8.8)] como en el tensional plano [ecuacién (6.9.8)],
llegamos a obtener la misma ecuacién, en la que no interviene el coeficiente de Poisson.
Esto nos dice que la solucién es independiente del material, propiedad en la que se
fundamentan los métodos fotoeldsticos y de ensayos sobre modelos.

Sin embargo, hay que hacer una importante observacién. Tanto en el caso de deforma-
cién plana como en el de tensién plana hemos hecho intervenir las mismas condiciones de
integrabilidad. Pero en el estado tensional plano se tienen que verificar ademds las
condiciones (6.9.3) no utilizadas

nx

e e e .
B0 B _C (6.9.9)
dy ax dx dy

que, en general, no se cumplirdn, ya que
6. = —— (o, +0,) (6.9.10)

y 0,, ¥ 0,, habrian de ser funciones lineales de x ¢ y.

Por tanto, si la solucién en el caso de deformacién plana era exacta, en el caso de
tension plana no lo es. No obstante, si se trata de una placa delgada, la solucién que se
obtenga de esta forma la admitiremos como vilida por ser muy aproximada.

6.10. Funcion de Airy

Cuando las fuerzas de masa son constantes en un prisma, con estado de deformacién o
tensién plana, el problema eldstico puede verse simplificado notablemente mediante la
utilizacién de una cierta funcién ¢ llamada funcion de tensiones o funcion de Airy.

En electo, si derivamos las ecuaciones (6.8.1) 0 (6.9.1) de equilibrio interno, suponiendo
las fuerzas de masa constantes, se tiene

nx __ o ’ xy (6.]0- l]
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a4

Igualando estas expresiones a la derivada cuarta de una funcién ¢, se deduce

ox? ay?
que podemos obtener los valores de las tensiones de la forma siguiente:

Oy = Lo, S Ty =
"ogy? woox? o dx dy

32 52 A2
> e _re. Ty (6.10.2)

que verifican las ecuaciones de equilibrio interno.
Tanto la ecuacién (6.8.8) en el caso de deformacién plana como la (6.9.8) en el caso de
tensién plana es verificada, siempre que ¢ cumpla la condicién

2 a2\ /a2 2\ ot i
(r. ( )(U ¢+3 ‘f’)_‘ 9{’_'_-; ¢ fb 0 (6.10.3)

L9
— A - =
ox*  ay* ) oax? ox*ay? oyt

ox? ;717
es decir, que la funcién de Airy tiene que ser, para que se cumplan las condiciones de
compatibilidad y las ecuaciones de equilibrio interno una funcién biarmdnica.

El problema eldstico, en los casos de elasticidad bidimensional con fuerzas de masa
constantes queda reducido, pues, a encontrar una funcién biarmdénica cuya solucién de
tensiones que de ella se derive verifique las condiciones de contorno.

Si las leyes de variacién de las tensiones en el contorno son polinomios de grado n
cabe esperar que la funcién de Airy sea un polinomio en x, y, de grado n + 2.

Una vez determinado el grado del polinomio de Airy, en los casos que sea posible, se
supone la funcién ¢ un polinomio de ese grado, hasta los términos de segundo grado
inclusive, con coeficientes A, B, C..., que se determinardn mediante la identificacién de las
tensiones obtenidas a partir de ¢ [ecuaciones (6.10.2)], con las leyes deducidas de la
solicitacién exterior, y cumpliendo los coeficientes las relaciones precisas para asegurar la
condicién de biarmonicidad de la funcién de tensiones.

6.11. Funcion de Airy cuando las fuerzas de masa
deriven de un potencial

Consideremos ahora el caso en el que las fuerzas de masa no sean constantes, pero si
deriven de un potencial V, es decir:

Y — v
ox
fo=-VV (6.11.1)
v ov
oy

En este caso, las ecuaciones de equilibrio interno se pueden expresar de la siguiente
forma:
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d dr,
0x (T )+ dy
(6.11.2)
arx.v_,_ 4] ( V) =0
ox  dy Tny B
Si ¢ = ¢p(x, p) es funcién de Airy, la solucién de tensiones
( 22 ¢
g, = V+ W
¢
< fl'"y—-V‘l‘EX—z [6113|
¢
T, = —
- ox dy

satisfacen idénticamente las ecuaciones de equilibrio interno (6.11.2).
Para imponer la condicién de compatibilidad distinguiremos entre estado de deforma-
cion plana y estado tensional plano.

a) Estado de deformacion plana

Segiin hemos visto anteriormente, se tiene que verificar la ecuacién (6.8.7)

Sl IR} | ‘0*V. vV
Al2V+ +=— )= = + 6.11.
( ox? (}‘y‘) 1 — (ﬂ_\" ay* (6.11.4)
o lo que es lo mismo, simplificando
1—2p
A* ¢+ p AV=0 (6.11.5)

Esta ecuacién permitird obtener la funcién ¢ de Airy que resuelve el problema eldstico
en un estado de deformacion plana. La solucién que de ella se derive solamente tiene que
verificar las condiciones de contorno.

b) Estado tensional plano

Si se trata de un estado tensional plano, la ecuacién que se tiene que verificar para que la
funcién ¢ cumpla las condiciones de compatibilidad es la (6.9.7)

2¢  0* ¢ 2V v
A(2V+(¢+£f)=(1+,u)(( + ) (6.11.6)

ox*  ay?, ax*  dy?
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O sea:
AP+ (1 —ppAV=0 (6.11.7)

st bien en este caso hay que senalar el cardcter de solucién aproximada en la resolucién
del problema eldstico.

6.12.  Solucion de Filon a la resolucién del problema eldstico plano

En el estudio de una viga cuya longitud es muy superior a la altura, Filén propuso una
solucién de polinomios trigonométricos al problema eldstico que se presentaba en esa
viga.

En la solucién de Filén se consideran despreciables las fuerzas de masa y se propone
una solucién de tensiones que se pueda expresar como producto de otras dos: una que
depende exclusivamente de x y otra funcién solamente de y.

D(x,p) = @(x)- Y (y) (6.12.1)

La funcién de tensiones @ tiene que ser biarmdnica, es decir, tiene que verificar

fiag ) o oo
NO=——"+2 S +—-5=
ox* ox?ay? oyt
(6.12.2)
d*q d* ¢ d* d*
SOyt dy
dx dx= dy dy
Si tomamos la funcién ¢ de la forma
@ =A cos Ax + Bsen Ax (6.12.3)
como sus derivadas segunda y cuarta son
d* ¢ . : . . 5
—— =—A s cosix—-B i sen ix= —4"¢p
dx
34
tf T =A J*cos ix + B i*sen ix = it ¢
ax
si sustituimos en (6.12.2), tenemos:
1%y d*
P a2 e e v _ o
oy =270 iy + ¢ a0y 0 (6.12.4)
o bien
d* d*
— 2 A2 —+ ity =0 6.12.5
a0 e At ( )
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ecuacién diferencial de cuarto orden y coeficientes constantes, cuya solucién serd de la
forma |y = &*.
Por tanto, su ecuacién caracteristica es
=28 +54=0
de donde:
(=5 =0 = s= 4/ (raices dobles)
La solucién integral de la ecuacién diferencial (6.12.5) es
W =Cchiy+ D shly+ Eychiy+ FyshAiy
por lo que la funcién de tensiones @ seri:
® = (A cos Ax + B sen ix)(C ch iy + D sh iy + Ey ch Ay + Fy sh Ay)  (6.12.6)

Con esta solucién se verifica para cualesquiera valores de las constantes, y se podrd
tomar como solucién mds general la suma algebraica de ellas

m=h
®= > (A, cos ix+ B, sen ix)(C,, ch iy +

m=1

6.12.7
+ D, sh Ay + E,y ch 2y + F,y sh iy) ( )

ecuacién en la que se tienen cuantas constantes arbitrarias se deseen para ajustarse a las
condiciones de contorno.

6.13. Funciones de Airy polindmicas

Hemos visto anteriormente que en un estado de elasticidad bidimensional en el que las
fuerzas de volumen sean constantes o nulas ¢l problema del cdlculo de la matriz de
tensiones se reduce a la determinacién de una funcién ¢, llamada funcién de tensiones o
funcién de Airy, que sea biarménica

A p=0 (6.13.1)
o bien, en coordenadas cartesianas

a* 5 ¢ a*

oxt T ooxtoyr oyt

=0 (6.13.2)

A partir de ella, las componentes de la matriz de tensiones son:

¢ > ¢
=—; == b= = - Xy —Tx 13.3
O Pl Oy =55 0 T 3%y Xy —¥x (6.13.3)
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Generalmente, en este proceso se obtienen las anteriores expresiones en funcién de
ciertos pardmetros que aparecen en la funcién ¢ y que habrd que determinar imponiendo
las condiciones de equilibrio en el contorno

I_Y =0, 0t Ty p (6.13.4)
l Y =1, ,0+0,p |

Frecuentemente interesa seguir este camino, es decir, especificar en primer lugar la
forma analitica de la funcién ¢ y determinar después sus pardmetros, de forma que
satisfagan la condicién de biarmonicidad y las de contorno.

Una vez obtenidas las componentes de la matriz de tensiones se deducirdn las corres-
pondientes de la matriz de deformacién mediante las leyes de Hooke generalizadas, y a
partir de éstas se pueden determinar, salvo una traslacién y un giro alrededor del eje z, las
componentes del vector desplazamiento de cualquier punto integrando las ecuaciones
diferenciales correspondientes, andlogamente a como se hizo cuando en el Capitulo 3
obteniamos las condiciones de compatibilidad de las componentes de la matriz de defor-
macion.

Sin embargo, ahora procederemos de diferente modo. Supondremos soluciones poling-
micas de la funcién de Airy y ajustaremos convenientemente los coeficientes para ver el
significado que tal funcién de tensién comportard en el estado eldstico provocado en una
placa rectangular, viendo qué condiciones de contorno crearfan ese estado tensional cuya
funcién de tensiones es ¢.

Para funciones polindmicas de grado inferior al cuarto, la condicién de biarmonicidad
estd asegurada, y como para la funcién de primer grado la solucién de tensiones (6.13.3) es
idénticamente nula, consideraremos en primer lugar una funcién polinémica de segundo
grado.

Polinomio de segundo grado
Si la funcién de Airy viene representada por un polinomio homogéneo de segundo grado
a c o, i
P(x,y) =5 x* + bxy + 50 (6.13.5)

la solucién de tensiones dada por (6.13.3), en el caso de que las fuerzas de volumen sean
nulas serd

'_]2 ’?3 72
9 ¢ N o, (6.13.6)

= = " 7 — =1 _ —
FICE w4 T dx dy

O-l'l,\'
Se obtiene, como vemos, una combinacién de tensiones uniformes de traccién o
compresion (segtin el signo de los coeficientes @ y ¢) en dos direcciones perpendiculares
entre si y una tensién tangencial uniforme. Es lo que se llama estado de tensién homogéneo.
Se observa que en este caso si los ejes son paralelos a los lados de la placa, el resultado
obtenido es independiente de la posicién del origen de coordenadas.
Las fuerzas superficiales en el contorno se obtienen de (6.13.4). Se dibujan en la Fi-
gura 6.17 para el caso de los tres coeficientes positivos.
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Figura 6.17.

Vemos que la funcién de Airy polinémica de segundo grado resuelve el problema
eldstico de la placa en los siguientes casos:

1° Cuando la placa estd sometida a una traccién uniforme en la direccién del eje y,
todos los coeficientes son nulos, excepto a.

2° Cuando la placa estd sometida a una fuerza tangencial uniforme en todo su
contorno, todos los coeficientes son nulos, excepto b.

3° Cuando la placa estd sometida a una traccién uniforme en la direccién del eje x,
todos los coeficientes son nulos, excepto c.

4° Cuando la placa estd sometida a una traccién uniforme en la direccién del eje x y
a una fuerza tangencial uniforme en todo su contorno, el coeficiente a es nulo.

5° Cuando la placa estd sometida a doble traccién en las direcciones de los ejes x ¢ ,
el coeficiente b es nulo.

6.° Cuando la placa estd sometida a una traccién en la direccién del eje y y a una
fuerza tangencial uniforme en todo su contorno, el coeficiente ¢ es nulo.

Hemos supuesto todos los coeficientes positivos. Si a o ¢ fueran negativos, las traccio-
nes correspondientes serfan compresiones. Si es negativo b, cambiarfa el sentido de la
fuerza tangencial en su contorno.

Polinomio de tercer grado

Si la funcién de Airy es un polinomio homogéneo de tercer grado

l , d
P(x,y) = % x* + ;J X2y + - xyt+ % y? (6.13.7)

ol

se cumple también la condicién de biarmonicidad para valores arbitrarios de los coe-
ficientes.



222 ELASTICIDAD

Las tensiones, segtin (6.13.3), vendrdn dadas por

nx — cx + d “
Oy =aX + by (6.13.8)
Ty =—bx—cy

que, como se ve, son funciones lineales de las coordenadas.

Las fuerzas superficiales que tendrian que actuar sobre el contorno de la placa para
que la funcién de Airy ¢ nos resolviera el problema eldstico en ella se obtendrian de forma
andloga a como hemos hecho en el caso anterior, en el que la funcién ¢ era un polinomio
de segundo grado.

De forma andloga también podemos estudiar los casos que corresponden cuando son
nulos uno, dos o tres coeficientes. Pero entre todos ellos merece especial atencién el caso
en el que todos los coeficientes son nulos, excepto d, es decir, cuando la funcién de Airy es

de la forma

¢ = ‘é 33 (6.13.9)

En este caso, la solucién de tensiones es

Op=dyv; a,=0; 1.,=0 (6.13.10)

ny Xy

La aplicacién de las ecuaciones (6.13.4) nos proporciona las fuerzas superficiales en el
contorno, que representamos en la Figura 6.18.

De la solucién de tensiones se deduce que la distribucién de tensiones en cualquier
seccion recta perpendicular al eje x es la misma, anuldndose en todos sus puntos la tensién
tangencial. La tensién normal es directamente proporcional a la distancia a la fibra que
no estd sometida a tensién alguna. De ahi que a esta fibra se le llame fibra neutra, y dado
que en toda seccidn recta el sistema de fuerzas engendrado por las tensiones normales se
reduce a un momento flector constante, diremos que la placa trabaja a flexién pura.

Si es conocido el momento M por unidad de espesor de la placa podemos expresar el
coeficiente d en funcién de éste.

En efecto, en cualquier seccién paralela al eje y

I h
M = j o, vdy= EJ- dy*dy =
—h ]

L -

|
N

y

—

I

h

Figura 6.18.
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de donde

(FS]

N

~d
=

t

Por tanto, la solucién de tensiones se podrd expresar asi:

Oy = yv: o6,=0; 1t.=0 (6.13.12)

Un aspecto interesante se desprende de la consideracién de las dos condiciones de
contorno distintas indicadas en la Figura 6.19.

En a) se indica la distribucién lineal de esfuerzos normales en dos caras opuestas del
contorno de la placa correspondiente al caso de flexién pura que hemos estudiado
anteriormente. En b) si la tensién ¢ de traccién o compresién sobre las mismas caras es tal

M _ . . .
que g = R los sistemas de fuerzas aplicados en ambos casos son estdticamente equivalen-
%)

tes y, en virtud del principio de Saint-Venant, en una zona suficientemente alejada de los
extremos la distribucién de tensiones es la misma en los dos casos.
Si todos los coeficientes son nulos, excepto a

_ G =0
q& = g x3 = Gpy = AX (6.13.13)
T =10

es un caso andlogo al anterior. La diferencia estriba en que ahora los esfuerzos normales
actian sobre los lados de la placa paralelos al eje x y el eje neutro, lugar de los puntos de
tensién normal nula, es el eje y (Fig. 6.20).

Polinomio de cuarto grado

Si la funcién de Airy es un polinomio homogéneo de cuarto grado

a b ¢ S d e
b= B x* + g X*y+sxtyt 4 E.xﬁ + & g (6.13.14)
Oy, = & o= }‘2
2 !
h - =
by _ o X
h - -

a) by
Figura 6.19.
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Figura 6.20.

los coeficientes ya no pueden ser arbitrarios, pues al tener que cumplir la condicién de
biarmonicidad se habrd de verificar

'14(;4) q4¢ +a4¢,

A* = 2 =2a+4c+2e=0
= ax* x2ay? oyt
es decir:
a+2c+e=0 = e=—-2¢c—ud (6.13.15)

con lo que la funcién ¢ tomaria la forma

; , 2¢
b=L 42 Wy Nty d xy? = (1-: Ly (6.13.16)

en la que ahora los coeflicientes a, b, ¢, d si pueden ser arbitrarios.
La solucién de tensiones es:

G,.=cx*+dxy— (2c + a) y?
Guy = d x*+ bxy+cy® (6.13.17)

Segun los valores de los coeficientes tenemos diferentes condiciones de carga sobre la
placa rectangular. A modo de ejemplo, veamos dos casos particulares, tomando en ambos
el sistema de referencia coincidente con los ejes de simetria de la placa.

Si todos los coeficientes son nulos, excepto a

a a Oy = —ay”
d) = _]_2 3—4 — F '1;4 = Jn_\' = ax2 (6]3'8'
I . =

xy

En la Figura 6.21 se representan los esfuerzos unitarios sobre el contorno para valores
de a positivos. La placa estd sometida a compresién segin el eje x y a traccién segin el
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Figura 6.21.

225

¢je y. Ambas distribuciones siguen una ley parabdlica anuldndose en los puntos medios de

los lados.
Si todos los coeficientes son nulos, excepto b

JII.\' = 0
ag,.=hxy
p=2x3y = { OwTPY
6 b
t.\',\' = — 5 X-

]

(6.13.19)

La placa estd sometida a esfuerzos normales en los lados y = +h que siguen una ley

lineal, y a esfuerzos tangenciales: ley uniforme en los lados x = + 5 y parabdlica en

V= ih {Fig. 6.22}‘

i N

' t }

h 0 x T 0 ¢

i il ool
/

e
>

Figura 6.22.
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Polinomio de quinto grado

Si la funcién de Airy es un polinomio homogéneo de quinto grado

b ¢ d e
5 4 3.2 2.3
b= XS+ — x*y+- 3y - X2y —
20 12 6 ’ 6 ’ 12

\‘y‘* -+ % _1.-'5 (6.13.20)
para que sea biarmoénica se tiene que verificar
Ap=QCBa+e+2c)x+(b+3+2d)y=0

es decir, los coeficientes no pueden ser arbitrarios, sino que tienen que cumplir las
relaciones

e= —(2¢ + 3a)
| (6.13.21)
f= - g (b + 2d)
( (il BRI 5 , 3
Ope = =5 =5 X" +dx"y — (2¢ + 3a)xy” — = (b + 2d) y
ays 3 3
32 , f
4 Gy = - ‘;b —ax*+bhx y4exyt 4oy (6.13.22
Yooox? ’ ’ 3°
72 ! * , 1
T, = — ! fb 2 ex?y—dxy* + = (2¢ + 3a) y?
\ oxdy 3 3

en donde los coeficientes a, b, ¢, d son arbitrarios. Si se eligen convenientemente se
obtienen las soluciones correspondientes a distintas condiciones de carga de la placa.
andlogamente a como hemos hecho en los casos anteriores.

De lo expuesto anteriormente se deduce, de forma general, que si la funcién de
tensiones es un polinomio de grado n tenemos n + 1 coeficientes. Al imponer la condicion
de biarmonicidad nos quedard un polinomio de grado n — 4 con n — 3 coeficientes, que
como ha de ser idénticamente nulo tendremos n — 3 relaciones entre los coeficientes del
polinomio, quedando, por tanto, n + | — (n — 3) = 4 coeficientes independientes.

Resumiendo, si el polinomio es de grado inferior a cuatro todos los coeficientes pueden
ser arbitrarios. Si el grado es igual o superior a cuatro sélo hay cuatro coeficientes que
pueden ser arbitrarios.

6.14. Flexion de una viga en voladizo cargada en su extremo

Determinaremos ahora la distribucion de tensiones en los puntos de una viga en voladizo
de espesor constante f, pequefio en comparacién con la altura 2h de la misma, que estd
sometida a una carga P en su extremo libre, como se indica en la Figura 6.23, de la que se
considera despreciable su peso propio.
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Figura 6.23.

En cualquier seccién recta de esta viga es fdcil ver que la reducciéon de la solicitacién
aplicada a una de las partes. en que la viga queda dividida por la seccion, se compone de
un momento flector en la direccién del eje z, y de un esfuerzo cortante. En estas condicio-
nes se dice que la viga trabaja a flexion simple.

Como se ha supuesto que  « 2h podemos considerar que esta viga estd sometida a un
estado tensional plano, cuyas condiciones de contorno son las siguientes:

a) Las caras superior e inferior estdn libres de fuerzas de superficie tanto normales
como tangenciales, es decir, para y = +h

o,=0 1 1,=0 (6.14.1)
b) No existen tensiones normales en la cara extrema libre, es decir, para x = 0

G, =0 (6.14.2)

nx

¢) La distribucién de tensiones tangenciales en la cara extrema libre tiene que ser tal
que su resultante sea igual a la carga P aplicada

h
P = j T L dy (6.14.3)

—h

Utilizaremos el resultado obtenido en (6.13.12) cuando la placa trabaja a flexién pura,
pero teniendo en cuenta que en este caso el momento M es proporcional a la abscisa x,
por lo que la tensién normal @, serd de la forma o, = ¢, xy, siendo ¢, una constante.

Aqui procederemos de forma inversa a como hemos hecho anteriormente, es decir,
conocida la forma de g, calcularemos la funcién de Airy de tal forma que la solucién de
tensiones que de ella se derive verifique las condiciones de contorno.

lia

—— = ¢, xy, integrando, tenemos
y? ’

Como o, =

1 . .
P = ¢ Xy 4y f1(x) + £ (x) (6.14.4)
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siendo f;(x) y f5(x) funciones arbitrarias de la variable x, que determinaremos imponiendo
la condicién de biarmonicidad de la funcién ¢

_2)4- a4 a4 14 - 34 _’
¢ Zb 5 tlt,b)+( ?:0 - yf'{:+£f;=0
ox=dy*  ay® dx dx

ox

y de aqui, como se tiene que verificar para cualquier valor de y:

d4.){| . 3 9
i = = [y =,x7 Xt Heyx + ooy (6.14.5)
[[4)(2 . 3 a4
e =0 = [fi=ceX" F+ X"+ ogX + g (6.14.6)

Sustituyendo las expresiones de f, y de f, en (6.14.4), se tiene como funcién de Airy

1 a
b= A XY H (05X 4 €3X% 4 04X + 05) ¥+ (cgX? + 00X + cgX + ) (6.14.7)

de la que se obtiene la solucién de tensiones:

it .
a2
T = L‘]J‘Z =Xy
2
- ¢ .
< Gu =33 =6 Xy + 20y +6¢,x+20 (6.14.8)
a2
(
T, = — ¢ —— V=3, x*=2c3x—¢,
\ o Ox dy ' -

Determinemos las constantes imponiendo las condiciones de contorno:

Para y= +h: G,y =0 ; T =0

6c,hx +2hey+6c,x+2¢,=0
—6c,hx—2hcey+6cgx+2c¢,=0



ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS 229
Como en la funcién de Airy los términos lineales no van a intervenir en la solucién del
problema eldstico, podemos suponerlos nulos, es decir:
Cs=Cg=0Cyg=0

La funcién de Airy queda reducida a:

1 1
b= g xy? — 5 € h* xy (6.14.9)
y la solucién de tensiones a
Opx = I“.'.I XV
G, =0 (6.14.10)
Ty =—5 (=1

La tnica constante no nula, ¢, se determina imponiendo la condicién de contorno

(6.14.3)
h h 1
j Ty ldy= — '[ 5 € t(y>—h*)dy="p
—h —h =
de donde
o 3p
TS

2
ycomo ~ t i’ = I_ es el momento de inercia de la seccién recta de la viga respecto del

eje z, podemos poner

P: P s
6=y : . =0 Ty =57 (P =) (6.14.11)

=
-
S

Por tanto, si llamamos fibra neutra la formada por los puntos para los cuales la
tension normal es nula, resulta que en los puntos de una seccién recta de la viga la tensién
normal es proporcional a la distancia a la fibra neutra, y la tensién tangencial es una
funcién parabdlica, que se anula en las fibras extremas y toma su valor mdximo en los
puntos de la fibra neutra. Su representacién grifica se indica en la Figura 6.24.

La solucién del problema eldstico planteado serd tanto mds exacta cuanto mds se
acerque a la ley parabdlica indicada el reparto de la carga P en la superficie de la seccién
extrema libre.
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Figura 6.24.

6.15. Presa de gravedad de perfil triangular

Un ejemplo interesante de problema de elasticidad plana, al que es aplicable la resolucién
mediante una funcién de tension polinémica, es la presa de gravedad de perfil triangular.

Que se trata de un problema de elasticidad plana es evidente, ya que tanto las fuerzas
de masa o peso propio como las exteriores originadas por la presién hidréstatica, norma-
les a la superficie de la presa, son paralelas al plano xOy (Fig. 6.25).

Si suponemos que es muy grande la longitud de la presa en direccién normal al plano
del perfil indicado, se trata de un problema de deformacién plana.

Veamos, pues, como podemos encontrar la solucién de tensiones en los puntos de la
presa a partir de una funcién de Airy de tipo polinémico considerando en primer lugar
que el embalse esté totalmente lleno.

Como en los puntos de la superficie mojada la tensién (igual a la presién hidrostadtica)
es una funcidn lineal de la cota y. cabe esperar que la funcién de Airy sea un polinomio de
tercer grado de la forma

¢ =ax? + bx?y + cxy* + dy’ (6.15.1)

que es biarmdnica para valores arbitrarios de los coeficientes y, por tanto, las tensiones
que de ella se derivan verifican las ecuaciones de equilibrio interno y las condiciones de
compatibilidad.

La solucién de tensiones (6.13.3), teniendo en cuenta que las fuerzas de masa son
X =0, Y=y, siendo 7y el peso especifico del material de la presa, es

( ~2

¢
=—==2cx+ 6dy
G-n'.\: LW-_\’“ X .]
A2
< Cpy = r', ?= 6 ax + 2by (6.15.2)
' ox
32
Ty = — -‘-—qb —Xy—Yx=—-2bx—2cy—yx

\ ox Oy
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0 X
v n ." o
o 1 a
ey
AN
’ 1
S | Ty
W P
. . [1i3 ?_» r}'m_
an_r T_\-_p
Vv
Figura 6.25.

Veamos si es posible determinar los coeficientes a, b, ¢, d para que estas ecuaciones
determinen de forma univoca las condiciones de contorno

X=0_0+1_f
{ Gn.\ a r.t_] / {6‘]5_3}

Y=t,a+0,8

Xy

En los puntos del paramento de aguas arriba, si y, es el peso especifico del agua, la
aplicacién de estas ecuaciones nos da

Yo €Os o = 0,,c08(90+90—o)+ 1, cos(90+u,) = —a,, cosax — T,, Sen o

. 6.15.4
Ty €08(90+90—2,)+a,, cos(90+a,) = —1_ cos 2, — 0,y SEN o [ )

T ¥ s€N oy

Sustituyendo en estas ecuaciones las expresiones de las componentes de la matriz de
tensiones dadas por (6.15.2) y dividiendo por cos 2, tenemos

{T‘,y = —(2ex +6dy) = (=2bx — 2cy — yx) tg (6.15.5)

YaV 182y = —(=2bx — 2cy — yx) — (6ax + 2 by) tg o,
Sustituyendo x por su expresién en funcién de y
X = —ylgo

y dividiendo los dos miembros de ambas ecuaciones por y, se obtiene

{T“ =2ctgoy —6d—(2btg oy — 2c+ ytg o) tg o, (6.15.6)

Vot oy = —(2btg oy — 2¢ + ytg o) — (—6a tg o, + 2b) tg «,

Para encontrar las otras dos ecuaciones que necesitamos para determinar los cuatro
coeficientes impongamos las condiciones de contorno en los puntos del paramento situa-
do aguas abajo.



232 ELASTICIDAD

En esta superficie X = Y = 0, por lo que las ecuaciones de contorno serdn:

0 =0, cos u, + 1, c0s(90 + 2,) = g, COS &, — T, Sen o, (6.15.7)
0 = t,, cos &, + 0,, cos(90 + o,) = 7, COS &, — 7, Sen o, o
o lo que es lo mismo
Oy — Tyy L0, =0
Jou = T 12 % (6.15.8)

lr.\'_r = Oy lg Oy = 0

Sustituyendo las componentes de la matriz de tensiones por sus expresiones dadas por
(6.15.2), tenemos:

2 4 (2bx + 2¢y + 7x) tg o, =
{Fn.x+6d_l+[ bx + 2cy + yx)tg a4, = 0 (6.15.9)

—2bx —2cy —yx —(6ax + 2by) tg o, =0

Como en los puntos de este paramento
X =ylgo,

si sustituimos x en el sistema de ecuaciones anterior por su expresién dada por la relacién
anterior y dividimos por y, tenemos

[2ctgo, +6d+(2btga, +2c+ytga)tga, =0 (6.15.10)
| —2btgo, —2c—ytga, — (6atga, +2b)tga, =0 o

Las ecuaciones (6.15.6) y (6.15.10) forman el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas

detgo, —6d—2btg?a, =7y, +71g% o

2e+6atgt o, —4btga =y, tg0 + g o (6.15.11)
detgo, +6d+2btg? u, = —ytg o, '
—2¢c—6atg*u, —4btg o, =7tg o,

que permite obtener los siguientes valores de los cuatro coeficientes que resuelven el
problema
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ra— t.g-x:—tgal tglo, + 3tgo g, — 2
C6(tgo, + tga,) ! 6(tga, + tga,)? o
tg’ o, +tgley,  tgoy, — tguy — 2tgo, tgla, )
2(tga, + tgay)? 2(tga, + tga,)? a
, (6.15.12)
tgo, tg o, (tgo, — tgoy) N tgop tgoy (2 + 1870, — gy tga,)
2(tga, + tga,)? ! 2(tgo, + tgx,)? !
, tg? oy tg’ o, tg? o, (2t oy tg o, — 3tgoy, — tga,)
a4 = — 5 Ya
k 3(tga, + tga, ) 6(tga, + tga)’ !

Vemos, en efecto. que en una presa de perfil triangular sometida a un estado de
deformacion plana es posible resolver el problema eldstico mediante una funcién de Airy
de forma polinémica de tercer grado.

Sin embargo, es necesario hacer la observacién que la solucién al problema planteado
no es exacta, ya que a lo largo del lado horizontal del tridngulo la solucién encontrada
impone unas tensiones y unos corrimientos que, en general, no se verificardn.

El resultado anterior nos permite encontrar la solucién de tensiones en los puntos
interiores de la presa en el caso de embalse totalmente vacio, sin mds que hacer 7, = 0 en
la solucién (6.15.12) de los coeficientes. Se obtendria, pues, el estado tensional provocado
en la presa por su propio peso a partir de una funcién de Airy (6.15.1) polinémica de
tercer grado, cuyos coeficientes, en funcién de las caracteristicas geométricas del perfil de
la presa y del peso especifico y del material, toman los valores

( tgo, — tgo,
a=———7

C6(tga, + tgoy)? '

g’y + gty
a 2(tga, + tgo,) /
< (6.15.13)
- lgo, tga, (1go, — tgoy) .
2(tg o, + tga,)? !

tg? o, - tg’ o,

k T 3(gm + tga)’

EJERCICIOS

6.1. En un punto de un sélido elistico en el que existe un estado tensional plano, la matriz de
tensiones, referida a un sistema de ejes cartesianos ortogonales, es

~100 253
[T]=( v )

25./3 —200

estando expresadas sus componentes en kp/cm?’ Se pide, en ese punto:
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Determinar analitica y grificamente las tensiones y direcciones principales.

Hallar la elipse de tensiones y representarla grdficamente.

Calcular las deformaciones principales.

Calcular la variacién angular experimentada por la direccion a la que corresponde la

deformacion transversal unitaria m:#xima, dindola en grados, e indicar la direccién o direcciones
correspondientes.

Datos: médulo de elasticidad E = 2+ 10° kp/em?; coeficiente de Poisson u = 0,3.

]L‘

De la matriz de tensiones se deduce el esquema indicado en la Figura E6.la.

Cdlculo de las tensiones principales:

a)

b)

Analiticamente. aplicando las ecuaciones (6.4.4)

~100 - 200 [/ ~100 + 200 = .,
6,=————+ |[————) +@5./3 = -84 kp/jem’

—100 — 200 —100 + 20032 i,
G, = . - .f( 5 ) +125\/§}2= —216 kp/cm?

&

’ o, = —84 kp/em? ; ¢, = —216 kp/cm? —‘
Gralicamente, mediante el circulo de Mohr (Fig. E6.1b).
¥ '
200 "
2543 )
N 100
B | v 0 ay
P ,»"
(o L
a) h)

Figura E6.1.
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Cilculo de las direcciones principales. Vienen determinadas por los dngulos ¢ que veri-
fican (6.4.7)

20— 2T 2:25-V3 V3 s
== = - =—~— = (.86
£ Opx = Opy — 100 + 200 2

de donde
20 =4040 = 0=20"20
es decir:

— .
L0, =200200 5 0, = 110°20
! e —

Se representan grificamente en la Figura E6.1c.

2. La ecuacién de la elipse de tensiones, referida a las direcciones principales, es

x: oy —|‘

5+ ——
84= 216~

|
|
L —
que se representa grificamente en la Figura E6.1c.

¥ v

a

Fieura E6.1c.
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3" Aplicando las leyes de Hooke, los alargamientos unitarios principales son

| 1 i
Q=g (o) — ngl:m (—84+03-216)= —9,6- 10 ¢
| . . 3 Y
£y :E (7, — ;m,}=m (=216 +03-84) = —954-10
& =_—l,u[rr +0,)=—— (84 + 216) =4,5-10"°
PE R NI - -

£y =—96-107": &= -954-107": & =4510""

4."  La deformacién transversal unitaria maxima es

1 . _ Tiniin
S in -
e i

= 108 kp/cm?, segiin se deduce del circulo de Mohr

[§8]
o]

T3
2

siendo [t =

E 2-10° < )
G = = = 7.7-10” kp/cm~
21+ ) 2(14+03)
Luego:
I 108 108
g = qad=-————— 360°=4-10"F
(2 ) 2.77.10° T2 05 0
3
1 L En
Eyu
Plano
! 1 director
A0
s I I b
, /é 2
a5y,
d) ave
e)
1

Figura E6.1d y e.
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Como se trata de dngulos muy pequeiios, la variacién angular que experimenta la direc-
cion a la que corresponde la deformacién transversal midxima es precisamente igual a ésta
(Fig. E6.1d)

I -
; in

1
. ; i
1+, 2

Al ~tg Al =

Por tanto

| Al=4-10"7

Las direcciones correspondientes coinciden con las bisectrices de los ejes principales | v 3.
En este caso, la direccion principal que corresponde a la tensién principal mayor (g = 0) es
perpendicualr al plano director (Fig. E6.1¢).

Un bloque metdlico estd sometido a un estado tensional plano. En un punto P, el vector tensién
correspondiente a un plano perpendicular al plano director, como el indicado en la Figura E6.2
tiene de médulo || = 80 kp/em® y forma con la normal un dngulo = arc tg 3/4.

Sabiendo que este dngulo que forma el vector tensién correspondiente a un plano de los del
haz de vértice P con su normal es mdximo, se pide:

1. Cilcular los valores de las tensiones principales.

2. Ecuacion analitica y dibujo de la elipse de tensiones.

3. Deformacién transversal unitaria maxima, en grados.

4. Hallar el valor de la dilataciéon cibica unitaria.

Datos: médulos de elasticidad: £ = 2+ 10° kp/em?; G = 8- 10° kp/em?,

rh

. - Thusin

Figura E6.2,
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1° Las componentes intrinsecas del vector tension sobre el plano considerado son:

o, = a-cos x= 80- 3= 64 kp/em?

r = g-sen o= 80- = = 48 kp/em?

| e

Estos valores nos permiten situar el punto D (64, 48) en el diagrama de Mobhr. De la
condicién de ser mdximo el d4ngulo « se deduce que la recta OD es tangente al circulo de Mohr,
por lo que el centro C de dicho circulo, situado sobre el eje de abscisas, se obtendrd trazando
por D una perpendicular a OD.

Las tensiones principales valen:

Il
o

A + AC + CB = 64 + 48 tg o + 80 tg x = 160 kp/cm?

Ty

7, =0A +AC — CB = 64 + 48 tg 2 — 80 tg = = 40 kp/cm’

o, = 160 kp/em? : @, = 40 kp/cm?

2°  La normal n forma con la direccién principal 1 (que tomaremos como eje x) un dngulo
{). cuya tangente tiene el valor

AB 36 + 60
lg ”2':-_— =2
AD’

48

de donde ) = 63° 30",
Con este valor podemos dibujar las direcciones principales (Fig. E6.2¢).
La elipse de tensiones, referida a las direcciones principales, tiene de ecuacion

-

A V2 B
160% 402

y su representacion grifica queda indicada en la misma Figura E6.2¢.

32 La deformacién transversal unitaria mdxima, segin la ley de Hooke, es

1 T 80 360 -
(— }'“) - =5-10"%rad=—— 107"
2" 26 2:8:10° in

{

4° La dilatacién cubica unitaria

,) =286-10"%

| —

AV 1 —2pu
0=T=:11+1:2+1:_‘= B

(6, + a,)
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Figura E6.2c.

siendo pt el coeficiente de Poisson, cuyo valor se puede obtener a partir de los médulos de
elasticidad Ey G

E E 2-10° .
2(1 + p) 2G 2.8-10°
Luego
AV 1-2-025
s o T T (160 + 40) = 0,5-10°
Ty 300 10+
o AV__ o

| e =—=0,00005
v

En el interior de un sélido eldstico existe un estado tensional plano superposicion de los dos
indicados en la Figura E6.3a, estando las tensiones expresadas en kp/mm?Z. Se pide calcular:

1° Tensiones principales dando médulo, direccién y sentido de cada una de ellas.

2° La tension correspondiente a un plano perpendicular al plano director cuya normal
exterior forma un dngulo de 30° con el ¢je x, contado en sentido antihorario.

3° La tensién correspondiente a un plano perpendicular al plano director que forma un
dngulo de 30° con el correspondiente a la mayor tensién principal.

4° La deformacién transversal unitaria méxima, en grados, indicando la direccién a la que
corresponde.

Se tomard G = 8,3- 10° kp/cm’.

1. El primer estado tensional lo sustituimos por su equivalente girado 45°, deducido del
circulo de Mohr (Fig. E6.3b).
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Figura E6.3a.

Figura E6.3b.

Por el principio de superposicién, el estado tensional resultante es el indicado en la Fi-
gura E6.3c.
Las tensiones principales son:

. 6 — ; 7\ 2 .
‘a,’: 2-{— (6+)+9:£?kpjmmz‘

/-—--.
[-J-I-—
\-__,./
+
K=l
Il
(
|
= |
o
~
=
E

cuyas direcciones vienen dadas por:

(g 20 = 2T -6 0,75 20 = —36°5
& G . —a 6+ 2 ’
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2

o)
Figura E6.3c.

de donde:
0, = -18°26
0,=0,+90=71"34

que se representan graficamente en la misma Figura E6.3c.

2> Sustituyendo los valores g, = 6, 0,, = —2. 1, = —3, 0 = 30° en las férmulas (6.4.10)
se obtienen las componentes intrinsecas del vector tensién correspondiente al plano consi-
derado

— 6-2 6+21 /3 =
o= 5 5 —3 3> = 142 kp/mm?

= 4.96 kp/mm?>

ba | —

Se representan en la Figura E6.3d.
La obtencién gréfica del mismo resultado mediante el circulo de Mohr queda indicada en
la Figura E6.3f.

Figura E6.34.
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3. Aplicando ahora las f6rmulas (6.4.14), siendo ¢, = 7, a, = — 3, () = 30°, se tiene

7-3 7431 N
Lfr“ ‘= 5 + 5 37 4,5 kp/mm 1

|- =] 433 kp/mm? |

Se representan en la Figura E6.3e.
La resolucién grdfica. utilizando el circulo de Mohr, se indica en la Figura E6.3g.

Figura E6.3e.

T
A A
M
T
o
2 60!
- B
a, 0 a,
T,
AN fJ”
- ———————
Uu_u Ty /
o, o a, a,

Figura E6.3f y g.
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4" La deformacién transversal unitaria mdxima es

(I . ) _ Tiniin
in - N ol

\ Jomi 2G
g, —0d, T1+3

siendo; Ty = — =—= 5 kp/mm?

)

(%]

G = $,3-10* kp/mm?

Sustituyendo valores, se obtiene

2 2:83-10° 27

1 5 3
(3 ) - —3.10 *rad = — 360-10"*

[ -
[ (1 .
(5] =o0172
' W 4 miis |
que se presenta en dos direcciones coincidentes con las bisectrices de las direcciones principa-
les contenidas en el plano director.

64. Una presa de gravedad de perfil triangular estd construida mediante hormigon de peso especifico
5/2 7 (7 es el peso especifico del agua), siendo su forma y dimensiones transversales las indicadas
en la Figura E6.4. La solucién de tensiones para este problema de deformacién plana es conocida

nx = = "‘Iy
o= a -3
ﬂ’,\ 2 (x y}
T, = —JX

1
Coeficiente de Poisson u = rt

Modulo de elasticidad E.
Se pide:

1. Representacién grifica de las fuerzas de superficie que debe ejercer el terreno sobre el
lado AB, para que la solucién indicada sea correcta.

2° Tensiones principales en todo punto de la seccién. A partir de los circulos de Mohr,
realizar la discusion de signos y valores extremos, indicando donde se producen estos dltimos.

3. Componentes de la matriz de deformacién.

4° Componentes del vector corrimiento, sabiendo que en el entorno del origen O no se
produce giro y que el punto A no experimenta ningin corrimiento.

5° Representar de forma aproximada la deformada del lado AB.
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A bsaer BTN B

T | S ===
v
Figura E6.4a.

l o

Las fuerzas de superficie que ejerce el terreno sobre el lado AB tienen que ser tales que
verifiquen las condiciones de contorno para la solucién de tensiones dada.

Como la ecuacién del lado AB es y = h, y el vector unitario en sus puntos es u (0, 1), se
tiene

-y — X 0 —7X
DT;:] = =
— X :(\—35') 1 ; x — 3y)
de donde:
X = —yx

}—1—[\—"*!1,,%—'t

cuya representacién grifica se hace en las Figuras E6.4b y E6.4¢, respectivamente
2. Como es un estado de deformacién plana una tensién principal es o

E -
Op= = “[{Tn\ + rj.|'|_'|] Z |:_—T_1'I +% (x — 3.1‘}:|

‘g (x — 5y)

Figura E6.4b y c.
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Las otras dos se obtienen de la ecuacién caracteristica

—7x —;— (x=3y)—a

. W2
or = (x = 5y)o — ’E yix=3m-792x2=0

Cx =5y & J1TxP 4yt - 2xy
a 4

a

-y
i

Veamos cudles serian las tensiones principales en los puntos del contorno:

— Lado OA (x = 0)

) ( 5 , :
O = =7 op= -2 (e x* =cje )
3 . .
Oy = 2 Yy Gy = =7y (eje y* = eje x)
) =~ |
5 3 - .
Ope = —g Al 0y = — E 7y (eje z* =eje y)

En todos los puntos del lado OA y en todas las direcciones, el hormigén trabaja a
compresion. Las direcciones principales coinciden con las del triedro de referencia, pero con la
correspondencia que se ha sefialado.

Los valores mdximos de las componentes intrinsecas del vector tensién se presentan en el
punto A (0. h)

’G’,,,;i‘| = [53| = 1,5vh

5
8 7
=— 7h = T6 vh

2|

a, — 0y

mix T

(8%

La tension normal de mdximo valor absoluto tiene la direccién del eje y, mientras que la
tensidn tangencial mdxima se presente en los planos cuyas normales son las bisectrices de los
gjes z e y de la referencia dada (Figura E6.44).
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T
e
punto M’
L
o L
5 a, ¥==z
L o
Tinin 8 45.|| punto M
—}’IJ'
3
2 vh * =
Figura E6.4d.
— Lado AB(y = h)
o, = —1h \ Las tensiones principales son:
Oy =5 (X = 3h) X = 5Sh+ 17X+ 1 = 2 hx
- ﬂ— = 4 }'

J_Zz{.\'—Sh] -
-8 G, = é (x — 5h)

También en todos los puntos del lado AB el hormigén trabaja a compresién. Los valores
mdximos se presentan en el punto B(h,h). Las tensiones principales en este punto son:

h=5h+ J17Th*+ h*—2h? ~4h+4h A0
T = ]': ’}‘.—-

4 4 N2k

Fa

G,. = ’g (h=5h=-057h

es decir
(g, =0
o, = —05 yh(eje y* = eje z)
a,=—27h
Por tanto:
|r:r" |n-.ix| =2 vh Toniia 2311 = 1h
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es decir:
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N

OB(y = x)
\
—y
—y
¥
"2
-7
J

-2 yh 0.5 yh 0 o

Figura E6.4e.

Las tensiones principales son:

4y + /187 -2y  —4y+4y A0
o= T = ’=
4 4 N2y
o'_zz y— Sy)= =057y
nz 8 (- - } _.P

g, =0

7, = —057yy (cje y* = eje 2)

ay= —27h

247

En la Figura E6.4f se dibujan las direcciones principales y las tensiones correspondientes a
los puntos de contorno e interiores que se indican.

De esta figura se deduce que en todos los puntos de la presa y en todas direcciones el hor-
migén trabaja a compresion, salvo en los puntos del contorno OB en los que la tensién
normal a la superficie libre es nula.

El valor absoluto de la mdxima tensién principal se alcanza en B

’ |O—ulmi\‘ =

|

-
. |
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45"

vy

h

1.5 yh
Figura E6.4f.

La tensién tangencial mdxima también se alcanza en el punto B

(o |

3% Aplicando las leyes de Hooke generalizadas obtenemos las deformaciones

1 I + p Sy
r by = E [gn.\' —H [‘qn]' + o-n:)] = _'L—.Jt [“ - .[I} Opx — :uauy] =- = {3.1| +x)
I + 5v
6 = —Ff [0 =0, 0,0 = = 25 (v -3y
e =10
LI _ 51, Sy
276 aE T T aE Y
\ Y= =7 =0

Por tanto, la matriz de deformacién pedida serd:

——

> 3y + x) 5 0
-5 By+x —5x
‘ " Sll 5 ‘
p]=-L "y —Z (Ty - 3x
‘ (D1 = 4 X g (r=39 0

0 0 0
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. 1 -
4. Calculemos primeramente las componentes p,, p.. p. del vector 5 rotd aplicando las
ecuaciones <

dp, =10 = p,=C,
dp, =0 = p=0C,

Sy 15y 159 259 157
p. = ——=+——)dv+—=dy=——L dx+— dy
o ( 1E 3215)“ 2E YT TRE Y T e @

257 15y
= p=- 2l ytc
P=TRE YN T RE TS

Como no se produce giro en el origen:
C,=C,=C,=0

Aplicando ahora el sistema (3.16.4), se tiene;

2 . z
du=¢ dx + (E Yap — p:) dy + (5 Voo + pr) dz

I Gyt (2L v 20150 N,
= — v+ x)dx + | — X+ —- x— —~ pldy =
M= Ty YT 4E " "REY T RE ")"‘
_ S By 15y
=~ BE xdx — TE (ydx + xdy) — E vy

‘ 5y 5 15y 15y 5
[Egs o i2hiitive 2l sy § 0290, jaay o
| "ETE* REY @E’ 4

4 . 1
dv = (E Yay T P:) dx + £y d_v + (E Yy P -‘) dz

e (37 257 15y ‘d (35 15y A o —
WG Y e N T e )™ 2EY T REY)YT

657

"
= i

]5-..
= — xdx + —— (vdx + xdv) — vy
WE \:\+32E{_n\+\;) 32EJd'1
65y , 15y 35y 2, c. |
—_— — ——— " — _\"—- =
64 E 2E Y et Tt |
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“

dw = (E Tew — p,,) dx + (; Ty + P.\-) dy + e, dz ; [ W= CJ

Condiciones de contorno: f)z =0en A(0h)

157 Wt -0 c 15ph?
— — = he = = =
6ag T ‘T eE
159h? 359h*
- +Ce=0 C, =
64E = ° TS G4E
Cy=0 = (=0
El vector corrimiento es, por tanto;
u=— l (x> +6xy+3y—3hY
64 E i ’
0 t-'=——5-};(13\'2—(}\'5'+?1'2—?,‘13]
64E : '
w=1{

5. El vector corrimiento para los puntos del lado AB del contorno de la presa se
obtendrd particularizando las anteriores ecuaciones para y = h

1 (2 + 6 hy)
u = m {.\ (RN
Sy
= — " (13 x2 -6 hx)
64 E
w=10

La deformada del lado AB respecto de la referencia dada se representa en la Figura E6.4y.

35y’
64 F
BF
35 it
A= === =T =T === =TT =TA=7P 04 £

Figura E6.4g.
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65. Se considera una placa rectangular de pequefio espesor y peso despreciable, afectada de un
sistema de fuerzas que crea en su contorno, de dimensiones 2a = 6 m, 26 = 4 m, la distribucion
de tensiones indicada en la Figura E6.5a, es decir, el estado tensional en los puntos del contorno
de la placa presenta las siguientes caracteristicas:

— Sobre los lados de longitud 2a la variacion de las tensiones normales es lineal.
— Sobre los lados de longitud 2b la variacién de las tensiones normales es también lineal.
— No existen tensiones tangenciales en todo el contorno.

Se pide, tomando como sistema de referencia el constituido por los ejes de simetria de la

placa:

1 .IJ
2.1}
3.“
4.11
S."
6."
?-II
s-li

In

Ecuaciones analiticas de la distribucién de tensiones dadas sobre el contorno de la placa.
La funcion de Airy.

La matriz de tensiones en un punto cualquiera de la placa.

Puntos singulares, sefialando los neutros si los hubiere.

Lineas isostaticas.

Lineas isoclinas.

Lineas isobaras.

Lineas de mdxima tensién cortante.

210 210

J
20 [ T |7 T
A(3.2)
240 y >, 240

< 7
AN >
c 2bh
9] X
u0 S TN 240 v
(-3-2) C y/\'\}\l\b"l_z’
y
=210 210
2

NOTA: Las tensiones indicadas estdn expresadas en kp/em?.

Figura E6.5a.

Las leyes de las tensiones normales y tangenciales en los puntos del contorno de la

placa son:

i)

En los lados AB y CD, la tensién nominal serd de la forma

G, = Uy V +
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siendo ag, a,, dos parimetros que determinaremos con las siguientes condiciones:

—hara y=0; 5 = = a, =1
—hara y =2 5 —240 - dy =120

luego —

b) En los lados DA ¥ CB, la tensién normal serd de la forma

Ope = by X + b,

—hara x=0;: g, =0 = b =0
Tpara x =3 g =210 = by =70
luego EE—

||_ ﬂ—ﬂ_l' = ?U X :

En ambas ecuaciones Jas tensiones normales vienen dadas en kp/em? cuando Ja coordeng-
da se expresa en metros.

2. Al ser las leyes de las tensiones en el contorno de forma lineal, ensayaremos como
funcién de Airy un polinomio de tercer grado que es, por otra parte, idénticamente biarmdénico

¢=Ax" + Bx2y ¢ Cxy* + Dy 4+ Ex? 4 Fxy + Gy?
Las tensiones Tnxs Oy ¥ Ty, serdn

= =2 Cx 46Dy 426
ay?

2

<

Tw

==

T T3 =0AY + 2By 42 F

Ox
a0 ¢

ax Oy

[N

Ty = —

=—=2Bx-2Cy-F

Los valores de los parimetros A ... G log determinaremos particularizando estas ecuaciones
para el contorno

Para x =3 a =6C+6D_1'+2G=120y

. D=20; C=¢G-g
Para v = 3 ar_.:—ﬁ(‘+6D_1~+EG=12()_1=} -

Il
[
3

Para

EO0AX +AB L2 E =70y } 70
- _

== B=E=q
Para y = —2 Tay =0AX —4 B+ 2 E=170 6
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De la expresién de la tensién tangencial
T,=—"2Bx-2Cy-F=0 = B=(C=F=1(

Obtenemos, pues, como funcién de Airy

70
qbz—-é- x* 420 )3

3% Una vez obtenida la funcién de Airy, se deduce inmediatamente la solucién de
tensiones:

(=3
(¥
s
=¥
[
=
)

(¥
=3

=120y ; o= =T0x: T,=—~D =0

X : dx dy

ul )
(=]

Por consiguiente, la matriz de tensiones pedida, es

o oy
(7] =( 0 70 x) ’

Se deduce de la forma de la matriz, vdlida para todo punto de la placa, que en todos ellos
las direcciones principales son las determinadas por los ejes cartesianos de referencia y las
tensiones principales son a,, y a,,.

4" Al ser en todos los puntos de la placa t,, = 0, los puntos singulares vendrsn definidos
por la ecuacién '

que representa una recta (Fig. E6.5h).
En el origen de coordenadas o,, = 7, = 0. Por tanto, el origen es el tinico punto neutro.

1

v

I Linea de puntos
---------- --| singulares

" X

Figura E6.5b.
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5. Como las tensiones principales son g, y - las lineas isostdticas son dos familias de
rectas paralelas a los ejes coordenados.

En la Figura E6.5h se han dibujado con trazo continuo las Iineas isostdticas correspon-
dientes a la mayor tensién principal (¢,) y con trazo discontinuo las de la menor (q,). Se
observa que la linea de puntos singulares divide a la placa en dos partes: 1 y 1L

En 1 Tux > Op = 06, =0, o, T

Il

I‘,ﬂ I Ty < n—u.\‘ = 7y ‘qn_n- | g, = Tux

Por tanto, en los puntos de Ia recta de puntos singulares las lineas isostdticas presentan un
cambio brusco de direccién.
6. De la ecuacion (6.7.5)

2z,
g20=—"Tw  _

ny ny

se desprende, al ser Ty =0 en todos los puntos, que las isoclinas existen sdlo para

k= O(U =0; ) = ;) Coinciden con las isostdticas.

7° Las isobura's, dadas por (6.7.13), son

en | 0 [ v=1k/120 = cte |
en la zona == |
|| x=5k,/70 =cte |

o=k, =120y
0, =k, =70 x J

——

X =kj/70 = cte |
(en la zona II) = | X 1/ cte |
| r=k/120 = cte |

a, =k, =70 x
120 y

Il

g, = kb

Son dos familias de rectas paralelas a los ejes. Coinciden tambicn con las isostdticas.
8" Las ecuaciones diferenciales de las lineas de midxima tensién cortante, segtin (6.7.9), son:

1y

dx

'S

Il
|
-
+
~

Estas ecuaciones representan dos familias de rectas, bisectrices de las Iineas isostidticas (Fi-
gura E6.5¢).
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Figura E6.5¢.

6.6. Se tiene una placa de peso despreciable y dimensiones 80 x 40 cm sometida a un estado eldstico
bidimensional. Se conocen las componentes de la matriz de tensiones en los vértices A, B, C, D, de

la misma, que figuran en el siguiente cuadro:

A4,2) B(—4,2) [C(—4,-2)| D(4,-2)
Tix 38 6 —18 14
Ony 0 0 0 0
Tay —-12 -12 4 4

viniendo dadas dichas tensiones en kp/cm?® cuando las coordenadas se expresan en decimetros.

Sabiendo que tanto las tensiones normales como las tangenciales varian linealmente a lo
largo de las aristas de la placa, se pide:

1. Hacer dos croquis con las distribuciones de tensiones normales y tangenciales en los
bordes de la placa.

2" Ver si existe una funcién de Airy de tipo polinémico.

3. Hallar la solucién de tensiones en cualquier punto de la placa,

4." Hallar las isoclinas correspondientes a 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°, 80° y 90",

5. Posicion de los puntos singulares, si los hay.

6." Ecuaciones de las isostdticas que sean rectas.

1% El cuadro dado nos permite dibujar directamente las fuerzas de superficie que actian
sobre el contorno de la plana. En la Figura E6.6a se indican las correspondientes distribucio-
nes de tensiones normales y de tensiones tangenciales.
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> — — |0
-—
t

18 14 4
Ci(—4,-2) D(4,-2) C
4 4

Figura E6.6a.

-— o a— — o — — — a—|])

Las ecuaciones analiticas de ambas distribuciones son:

DA(x=4) ©oa,=06y+26 : t1,=-4—4
AB(y=2) g, =0 T, = —12
BC(x=—-4) : a6,=6p—6 = 1,=—4r—4
CD(y=-2 : a,=0 ot =4

20 Como las tensiones sobre el contorno son lineales, cabe esperar una funcién de Airy
polinémica de tercer grado

¢ = Ax® + Bx2y + Cxy? + Dy + Ex? + Fxy + Gy?

que por ser de tercer grado estd asegurada la condicién de biarmonicidad.
La solucién de tensiones que de ella se deriva es

r A2
a° ¢ .
6,=—5=2Cx+6Dy+2G
[
o)
i Gy = —2 = 6AX + 2By + 2 E
ax
2
=Tl yBe2cy-F
\ h oxdy

habiendo supuesto nulas las fuerzas de masa por unidad de volumen.

Existird la funcién de Airy supuesta si particularizando estas ecuaciones para los puntos
del contorno e identificando con las leyes encontradas anteriormente, el sistema de ecuaciones
que se obtiene, cuyas incdgnitas son los coeficientes, es compatible y determinado.
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En los puntos del lado DA (x = 4)

[ 4C+ G =13
2 8B+ F=4

Il

6. =8C+6Dy+2G=6y+26 =
1, =—8B-2Cy—F=—dy -4 =

Lxy -

D
C

En los puntos del lado AB (y = 2)

g =0Ax +4By + 2E=0 = A=0;: 2B+ E=0

ny

.= —2Bx—-4C—-F=-12 = B=0; 4C+ F =12

Xy

En los puntos del lado BC(x = —4)

g,=—-8C+6Dy+2G=6y—-6 = D=1; —4C+G= -3
1, =8B-20y-F=—-4-4 = C=12; 8B - F = —4
En los puntos del lado CD(y = —2)
a,=0Ax —4B+2E=0 = A=0; -2B+ E=0

T,=—2Bx+4C-F=4 = B=0; 4C-F=4
Se obtiene la solucién tnica
A=B=0: C=2; D=1: E=0; F=4; G=5

Por tanto, existe funcién de Airy de tipo polinémico y ésta es:

¢ =2xy* + y° + dxy + 5)°

3" La expresion de las componentes de la matriz de tensiones en cualquier punto de la
placa serd

g=4x+060y+10

O-u_r =0

Ty =—4y—4

4° La ecuacion de las isoclinas es

21, —8y—8
= = {
Ope = Oy 4X+ 06y 4 10 !

tg 20 =
es decir, las isoclinas constituyen una familia de rectas, como corresponde a un estado eldstico
bidimensional cuya funcién de Airy sea un polinomio de tercer grado

2a S5a+ 4
— x —
3a+ 4 Ja+ 4

y=
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Esta ecuacién se puede poner en la forma

+ 1 2 (x+1) (x 4+ 1)
! = — - RY = mix
! atra

que representa un haz de rectas de vértice el punto P(—1, —1)y coeficiente angular

2a
‘ a=tg 20

Ja+ 4"

siendo

m= —

Para los valores dados de () s¢ obtiene el pardmetro m, cuyos valores figuran en el siguiente

cuadro
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
a 0.364 0,839 1.732 5671 —5671 —1,732 —0839 -0364 0
m —0143 —0.257 -0376 —0540 —-0.871 —2896 1,131 0250 0
lo que nos permite representar fdcilmente las isoclinas correspondientes a los valores de 0

indicados (Fig. E6.6b).
5.° De la figura anterior se desprende que el punto P(—1, —1) es un punto singular.
Veamos cémo lo calculamos analiticamente.
Los puntos singulares verifican
4x + 6y +10=0

- Ty = r’ru_r =
—dy—4=0

0 =

sistema que admite la dnica solucién x = =1,y = — L.
Por tanto, sélo hay un punto singular: P(—1, — 1), y todas las isoclinas pasardn por él

.1I

e

90"
80"
10°
70 607 507 h’\}t’ ) 20"

Figura E6.6b.
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6" Las isostdticas rectas son aquellas isoclinas que forman un dngulo con el eje Ox igual a
su pardmetro, es decir, aquellas cuya pendiente coincide con tg 0

2tg 20
.._#zlgf}
3tg 20 + 4

Expresando tg 20 en funcién de ¢ y sustituyendo, tenemos
tg02tg* 0 —3tgll -4 =0

equivalente a:

te0=0 3+ /41,235
21g? 0 - 3tgll —4=0 = lgﬁ:_f=< 0.8

Por tanto. existen tres isostdticas rectas, cuyas ecuaciones son:

ry+1=0 [
yA1=235(x+1) |
| y+1=—-085(x+1)

6.7. El estado tensional de una placa poligonal de vértices A (2, O), B(O, 4), C (-2, 0), D (0O, —-2),
cuyas coordenadas vienen expresadas en metros, estd definido por la funcién de Airy
¢ =3 —xyt - Y4 4P

Sabiendo que las tensiones que de ella se derivan vienen dadas en kp/cm? cuando las coordenadas
se expresan en metros, se pide:

1> Comprobar que la funcién ¢ es funcién de Airy.

2.° Representar en dos croquis las distribuciones correspondientes a las tensiones normales y
tangenciales que actian en los lados de la placa.

1" La comprobacién es trivial por tratarse de un polinomio de tercer grado que verifica
idénticamente la condicién de biarmonicidad

~4 -4 ~4
ot ¢ i ]
A= +25-5t+t-7=0
% ox* oxZayr o ayt
- - R — |

2°  La solucién de tensiones derivadas de la funcién de Airy dada:

~2
a . qb:—"\‘—lﬂy
nx -2 - p
oy
0%
O = =5 = 18 x + 2
’ X
-2
7o _,,
r.\:_\' LAl T =)
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permite formar el siguiente cuadro en el

tensiones en los vértices de la placa

que se recogen las componentes

de la matriz de

A(2,0) B(0,4) C(-2,00 | D(0,-2)
Ty —4 -172 4 36
Gy 38 2 —34 2
Tyy 0 8 0 -4

A partir de estos valores calculemos las componentes intrinsecas de los vectores tension en
los vértices, respecto de los planos coincidentes con las caras que limitan la placa

Punto A

Normal a AB:

Normal a AD:

Punto B
Normal a BA:

5 5

Ty + Ty Ty — Ty
: =+ * cos 20 + t,, sen 20
2 2 -
Tpe — Oy _
M sen 20 — 1, cos 20
(=1 t ! 20 3 20 4
=0, =arclg- = cos 20l =—;sen 20 =~
1 £2 5 5
3 i l
a,=17 =21 3= 4.4 kp/em-
4 2
T = =21 5° - 16,8 kp/em*
) = —45 = sen 20= —1:cos 20=0
J' e, = 17 kp/em?
|t =21 kp/em?
=10,
3 4 ; o
= ~35-37 -+ 8 —= —508 kp/em~
5 5
4 3 ,
= —37 - -8 —= —344 kp/em~
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180[- 6,
\<><(

Figura E6.7a.

3 4
Normal a BC: 0= 180 — 0, = cos 20 = cos(—2 0,) = g: sen 20 = sen(—20,) = — 3
= =135 3?3 84— 63,6 kp/ecm?
a, = 5-37 3 5~ ,6 kp/ecm
= 3?4 83* 24.8 kp/cm?
T = — g— E— L4, p/cm
Punto C
: 3 4
Normal a CB: 0 =180 — 0, = cos 200 = 35 sen 20 = — 3
3 o,
6, = —15+19 3= —3,6 kp/em*

4 2
T =—19 3=~ 15,2 kp/em=
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Normal a CD: (= —135° = cos 20 =0; sen 20 =1

— 15 kp/em?
19 kp/em?

e,
- 9Q
([

Punto D

Normal a DC: 0 = —135° = cos 20=0; sen 20 =1

g, =19 — 4 =15 kp/em?
t© = 17 kp/cm?

Normal a DA: 0= —45° = cos 20=0; sen 200 = —1

(6,=19+4=23kp/cm’
—17 kp/em?

T

Con los valores obtenidos en los vértices para los planos que limitan la placa, y teniendo
en cuenta que, segtin la solucién de tensiones, la variacion es lineal. se dibujan las distribucio-
nes de tensiones normales y tangenciales en la Figura E6.7b.

Figura E6.7b.

6.8. Una placa rectangular de espesor constante tiene sus vértices en los puntos A (6, 4), B(6, -2)
C(—4, —2), D(—4, 4), estando las coordenadas expresadas en centimetros. La placa estd
sometida a un estado de tension plana y las expresiones de las tensiones en los lados del contorno

son las siguientes:
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Se pide:

1 .u

2.0
3.11
4‘u

I."

DAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS CARTESIANAS
Lado AB: o, =y"-36 ; 1,=12y
Lado BC: o, =x"—4 ; 1,=—4x
Lado CD: o, =y'—16 ; 1,= —8y
Lado AD: o, = xr—16 ; 1,=8x

Expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa.

Coordenadas de

los puntos singulares, si los hubiere.

Ecuaciones de las isostiticas rectas.
Ecuaciones de las dos familias de isostdticas y dibujarlas.

Buscaremos una funcién de Airy de forma polinémica de cuarto grado

¢ = Ax* + BxPy + Cx2y? + Dxy® + Ey* + Fx7 + GxPy +

+ Hxy? + Iy + Jx? + Kxy + Ly?

La solucién de tensiones que de ella se deriva es:

=2Cx2+6Dxy+ 12Ey? +2Hx+61y+2L

=12AX2 +6Bxy +2Cy? +6 Fx+2Gy+21J

{".24) B

—3Bx*—4Cxy—3Dy"—2Gx—-2Hy—-K

R
axay

263

Obtenemos los coeficientes particularizando estas ecuaciones para los bordes e identifican-
do con las condiciones de contorno dadas.

¥ ) /" 48
4 32 | A 48
D B e —f e
EEE )| . i
(fea)u 4fem | (fa), |
32
! |
—ﬁ/ 2em {16 0 /1 X
027, o i = Al 24 |
) ‘HB C—— | T—_— "B
, dem 6cm ) B 24
A kLl (]

Figura E6.8a.
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Lado AB (x = 6)

G, =T2C + 36Dy + 12Ey> + 12H + 61y + 2L = y* — 36
t,= —108B—24Cy —3Dy* — 12G — 2Hy — K = 12y

12E=1: 36D+6/=0; 72C+12H+2L==36 ]
—3
D=0; —24C-2H=12; —108B—12G6-K=0
Lado BC(y = —2)

[, =12Ax" = 12Bx +8C + 6Fx = 4G +2J = x?—4
|ty = —3Bx? +8Cx — 120 - 2Gx + 4H — K = —4x

12A=1; —-12B+6F=0; BC—-4G+2J= -4 2
: 8C-2G=-4; —-120+4H-K=0

Lado CD(x = —4)

Gp=32C — 24Dy + 12Ey> —8H + 61y + 2L=y* — 16
T, = —48B+16Cy —3Dy* +8G - 2Hy — K= -8y

12E=1; -24D+61=0; 32C—-8H+2L=-16 3)
=
D=0; 16C—2H=-8; —-48B+8G-K=0

G = 12Ax> + 24Bx +32C+ 6Fx +8G +2J =x> ~ 16
1, = —3Bx*— 16Cx — 48D —2Gx — 8H — K = 8x

12A=1; 24dB+6F=0; 32C+8G+2J=-16 @
=
B=0; —-16C-2G=8; —-48D—-8H-K=0
El sistema de ecuaciones formado por (1), (2), (3) y (4) es compatible y determinado. S¢
obtienen los valores de los coeficientes

1 1 1
— 5 B=0; C=-z: D=0: E=—

A=5 > 2

F=G=H=I1=J=K=L=0
por lo que la funcién de Airy existe y resulta ser:

1 2.2 ! 4
12 T

Se comprueba que verifica la condicién de biarmonicidad.
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Las expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa son:

—x* 4 J.-E

— Y vy
Ty = = X)

2 Los puntos singulares son aquellos en los que se verifique
g q

Tpx = 0'"_‘. = - _\,‘.’ + .1‘)' = xz - .1‘2
T, =0 = 2xy=0
Se obtiene el sistema
x2—y'=0
xy=20

cuya tinica solucién es x = 0; y = 0. Por tanto, existe un tnico punto singular que es el origen
de coordenadas.

’7 Punto singular: 0 (0, 0) Jl

3" Las isostdticas rectas son aquellas isoclinas que forman un dngulo con el gje Ox igual a
su pardmetro

U 2tg 0 2
g2 = o 8T _ T
Opy — Oy 1 —tg?0 1-m

Existirdn isostdticas rectas si haciendo y = mx + h en la expresién anterior la ecuacién que
se obtenga tiene solucidn

2xy 2x(mx + h) 2m Fo \
== 5 = 5 = X,
yr—x? (mx+h?—-x* 1 -m? "

Como esta funcion de x, m, es constante a lo largo de la isoclina, se ha de anular la
derivada F'(x, m)

Fix,m=0 = hm*x*>+2hmx +h*+x*)=0

Para h=0 = y=mx

S ['[ d Hl.\‘z m

ustituyendo: =
(m:—=Nx* 1 —m?

Se obtiene m = 0; m = 1; m = —1, junto con x = 0.

Por tanto. las isostdticas rectas son los ejes coordenados y las bisectrices de los mismos

x=0; y=0; y=x; y=-x
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45 Las ecuaciones diferenciales de las lineas isostdticas, segin (6.7.3) son:

P L
2xy
que se descompone en las dos ccuaciones siguientes
dy x> =y 4P+t x .,
- = =L = Xy =C
dx 2xy ¥
dy X2 —yP—x?—y? ¥
A -2 = xy=0C,
dx 2xy X -

Por tanto, las isostaticas son dos familias de hipérbolas equildteras, de asintotas los ¢jes y
las bisectrices de los mismos, respectivamente

_ i —
] s -\'2_.1'3:(_‘1 |
1sostaticas
xy=0C,

Para identificar la familia de hipérbolas correspondiente a la tension a, veremos previa-
mente si existen puntos singulares. Si existen, s¢ habrd de verificar en ellos

e | -
T, =0 J 2xy =10 f

El resultado indica que el origen es el inico punto singular.
Tomemos un punto cualquiera distinto del origen, por ejemplo, el P(0, I). En este punto

es decir, la direccién del eje principal correspondiente a a, s paralela al eje x.
Por consiguiente, la red de isostiticas, distinguiendo con trazo continuo la familia de las 7,
y con trazo discontinuo la correspondiente a las a,, es la dibujada en la Figura E6.8h.
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Figura E6.8b.

Las isostiticas rectas encontradas anteriormente se obtienen también de la solucién gene-
ral, para C, = C, = 0. Se trata de conicas degeneradas

o yrl=0 = y=+x
xy=20 = x=0; y=0

69. En los vértices de una placa rectangular de 40 x 20 cm existen las tensiones que figuran en el
siguiente cuadro:

[ Ty Ty
A (20,10) —900 9200 1200
B (20, —10) —900 900 —1200
C(—20,-10) —900 900 1200
D(—20,10) —900 900 —1200

estando expresadas en kp/em?®.

Se conocen, ademds: en los puntos medios de los lados del contorno de longitud 40 cm
G,y = — 300 kp/cm?, y en los correspondientes a los lados de longitud 20 cm o, = —1.200
kp/em?®.

Sabiendo que las leyes de tensiones normales sobre el contorno son parabélicas de 2.° grado y
que las correspondientes a las tensiones tangenciales son lineales, se pide:

1 Dibujar las fuerzas de superficie sobre el contorno.

29 Determinar la funcién de Airy y la solucion de tensiones que de ella se deduce.

3° Hallar los puntos singulares.

4° Calcular la red de isostiticas y representarlas graficamente distinguiendo las dos fami-
lias mediante trazos continuos o discontinuos, respectivamente.
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[* A la vista del cuadro dado y de los datos suplementarios que se indican en ¢l
enunciado se pueden dibujar las distribuciones de las fuerzas de superficie sobre el contorno.
En las Figuras E6.9¢ y E6.9b se indican Jas correspondientes a las fuerzas correspondientes a
las fuerzas normales y tangenciales. respectivamente.

Las ecuaciones analfticas de ambas distribuciones se obtienen [dcilmente

a = 3y?—1200
g = 3x* =300

T, = £060 x, para y = +10; 7., = +120 p, para x = +120

2°  Ensayaremos como funcién de Airy un polinomio de cuarto grado, pero sin términos
en x o y, de grado impar, a la vista de la simetrfa que presentan las fuerzas de superficie sobre
el contorno

$ = Ax* + Bx2y? + Oyt
La solucién de tensiones que de ella se deduce es:
o =2Bx*+12Cy*

= 12Ax% + 2 B)?

—4 Bxy

=)
i

-
Il

Determinemos los valores de los coeficientes imponiendo las condiciones de contorno.

Para x = +20:

3 1
o, =800 B+ 12 Cy?=3y* - 1200 = B= -7 CZE
900 kp/em? ¥ 900 kp/em? ¥ 120 kplen?®
900 ‘
kp/em? D e e e — —> A

=R
-

900 kp/cm? 900 kp/cm?

k'ﬁi‘fﬁzﬁ A EEEE >4 i'\
=
\;

h)

Figura E6.9a y b.
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Para y = +10:

_ 1
O, =12Ax* +200 B=3 x* =300 = A =3

: 3 .
Sustituyendo el valor de B = — 5 en la expresion de 7,

T, =06xy
vemos que verifica las condiciones dadas:

Para y= +10: 1, = +60x

ANV

x= 420 1,=+120y

Xy

Por tanto. la funcién de Airy es:

3 1
i 4 2.2, 2 .4
(}5 == X - E Xy A+ 4 )

y se comprueba que verifica la condicién de biarmonicidad.
La solucién de tensiones que de ella se deduce es:

3
I
)
—
e
I
%)
-
ta

nx
| { o, =3x3—-3)?
T, = 6 Xy

3 Los puntos singulares vienen dados por las soluciones del siguiente sistema de ecua-
ciones

O =0, = 317 =3x7=3x*-3)°
7,=0 = 6xy=0

cuya tnica solucién es y = +x = 0, es decir, el tinico punto singular es el origen de coordena-
das

4° Las ecuaciones diferenciales de las dos familias de isostdticas son:

? —_ — * 2
ﬂ —— JJI’.\' 0—"," i G—“.: 6".\' + ]
dx 21, 21

Xy

Sustituyendo, se tiene:

d_‘. _ 6 x? —6y? + (6 y2—6 x% 2+ [ = x?—y? + y? 4 x? < x/y
dx 12 xy 12 xy 2 xy 2 xy —y/x
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dy x

=2 = ydy —xdx=0= 2 —x?=¢
dx v

dy y

— = - =xdy+ydx=0= | xy =¢;

dx X

siendo ¢, y ¢, constantes de integracion.
Las isostdticas resultan ser dos familias de hipérbolas equildteras.
Se representan en la Figura E6.9¢.

Figura E6.9c.

6.10. Dada la presa de perfil triangular indicado en la Figura E6.10 se pide calcular a embalse
totalmente vacio:

1. Funcién de Airy.

2.° Expresion de las tensiones en un punto cualquiera de la presa.
3. Ecuacién de las lineas isostiticas.

4. Ecuacién de las lineas isobaras.

1|
.

Figura E6.10.
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1. A embalse totalmente vacio encontramos los valores de los coeficientes de la funcién
de Airy particularizando las ecuaciones (6.15.13) para tg oo, = 0; o, = o

siendo 7 el peso especifico del material de la presa.
2" La solucidén de tensiones se obtiene de forma inmediata a partir de la funcién de Airy

f (:_;24,_

O = =0

ay?

{ :('.]qu_ T X — 7y = ¥ ‘Y—'}'t a]
"ooax? tga I tg o &

Rt
T, = — =
= dx dy

A

3" Aplicando la ecuacién general de las lineas isostidticas

Q _ Ty — Un_n' Tyx — rrn_}' ?
= —+ — | + 1
dx 21, 271

¥

tenemos

dy x—ytga 1
T - + — 1t 214 2 tg?
dx 2xtga _2-"18-3(‘/{)( ytga) x?tg? o

De estas dos ecuaciones se deduce lo siguiente:

dy ) .. . . .
a) Parax =0 -—= = oo, es decir, el paramento coincidente con el eje y es una isostdtica.

ly .
v +1, es decir, en los puntos del paramento aguas abajo las

dx
isostdticas forman dngulos de 45° y —45° con el eje x.

b) Para x =y tg o

4" Al ser g, = 0 la ecuacion de las isobaras se reduce a

g, | s
) 2 2 .
Gy, = -—~:' _+§ VO + 415, = k
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de donde:

. “u,r‘z L 3 .2 K2k 2 _
- ?) = :1 l(’-uln' + . r.\'_\'] = LN (T"_‘, - Ty = 0

Sustituyendo los valores de 7, v 7., en funcién de las coordenadas, obtenemos finalmente

i . ..q ] . .
‘ =1 x X

que representa una familia de pardbolas,
6.11. Demostrar que la funcién de tensiones
2, 2 y
¢=C[(x + y*)arc (g——xy:l
X

da la solucién del problema eldstico del medio semiinfinito indicado en la Figura E6.11 y sobre
el que actida una presion constante a un lado del origen.

P

v

Figura E6.11.

La funcién ¢ dada resolverd el problema eldstico del medio semiinfinito considerado sila
tension a,, que de ella se deriva verifica las condiciones de contorno:

G, = constante para 0 =mn (x <0)
G, =10 para 0 =0 (x>0)
Se verifican, en efecto, ya que

Tahl ' v 2xy
O, =->5=Cl2arctg =——5——
’ X X°+vy
y para:
y=0; x>0 = g,=0

y=0; x<0 = g,=C-2n=—p

ny

Por tanto, queda demostrado que la funcién dada ¢ es la funcién de Airy que resuelve el
problema eldstico del medio semiinfinito considerado.

La presién constante que actiia a un lado del origen estd relacionada con la constante ¢
mediante la relacién

p=-—-2nC



Torsion

7.1. Introduccion

La solucién del problema eldstico en una barra cilindrica de seccién circular sometida a
torsién pura fue dada por Coulomb en 1784. Posteriormente, en 1826, Navier intentd
generalizar sus resultados a barras de seccién recta arbitraria, haciendo la hipdtesis de
conservacion de las secciones planas, es decir, admitiendo que los puntos de la barra
contenidos en una seccion recta antes de la deformacién continuaban perteneciendo a un
plano después de producida ésta. Admitir esta hipdtesis era equivalente a decir que las
secciones rectas no experimentan alabeo alguno. Esta hipétesis es andloga a la de Ber-
nouilli en la flexion, pero asi como, aun no siendo rigurosamente cierta. en la flexion
conduce a férmulas de una aproximacién mds que aceptable, en la teoria de la torsion
introduce errores que la hacen inadmisible, como ya puso de manifiesto Cauchy en 1829.

En este capitulo comenzaremos estudiando la torsién de barras cilindricas de seccién
recta circular o anular, mediante la solucién del problema eldstico correspondiente, para
continuar con el de barras cilindricas de seccién arbitraria. Es éste un ejemplo ilustrativo
del planteamiento del problema eldstico segin se formule en desplazamientos, solucién
expuesta por Saint-Venant, o en tensiones, utilizando la funcién de tensiones de Prandtl.

Como ejemplos de aplicacion de la teoria de la torsién para barras cilindricas de
seccion arbitraria, consideraremos los casos de secciones: eliptica, triangular equildtera y
rectangular, estudiando la distribucién de tensiones en cada uno de ellos.

Mis adelante, de entre los numerosos métodos existentes para la resolucién de las
ecuaciones de la Elasticidad, expondremos en el Capitulo 10 el método de Ritz, basado en
consideraciones energéticas, que es un método aproximado para la resolucion del proble-
ma eldstico en torsion.

72. Torsién en barras prismadticas de seccion circular o anular
Consideremos una barra prismdtica de longitud [ y seccion recta circular de radio R,

sometida a momentos torsores M, de sentidos inversos aplicados en sus secciones extre-
mas (Fig. 7.1). Admitiremos la hipétesis de Bernouilli de conservacién de las secciones

273
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Figura 7.1.

rectas y que el efecto que produce ¢l momento torsor es una rotacion de una seccion
respecto de otra indefinidamente préxima alrededor del eje ]ongnudnml del prisma, es
decir, todos los puntos contenidos en un plano penpendicular al eje del prisma siguen
perteneciendo al mismo plano después de la deformacién.

Llamaremos 0 al dngulo de torsién por unidad de ]ongltud que, por razén de isotropia
del material, es constante para todas las secciones del prisma.

Con estas hipétesis, que pueden ser comprobadas experimentalmente, es fdcil expresar
las componentes u, v, w del vector desplazamiento de un punto P (Fig. 7.2):

u=>0

—rlx cos o= —0Oxz (7.2.1)
rx sen o = Uxy

v

w

ya que r cos o= Z; I' Sen o = ).
La simple observacién de estas expresiones nos indica que la dilatacién cubica unitaria

es nula

du dv  dw
e=—+—+—=0 (7.22
ox dy 0z )

es decir, en la barra no se produce variacién de volumen.

ta

Figura 7.2.
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A partir de las componentes del vector desplazamiento se obtienen las componentes de
la matriz de tensiones aplicando las ecuaciones de Lamé

O, = 4 + 2Ge, = 2G g =0
ax
) dv
Oy = 4e + 2Ge, =2G — =0
: ) ay
A
0, = 2¢ +2Ge, = 2G - =0
Oz
u v
1,=06—+—|= -Gz 2
* (r’x -x) (7.2.3)
ja o] ,."
T = G(ﬂ + 21) = GOy
dz &
v ow
.=Gl—+—]=0
Ty (ﬂ; ﬂp)
La matriz de tensiones serd:
0  —Glz Goy
[T]=| —-GoU:z 0 0 (7.2.4)

Goy 0 0
Si OP = r, la tensién tangencial en todo punto P

T = T_EJ. + 'E_%: = Gl 22 + }!2 = Gir (7251

resulta ser proporcional a la distancia del punto P al centro de gravedad de la seccion.

Figura 7.3.
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Como de la Figura 7.3 se deduce que

b

P
a=0P z=1,1,

el vector tensién t es perpendicular a la recta que une el punto P con el centro O dela
seccion.

La solucién de tensiones (7.2.3) verifica idénticamente las ecuaciones de compatibili
dad, ya que hemos partido de los desplazamientos. Verifica también, idénticamente, las
ecuaciones de equilibrio interno. En cuanto a las condiciones de contorno, fdcilmente s
comprueba que se verifican en los puntos de la superficie cilindrica (Fig. 74)

0 1, T 0 T, seny + 1, cos
fal=[T1[ul= |1, O 0 ||senf | = 0 (7.26)
.. 0 0 cosp 0
1.‘
y como T, 8enf + 1 cosf = GO cos?(— z=+ y) =0
&

resulta f, = 0, en todos los puntos de la superficie lateral.
Para dar por resuelto el problema eldstico nos queda por comprobar las condiciones
de contorno en las bases, en las que «= +1; f=0;y =0 (+ 1, en la base de la derechy;

— 1, en la base de la izquierda).

?: i Opx = 0
V=41, = F GOz (127)
Z= +1,.= +Gly
n y
M
Y/
z 0

Figura 7.4.
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La solucién de tensiones dada por la matriz (7.2.4) no queda invalidada si la solicita-
cién aplicada en las secciones extremas no coincide exactamente con las fuerzas superficia-
les dadas por estas ecuaciones, ya que, en virtud del principio de Saint-Venant, tal
distribucion de tensiones en secciones a partir de cierta distancia de las extremas, la
producirfa cualquier solicitacion que fuera estdticamente equivalente a un par torsor M.
Cuanto mds se ajustara la distribucién de fuerzas superficiales a las dadas por las
gcuaciones (7.2.7), menor serd la distancia a las secciones extremas a partir de la cual serd
vilida la solucién de tensiones dada por la matriz (7.2.4).

Nos interesa encontrar la relacién existente entre el dngulo de torsién por unidad de
longitud y el momento torsor M. Para ello expresaremos que el momento resultante de
las fuerzas engendradas por las tensiones tangenciales en cualquier seccion es M

P kK
M= X v z | dydz =
0 0 — GU: G”_;-‘ (?28]

=i GO[f,(v* + %) dydz —J GOx [f,ydydz — k GOx [[,zdydz = M i

De aqui se obtiene:

M. = GO([.(v? + 22)dydz = GOI
{ ! a0 ey 0 (7.2.9)

[foydydz=0: (fzdydz=

siendo I, el momento de inercia polar de la seccién respecto del centro de la seccién

"R , R4
:0=J 2mwwn=55- (7.2.10)

0

Las dos dltimas ecuaciones se verifican, ya que son los momentos estdticos de la
seceién respecto a ejes que pasan por el centro de gravedad.
De la primera, se obtiene la relacion que buscdbamos entre 0y M

u—““‘ (7.2.11)
- GI” LTS
y de aqui:
a1, =M1
° 0

Al producto GI,, que depende exclusivamente del material de la barra y del radio
de la misma. se le denomina rigidez a la torsién. Resulta ser igual al cociente entre el par
torsor aplicado y el dngulo de torsién por unidad de longitud que dicho par produce en la
barra.
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Sustituyendo la expresién de 0 dada por (7.2.11) en (7.2.5), obtenemos la ley de

distribucién de la tensién tangencial en la seccién
T= -M—’ r (7.2.12)
IU

Si suponemos marcada en la superficie de la barra prismdtica una reticulacién como la
indicada en la Figura 7.5a, ficilmente deducimos mediante el circulo de Mohr (Fig. 7.50)
las tensiones y direcciones principales.

Resulta, por consiguiente, que las isostdticas son hélices que forman con el eje longitu-
dinal de la barra un dngulo de 45° (Fig. 7.5¢). Este resultado no solamente es vilido para
la superficie exterior de la barra, sino también para cualquier cilindro coaxial que sea
interior.

Para materiales que presentan poca resistencia a la traccién, como es el caso del
hormigén, si la pieza va a ser sometida a torsién habr4 que colocar armaduras helicoida-
les a 45° con el eje de la pieza, en direccion de las tracciones, préximas a la superficie
exterior, que es donde se van a producir las mdximas tensiones de traccién, y uniforme-
mente espaciadas.

Las componentes de la matriz de deformacién se pueden obtener a partir de los
desplazamientos (7.2.1) aplicando las ecuaciones de definicion.

Si llamamos ¢ al dngulo de torsién, es decir, el dngulo girado por la seccién de abscisa
x respecto de la extrema correspondiente a x = 0, es facil deducir cudl es la deformada de
cualquier fibra longitudinal del prisma cilindrico de seccién circular.

En efecto, integrando la expresién del dngulo de torsién

dp 1 .
) = — =— , siendo k una constante
dx k

se tiene x=ko+C (7.2.13)

en donde C es una constante a determinar imponiendo las condiciones de contorno.

Figura 7.5.
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Pero esta expresion es la caracteristica de una hélice cilindrica, cuyas ecuaciones
paramétricas son (Fig. 7.6):

X=re-tgoa= ke
y =1rcos g
Z=rsenq

Por tanto, la deformada de toda fibra longitudinal de la barra es una hélice.

En la construccion de mdquinas se suelen utilizar barras de seccién anular (Fig. 7.7)
mds que las de seccién circular. Para barras prismdticas de seccién anular sometidas a
torsién sigue siendo vdlida la solucién de tensiones dada por (7.2.4), y de andloga forma
a como lo hemos hecho anteriormente en el caso de seccién circular vemos que se
verifican las ecuaciones de equilibrio interno y las ecuaciones de equilibrio en el contorno.

En el caso de seccion anular varia la rigidez de la pieza y, por tanto, la relacién (7.2.11)
entre el momento torsor M y el dngulo de torsién por unidad de longitud. La expresién
de I, es ahora

RZ R 4 R 4
Iy = J 2arrtdr =n % (7.2.14)

R]

T

Riisfigiilf vansA

yd

v
Figura 7.6. Figura 7.7.

13. Torsion de barras prismaticas de seccion arbitraria.
Método semi-inverso de Saint-Venant

Consideremos una barra prismdtica de seccién recta arbitraria, solicitada a torsién por
dos pares M, de sentidos opuestos, aplicados en sus secciones extremas, de ejes coinciden-
tes con el eje de la barra. Supondremos que son nulas las fuerzas madsicas.

Mediante una sencilla comprobacién experimental se demuestra que en el caso de
seccién recta no circular, las secciones planas antes de aplicar los pares torsores no se
mantienen planas después de la deformacion, sino que se alabean. Se comprueba, en
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efecto, que si se somete a torsién una pieza prismdtica de goma de seccién cuadrada, en la
que previamente se ha dibujado una reticula coincidiendo con lados de secciones rectas y
paralelas al eje de la pieza (Fig. 7.8a), las secciones rectas inicialmente planas sufren un
cierto alabeo (Fig. 7.8h).

Se atribuye a Saint-Venant un método para el cdlculo de las tensiones que existen en la
barra, asi como las deformaciones que se producen en ella. Este método consiste en
admitir que las componentes de la matriz de tensiones son nulas excepto ., y 7,.. enun
sistema de referencia cuyo eje x tiene la direccion del eje longitudinal de la pieza. Las
tensiones que se obtienen aplicando las ecuaciones de la Elasticidad representardn la
solucion del problema elidstico si satisfacen todas las condiciones necesarias, ya que hemos
visto anteriormente que en un problema de clasticidad la solucién es tnica.

Se denomina método semi-inverso porque consiste en suponer que ciertas tensiones son
nulas, verificando a posteriori que se verifica esta hipotesis a la vez que se determinan las
tensiones no nulas.

En el estudio de la torsién de una barra prismética de seccién arbitraria, Saint-Venant,
para aplicar el método semi-inverso, como mds adelante podremos comprobar, establecid
las siguientes hipétesis:

1Y La deformacién de cualquier seccién recta es un giro alrededor de un punto 0
acompafado de una alabeo que es igual para todas las secciones.
2% El dngulo @ girado por unidad de longitud es constante.

En virtud de la primera hipétesis de ser el alabeo el mismo para todas las secciones, la
componente u del vector desplazamiento de un punto de la barra prismdtica (Fig. 7.9a)
serd independiente de x. Por tanto, si llamamos  a la funcion de alabeo, podemos poner.

u=0y(yz) (1.3.0)
Por otra parte, las otras dos componentes v y w, teniendo en cuenta la constancia del
dngulo girado por unidad de longitud (Fig. 7.9b), si OP = p, serdn:

U= —p”.\‘COSQC: —0Ox:z (7.3.2)
w=plxsena=0xy

Figura 7.8.
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Figura 7.9.

Diremos, por ahora, que el punto O no tiene por que coincidir con el centro de
gravedad G de la seccién, a no ser que G sea centro de simetria de la misma.

Conocidas las componentes del vector corrimiento, la obtencidén de las componentes
de la matriz de deformacién es inmediata

f du dov aw
e, =—=0; ¢g=-—-=0; &=
dx dy 0z

| 1 fou dvy 1 ay

"}'\-.:_ "_+_,,'_ :—-U =z

2% 2 \dy  dx 2 ay

< ou  owy 1 ay
b (G Y (S ey
=3 \0z 0 .\—) 2 (az ) )

dv 0w
+—1]=0
=3 (5 )

A partir de éstas se obtiene la matriz de tensiones aplicando las ecuaciones de Lamé:

(7.3.3)

| —
B |

ro| —
=
(2}
o —

a )
0 GO {—l—t’—:) GO (ﬂ-ky
ay 0z

oy
[T]=| GO (le: - Z) 0 0 (7.3.4)
Go (‘ﬂ—d' " y) 0 0
cdz

Comprobamos que los términos de la matriz de tensiones son nulos, excepto los
correspondientes a Ty, ¥ Ty..

Podemos comprobar que la solucién obtenida verifica las condiciones que requiere la
solucién del problema eldstico.
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En efecto, las ecuaciones de equilibrio interno se reducen a las siguientes:

2] 2 2 2
ar oT ot T .-
==+ E=0; ==2=0; == (7.3.5)
dy az ax 0x

Las dos dltimas se verifican idénticamente, ya que tanto 7., como t,. no dependen
de x. En cuanto a la primera ecuacién, también se cumple si se considera una funcién de
tensiones @ (y,z) llamada funcion de Prandtl, tal que:

o )
T.\')’ T A e T.\‘: - T 5

oz oy

(7.3.6)

Podemos ver la condicién que tiene que cumplir esta funcién de tensiones eliminando
la funcién de alabeo entre las ecuaciones que resultan de sustituir en (7.3.6) las expresiones
de t,, y t,. dadas por la matriz de tensiones

D ) '
=G0 (ﬂ - )
¢ ay

A 5
= -G (fﬁ—w + J’)
- oz

Il

Derivando la primera ecuacion respecto a z, la segunda respecto a y, y sumando
miembro a miembro, se tiene:

2D i
C Lo AD= 260 (737)

0z dy

es decir, la funcién de tensiones es tal que su laplaciana es constante en todos los puntos
de la barra ¢ igual a —2G0.

Que la matriz de deformacién, cuya componentes vienen dadas por las ecuacio-
nes (7.3.3), verifican las condiciones de compatibilidad es evidente, ya que hemos partido
de la solucién de corrimientos.

En cuanto a las condiciones de contorno, por ser éste libre (Fig. 7.10), se habrd de
verificar:

0 7, 7. 0 0
[(TM[u]=|1, 0 0 seno [=1]0
T 0 0 cos o 0

es decir:
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v

Como
dz dy
sen = —— ; COS %= —
ds ds
teniendo en cuenta (7.3.6), resulta:
b dz D dy  dD 0 (73.)
0z ds Oy ds  ds o

Este resultado nos dice que la funcién de tensiones @ es independiente de la abscisa
curvilinea s en el contorno de la seccion, por lo que ha de tener un valor constante en
todos los puntos del mismo.

Si consideramos barras de seccién recta llena, es decir, piezas cuya seccion recta tiene
un contorno simplemente conexo, esta constante puede ser elegida arbitrariamente, ya que
para la resolucién del problema eldstico sélo nos interesan sus derivadas. Por consiguien-
te, por simplicidad, consideraremos en lo que sigue que

®=0

en los puntos del contorno de la seccion.

Figura 7.11.
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Finalmente, comprobemos que en cualquier seccién recta la resultante de las fuerzas
engendradas por las tensiones tangenciales ., y 7,. es nula, asi como que el momento
resultante respecto de O de dichas fuerzas es igual al momento torsor M.

En efecto, las componentes de la resultante son:

- ‘1(1)
_” t dydz = de J = dz=0
! 0z
0
. -
'” T.dydz = — [n’:—[ (T_—- dy=20
14 . (IJ!

que se anulan ambas por ser ® nula en el contorno, aunque también lo harfan si @ tuviera
un valor constante en el mismo.
Por otra parte, el momento ha de verificar:

' D D
M, = J [ (T — 1,,2) dQ = —” = o —JJ. £ zdn (139)
Jo o Y o ¢

Integremos por partes estas dos tltimas integrales teniendo en cuenta que, si se trata de
secciones que sean recintos simplemente conexos, podemos considerar que la funcién de
tensiones @ se anula en los puntos del contorno, como hemos visto anteriormente.

T D b Y2 00 b Y2
- “ rT ydQ = —J dz.[ l"‘_ vdy = ~J dz {[yd*] Ja — J D a‘)-} = Jf DOdyd:
Q ay a v oy a : » 4]

“,(-D *d 2, “.1(1- d z,
- J"[ .'1_ zdQ = —J dy [ fTJ zdz = —J dy{ z®]i — J 'CIJd:} = J‘J Odydz
o 9% ¢ = F ¢ ] ) 0

=t
1

L]

Sustituyendo en (7.3.9), se obtiene:
My = :—'Jj D(y.z) dyd: (7.3.10)
Q

Los resultados anteriores nos indican que es necesario que la laplaciana de la funcién
de tensiones @, que nos resuelve el problema eldstico de la torsién, sea constante en todos
los puntos de la seccién recta, y que el valor que toma dicha funcién en los puntos del
contorno es también igual a una constante, que puede ser elegida arbitrariamente.

Veamos otra relacién de interés entre la tensién tangencial T y la funcién de ten-
siones @. La tensién Tse puede expresar asf:

) . I S S
f=t,j +1uk=7 ] - ‘1} K= 1 xgrad ® (7.3.11)
Jz ay
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Yalz)

o

Figura 7.12.

Ahora bien, la funcién @ representa una superficie o, mejor dicho, un casquete de
superficie que se apoya en el contorno de la seccién, ya que @ se anula en el citado
contorno.

Si cortamos el casquete por planos paralelos al plano de la seccién se obtiene una se-
rie de curvas que no son otra cosa que las lineas de nivel del campo escalar @ = @ (y, z)
(Fig. 7.13).

Como el gradiante de la funcién @ es, en cualquier punto P de la seccién, perpendicu-
lar a la linea de nivel que pasa por él, y la tensién tangencial viene dada por (7.3.11), T
resulta ser tangente a dicha curva de nivel.

En cuanto al médulo de 7, de la misma ecuacién (7.3.11) se desprende:

= |i x grad ®| = [grad @] = f;g (7.3.12)

es decir, el médulo de la tensién tangencial en un punto cualquiera de la seccién es igual a
la derivada de la funcién @ en la direccion normal a la linea de nivel que pasa por él.

Figura 7.13.



286 ELASTICIDAD

De lo anterior se deduce que dibujadas en el plano de la seccién las curvas de nivel de
la funcién de tensiones, la tensién tangencial creada en un determinado punto P por un
momento torsor es tangente a la curva de nivel que pasa por €l y su médulo serd tanto
mayor cuanto mds préximas se encuentren entre si las lineas de nivel.

Conocida la funcién de tensiones @, o funcién de Prandtl, queda determinado el
punto O alrededor del cual gira una seccién respecto de la indefinidamente préxima. En
efecto, la funcién @ = @ (y,z) toma su valor mdximo en un punto para el cual

; D
ﬁ(l)_o‘ C -0

o - 7.3.13)
dy T oz ( )

Segun (7.3.6), se anulan en dicho punto las tensiones 7, y 7., por lo que este punto de
la seccion de la barra no estd sometido a tensién alguna. Es el punto que hemos designado
por O y que se denomina centro de torsion. Al lugar geométrico de los centros de torsion
para todas las secciones de la barra prismdtica se le llama eje de torsién por ser la tinica
fibra que no estd sometida a solicitacién alguna y, ademds, no sufre deformacién.

El cédlculo del centro de torsion se hard imponiendo la condicién de ser el tinico punto
de la seccidn cuya tensién tangencial 7 es nula, es decir:

T, =1.=0 (7.3.14)

Una observacién importante hay que hacer respecto del origen del sistema de referen-
cia, y es que si para el estudio de las tensiones es indiferente, no lo es para el estudio de las
deformaciones. En este caso el origen tiene que ser el centro de torsién O de la base de la
izquierda, que supondremos fija, pues sélo asi se verificardn las férmulas (7.3.1) y (7.3.2).

De lo anterior podemos deducir que si la seccién de la barra prismadtica carece de
simetrfas, el centro de torsién no coincide con el centro de gravedad. Si la seccién tiene un
gje de simetria, sobre €l se encuentran ambos puntos, sin que se pueda afirmar que
sean coincidentes. Solamente si la seccion admite dos ejes de simetria, el centro de torsién
coincide con el centro de gravedad.

Podemos hacer algunas consideraciones sobre la funcién de alabeo . De la primera
ecuacién (7.3.5) de equilibrio interno, derivando las expresiones de las tensiones dadas
por (7.3.4) se tiene:

dt,, Ot oty 0° l,’/)
— 4 =GO - | = 7.3.15
(ﬂyl N 0z* 0 [ )

Este resultado nos dice que la funcién de alabeo es una funcién armonica en todos los
puntos de la seccidn.

Para el cdlculo de i, podemos obtener las derivadas parciales respecto de las dos
variables de las que depende, a partir de las expresiones de las tensiones en funcién de los
desplazamientos.



TORSION 287

E£=Q+a_u=0%_9;,:>@=rx}‘+z

G dJdy dx ay dy GO

T,\::‘_@_f_ a“’_” ﬂ+0 ﬂgll _ Ty- (7l316)
G o0z ox oz YT az"Go Y

De las expresiones obtenidas se deduce que la determinacién de la funcién de alabeo i
se reduce, conocidas las tensiones, a la integracién de la diferencial total

= Tx}, dr i_ i -
dy (G(}+Z) '}+(GH _l) z (7.3.17)

Nos puede interesar buscar la relacién existente entre el momento torsor My el
dngulo de torsién por unidad de longitud 0.

Para ello, sustituyamos las expresiones de las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4)
en la expresiéon del momento torsor (7.3.9)

0 Gl ’
My = JT (T2 ) — T4, 2)dQ = Jj |:G ﬂ(ﬂ y+ yz) — GU(( 4 z— 22)}{;} =
Ja a 0z , dy

(7.3.18)
=G0 (v2+22+}’i!—!{-z%)cfﬂ
a\ 0z dy,

A la integral

) 5
J=H (yz T S L ﬂ)m (7.3.19)
o 0z dy

se le denomina inercia torsional.
Al cociente entre el par torsor aplicado y el dngulo de torsién por unidad de longitud,
que es la relacién que ibamos buscando,

M,
—T-qgJ (7.3.20)
0
se le denomina rigidez torsional. La rigidez torsional es, pues, el producto del médulo de
elasticidad transversal G del material por la inercia torsional J.
Observamos que la inercia torsional J es igual al momento de inercia polar I, dela
seccion respecto del centro de torsién

J = '”~ (V+z29)dQ =1, (7.3.21)
o
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solamente cuando se anula el alabeo, esto es, cuando la seccion recta es circular, como
hemos visto en el epigrafe anterior. En tal caso, el centro de torsién coincide con el centro
de gravedad de la seccion.

Veamos, como aplicacién de lo expuesto, como podriamos resolver el cdlculo de la
distribucién de tensiones en el caso de seccién recta cuya ecuacién analitica de la curva de
su contorno fuera de la forma:

fr.2)=0 (7.3.22)
y tal que su laplaciana fuera constante
Af(y,z) = constante (7.3.23)
En tal caso, comprobamos que cualquier funcién del tipo
® = Cf(y.2) (73.24)

siendo C una constante, puede ser tomada como funcién de tensiones que nos resuelve el
problema eldstico de la torsién.
En efecto, al ser nula la funcién ® en los puntos del contorno:

@ = Cf(y,z) = 0 en el contorno (7.3.25)
la constante C se determina teniendo en cuenta la ecuacién que relaciona @ y el momento
torsor M,

M, =2 ”A DO(y,z)dydz =2C '[f fly,z)dyd:z
Jdn Q
de donde:

M,

2 J‘ f fy,2) dy dz
0

Obtenida esta constante, el valor ¢ del dngulo girado por unidad de longitud, en virtud
de (7.3.7), ser4:

C- (7.3.26)

A =CAf(y.2)=-2G 0
de donde:

_CAf.2)

(7.3.27)
2G

0 =

7.4. Torsion de barras prismaticas de seccion eliptica

Sea una barra prismadtica de longitud /, de seccion recta eliptica, cuyas longitudes de los
semiejes son a y b (supondremos a > b), sometida a torsién mediante pares torsores My
aplicados en sus secciones extremas.
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Es éste un caso tipico de los que se puede resolver el problema eldstico de torsién
aplicando lo expresado al final del epigrafe anterior, ya que la ecuacién analitica del
contorno

.2 -2
1, a}_( h2—1)=0 (7.4.1)

se anula en los puntos del mismo y, ademds, su laplaciana es constante.

2
Af(y,z =F+

7
— = constante (7.4.2)

o

La funcién de tensiones que resuelve el problema eldstico en este caso es, segin
sabemos, de la forma

ooz
(]) NZ) = — —,—l ?4
7.2) C(«l%— ) (7.43)

siendo C una constante que determinaremos aplicando la ecuacién (7.3.26)

M

2 T 1L
”f{wmdvdb H} —+l)dydz 2(_—;+—i—9)
a- b=

siendo I, e I, los momentos de inercia de la seccién respecto de los ejes y y z. respectiva-
mente, y Q el drea de la misma.
Como

bh* ba-
_ mab” nha O — rab

la constante C serd:

C = - = —— (7.4.4)

Sustituyendo esta expresién en (7.4.3) obtenemos la funcién de Prandtl

['vf; Ve z?
® = -
" nab (a' h? ] ) (74.5)
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Conocida la funcién de tensiones, la obtencién de la solucién de tensiones es inmediata

a0 2M,

L

Yz nab®
a0 2M, (748
T..= — —— = r
"' dy ma’h y

El centro de torsion es. en este caso, el centro de la elipse que hemos tomado como
origen del sistema cartesiano de referencia.

Las tensiones tangenciales resultan ser funciones lineales de las coordenadas. Se repre-
sentan en la Figura 7.14 para los puntos coincidentes con los ejes (Fig. 7.14a) y para los
puntos de dos rectas que pasan por el origen (Fig. 7.14b).

Observamos que el cociente 7./t es constante en todos los puntos de una recta 0A
cualquiera y que en todos ellos la tensién tangencial resultante, 7, tiene direccién constan-
te, paralela a la tangente en el punto A del contorno.

La tensién tangencial médxima se produce en los extremos del eje menor: T, en los
puntos (0, +b)

M,
— 74.7
nab? (747

Tinix

En estos puntos se anula la componente t__, por lo que la 1,,, tiene la direccion del
eje y. Se observa que la tensién mdxima se produce en los puntos del contorno mis
cercanos al centro de torsién.

Tinix A

O

a) h)
Figura 7.14.
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El valor del dngulo de torsién por unidad de longitud se obtiene de la expresién de la
laplaciana de la funcién de tensiones

AD=CAfly,z) = &(2+2 = —=2G0
N SO == Tab a* b -
es decir;
M. (a* + b?)
0= Gab (748)

De esta expresién se obtiene de forma inmediata las correspondientes a la rigidez
torsional

M, nGa’b®

e ) 749
y a la inercia torsional
na’b?
J= prany (7.4.10)

A la misma expresién de J llegamos, evidentemente, aplicando (7.3.19). En efecto

a’ — b? a’ — b? 2a° 2 h?
_'” (};24-:2— 5 y o+ zz)dyd:: ; s 1+ — S 1, =
Jo

—
I

a’ + b? a* + b? a’ + b* a* + b?

2¢°  wab? 2h%  wa*h  wath?

el + - ]
at+b* 4 at+h* 4 a’ + b?

habiendo sustituido las derivadas de la funcién de alabeo por las correspondientes expre-
siones que obtendremos a continuacién.

Para el cdlculo de la funcién de alabeo, despejamos sus derivadas de las expresiones de
las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4)

(7.4.11)
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De aqui obtenemos

oy 2M, A 2a° N b —a
dy  GOmab® = "~ a*+b* T T a4+ bt
, 74.12
oy 2M; 2h? . b* — a? { )
-—_ - oy =7
ez Gonab Y VT arp Y TV Ty !
sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a:
b2 — g2 2_ g2
ly = — -z dy + — v dz 74.13
dy at + b* y p2? ( )
cuya integracién es inmediata
b* — a?
. 'z + 74.14
v a® + b? ) Vo { }

siendo 1, una constante de integraciéon que se determina aplicando las condiciones de

contorno.

Como el origen es fijo, dado que es el centro de torsién, el valor de i, es cero.
Por consiguiente, la funcién de alabeo es

Z

a* — b?

= —_— VI

a’ + b* -

Figura 7.15.

(74.15)
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Esta expresion nos indica que cualquier seccion recta de la barra prismadtica, inicial-
mente plana, se convierte por efecto de la torsién en un paraboloide hiperbélico. Las
lineas de nivel de esta funcién escalar son hipérbolas equildteras.

Se representan en la Figura 7.15, en la que se han indicado con trazo continuo los
puntos en los que la componente u del vector desplazamiento es positiva, es decir. el
alabeo de la seccién se produce en sentido hacia el lector. Con los puntos discontinuos
indicamos que el alabeo se produce en sentido negativo.

Una vez conocidos el dngulo de torsién por unidad de longitud y la funcién de alabeo,
queda determinada la solucién de desplazamientos.

/ M (a* — b?)
= ” el —i 7’1‘
! vy nGa®h?

M (a® + b?)

T Ga D Xz (7.4.16)

<u-=—0_\'z=—

M (a* + b?)
nGa®b?

w=(xy=
| Y

75. Torsion de barras prismaticas de seccion triangular equildtera

Consideremos una barra prismédtica cuya seccion recta es un tridngulo equildtero, someti-
da a tensién mediante la aplicacién de sendos pares M, aplicados en sus secciones
extremas.
Por el centro de gravedad de la seccion pasan los tres ejes de simetria, de lo que se
deduce que en este caso el centro de torsién O coincide con el centro de gravedad.
Podriamos pensar que la funcién de Prandtl es igual al producto de una constante por
las ecuaciones de las rectas en las que estdn contenidos los lados del contorno (Fig. 7.16)

®=Clz—/3y+2a)@z+/3y+2a)z—a (7.5.1)

Esta funcién es la funciéon de tensiones que nos resuelve el problema eldstico, ya que
cumple todas las condiciones para serlo. En efecto, es evidente que se anula en los puntos
del contorno y, ademds, su laplaciana es constante.

AD = CA(z* + 3az? = 3y*z —4a® + 3ay?) = 12Ca (7.5.2)
Como AD=12Ca= —-2G0 (7.5.3)
La funcién de Prandtl que estamos considerando es:

®=r—r—J}+mu+Jn+um—m (7.5.4)
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.v

B{a\fi a)

e

Z
= My A0 = 2a)

Cl-a3, a
| a 2a
1

Figura 7.16.

La solucién de tensiones que de ella se deriva es

o G0 , o
‘[xy - P — E('I- (22 + 2az — Al"'] [735)
ad G0 i
__9®_ GO _ 7.56
3y o e—a)y (7.5.6)

Se observa que en los puntos del eje z(y = 0) se anula la componente t., reduciéndose
la tensién tangencial a

Go
T, = —=— (z+2a)z (7.5.7)

Xy
y 2a

por lo que la distribucién de 7., en esos puntos sigue una ley parabdlica, de la forma
indicada en la Figura 7.17a.

iy

N

a) hy
Figura 7.17.
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Por razén de simetria, serdn iguales a esta distribucién de tensiones las correspondien-
tes a los otros dos ejes de simetria de la seccién (Fig. 7.17b).
El valor de T, se presenta en los puntos medios de los lados de la seccidn

3
L (7.5.8)

L

La solucién de tensiones estard determinada cuando se conozca 0. El dngulo de
torsién por unidad de longitud se puede obtener aplicando la relacién (7.3.10) entre el
momento torsor y la funcién de Prandtl.

GO _ 9./3
M,-=2” — e @ — 3y + 20z + 3y + 20)(z - a)dy z=% GOa*  (1.59)
0

Obtenemos asf la expresién de 0

5 M,

= —— (7.5.10)
9./3Ga*
siendo @ un tercio de la altura del tridngulo equildtero.
Esta misma expresién nos permite determinar la rigidez torsional
M 9./3Ga*
GJ=—1=""—— 7.5.11
0 5 ( )
asi como la inercia torsional
9./3a*
J = 5 (7.5.12)

Es f4cil ver que en el caso que estamos estudiando de seccion recta triangular equildte-
ra, el momento de inercia polar de la seccién respecto del centro de torsidn es

I,=3/3a*

En efecto

INE 3.3
I,=2 J (3a - \/gyjyzdy =-—\2—[ a*

0



296 ELASTICIDAD

Y como I = I, ya que la elipse de inercia es una circunferencia por tener tres ejes, los
de simetria, que re'ipe(.to de ellos los momentos de inercia correspondientes tienen el
mismo valor:

Iy=1,+1,=21=3./3da"

la inercia torsional se puede poner en la forma:
3
J = E I, (7.5.13)

Para el cdlculo de la funcién de alabeo despejamos sus derivadas de las expresiones
de las tensiones que figuran en la matriz (7.3.4), teniendo en cuenta que son iguales a
las (7.5.5) y (7.5.6), respectivamente

De aqui obtenemos

0 | )
WLy

dy  2a
(7.5.14)
2
iz a =
sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a
dy = — L (z2 = y?) dy —1 zydz (7.5.15)
2a a
cuya integracién nos conduce a
( SER b e (7.5.16)
ynz=—-—c 5.

siendo C una constante de integracién que resulta ser nula, ya que el alabeo es nulo en el
origen por ser éste el centro de torsién.
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Finalmente, aplicando (7.3.1) y (7.3.2) obtenemos las componentes del vector desplaza-
miento.

SMy 32y -y 5M

) T 2 3
- 0 )= — . [ Ty — v
u=0br =R e 6 8Gar, "2V ))
5M, 5M,
p= —0xz2= -—— xz= — Xz 7.5.17)
9./3Ga* 3G1, (
SM SM,
w=0xy= T yp= LI
YTy AGa ! 3G1, o

La expresién de la primera componente se puede poner en la forma

SM,
] 3 ' 2"— ? .5.
u= T i8Gal. I, ‘;{\/7 +}H\/ V) (7.5.18)

De esta expresién se deduce que el alabeo es nulo en los puntos de los ejes de simetria.
Dichos ejes determinan seis zonas en las que, alternativamente, la superficie alabeada de la
seccion es concava (—) y convexa (+). En la Figura 7.18 se representan las lineas de nivel
de la funcién de alabeo, indicando con trazo continuo las que corresponden a la compo-
nente u positiva (superficie convexa) y con trazo discontinuo en las zonas en las que u es
negativa (superficie concava).

y

{ﬂl@

a 2a

Figura 7.18.
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7.6. Torsion de barras prismaticas de seccién rectangular

Consideremos ahora una barra prismitica de seccién recta rectangular de lados a y b
sometida a torsién pura mediante la aplicacién de sendos pares torsores M, aplicados en
sus secciones extremas. Tomaremos como ejes del sistema de referencia los coincidentes
con el eje de simetria de la seccién (Fig. 7.19). En este caso el origen de coordenadas es el
centro de torsién, ya que es centro de simetria.

Para resolver el problema eldstico, como ya hemos visto anteriormente, se trata de
buscar una funcién @ (y,z) que satisfaga la ecuacién

S VY (76.1)

ay

N
3o o
5

dz2

que pondremos en la forma

o= Y Z, cos % (7.62)
L3

n=1,3,5...

en donde Z, = f(z) es funcién exclusivamente de z.

Esta serie satisface la condicién de simetria respecto al eje z, ya que la funcién @ debe
tomar el mismo valor en dos puntos simétricos respecto a los ejes y y z. En efecto, si no
verificaran esta condicién las tensiones t no estarfan dispuestas simétricamente con rela-
cién a los ejes de simetria, que hemos tomado como ejes coordenados.

Se observa que @ se anula en los puntos del contorno y = + 5
b b . . .
Por otra parte, para — 5<ry< 3 se tiene la identidad.

- n—1 4 nmy
| = _ - 2 763
s=1.z3:.5..,( b nm o b (143

y

bi2

al2 al2

Figura 7.19.
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Como

EX() i n’n? P nmy
= — —_— cos ——

2 2 n

a) n=13.5. b b

2 oo 2

D ¥ d-Z, cos 1Y

.2 L2
dz wetl3.s.. dz b

s nm b

Sustituyendo en la ecuacién (7.6.1) que expresa la condicién que tiene que verificar la
laplaciana de la funcion de tensiones, se tiene

o J.Z 2.2 n—1 GO 7
z {(d n T Z, +(—1)2 8 ) cos nn_1}=0 (7.6.4)

i=103s. L\ d2? b? nn b

Para que se verifique esta ecuacién habrd que elegir las funciones Z,. de tal forma que
. nmy . .
se anulen los coeficientes de cos T para todo valor de n, es decir, se tendrd que
verificar
d*z, n*n? n=1 8GO

de - b2 Zn(_]} 2 n 20 (?65)

que representa un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas totales, no homogé-
neas, cuya solucién general de cada una de ellas es:

w1 §GOb?
T ov—ny 220 (7.6.6)

nm
Z,,=Clsh—b~z+Czch p e

siendo C, y C, constantes de integracién que se determinarsn aplicando las condiciones
de contorno.

Asi, la simetria de la superficie alabeada de la seccién recta, después de deformada por
la torsién, respecto del centro de torsién O exige que la constante C, sea nula.

Anteriormente hemos visto que la funcién ® se anulaba en los puntos del contorno
que pertenecen a las rectas y = +b/2. Pues bien, tomaremos la constante C, de tal forma
que la funcién Z, se anule en los puntos pertenecientes a las dos rectas z = +a/2, que
contienen a los otros dos lados del contorno. De esta forma se asegura la nulidad de la
luncién de tensiones @ en todos los puntos del contorno.
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nil 8G0Ob? .
Cr=—(-1) 7 ———— (167)
n® 73 ch —-:—q

Por consiguiente, la expresién de Z, serd:

h nmz
C e —
nil 8GOb? b
Z,=(-1) 2 —— [1— (7.68)
n-m ch nma
2b
y la correspondiente a la funcién @
p hz
c
8GObh & nel | b nmy
b = 5 Y (=2 51— cos -2 (7.6.9)
m n=1,3.5... n ]'I nma h
Y
serie que es uniformemente convergente en el dominio
b b a a
—zSys5;; —3;SIsj
2 2 2 2

Una vez obtenida la funcién de tensiones la determinacién de las tensiones es in-

mediata.

oh " s Y
0§ ——
ad 8GOb = il 1 b O Th
Ty = 7. 7 2 Z [_”3 )
0z T o3 n- oy
T
(7.6.10)
hnnz
[
"D 8GOb * P b
r\._:_{_:—_' Z (=1y2 — (1 - sennny
o ay N n* b nmwa b
o

Saint-Venant demostré que la tensién tangencial mdxima se produce en los puntos
medios de los lados del contorno de mayor longitud.
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St hacemos la hipétesis b < a, la tensién tangencial mdxima se presenta en los puntos:

b ‘
y=%—-;z=0,en los cuales se anula la componente 7. Su expresién serd:

8GO0bh Z 1 1
Tmix = 35— Z ) 1 - {?6] ]]
T oS N b nma
o
) e} 1 TT:
y teniendo en cuenta que ) iy queda
n=1,3,5...
8 - 1
Tmax = GOb [ 1 — — Y - (7.6.12)
T =135 n ch nﬁna
Si hacemos
8 - 1
kk=l-w5 Y — (7.6.13)
T =135 N nma
“ch
2b
se tendrd
Tmix = kl G b 0 {?614}

expresion mds cémoda, ya que podemos tabular el valor de la constante k, en funcién del
valor de la relacién a/b, relacién que serd siempre un valor mayor que la unidad. ya que
esta expresion es vdlida para a = b.

La funcién de tensiones @ la hemos obtenido en funcién de 0, dngulo de torsién por
unidad de longitud. Para que quede determinada serd necesario hallar la expresién de 0 en
funcién de los datos. Para ello aplicaremos la ecuacién (7.3.10) que relaciona la funcién @
con el momento torsor M.

M= EJ]. Gdydz =2 i dy Ji DOz =
Q - 3

2

tol =

nmz
oy - ( l)u—l b a ch >
B 2 C — 2 3 i JII‘I_}? 2 l — 7y =
_T._z T”J.:.COS p dy J_‘_‘ nra
i=1,3,5.. - 3 ch
2 2b
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y teniendo en cuenta que

queda como expresién del momento M la siguiente

GOb3a 192 b i 1 nna)
M., = ] —— — — th — 7.6.15
! 3 ( n° a ;'--1.23:.5.,, n’ t 2b ( |
Si hacemos
1 | 192 b - | nma )
L PR ~ th 7616
ky, 3 ( n° a f=1.23,5.,. n’ 2b ) ( }

se puede expresar el dngulo de torsién por unidad de longitud en la forma

k, M
0=-2_T 7.6.17
Gha ( }
Sustituyendo esta expresién en la (7.6.14) obtenemos:
k, M ki, k ks M
T = ky Gb 25+ = — 2 My _ ks My (7.6.18)

Gb3a  b*a b%a

siendo ky = k, - k.

Los valores de las constantes k,, k, y k5 figuran en la Tabla 7.1, segin los valores que
tome la relacién a/b.

Esta tabla nos permite obtener las expresiones correspondientes a la tension mdxima y
dngulo de torsién por unidad de longitud en algunos casos particulares.

Si se trata de una seccién cuadrada (Fig. 7.20):

b
7.6.19
kMg _ 480 My (16
M p2g @
) T _ 480 My 711 M, 762

"k, Gb 0675Ga*  Ga*
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Tabla 7.1. Valores de las constantes k,, k,, k,

;-: k, k, ky
| 0.6753 71126 48031
12 0.7587 60192 4.5667
14 0.8221 5.3499 43981
16 0.8694 49080 42670
18 0.9043 4.5989 4.1497
> 0.9302 43727 40674
25 0.9680 40100 3.8816
3 09854 37976 37421
4 0.9969 3.5610 3.5499
5 09993 34326 34301
10 1.0000 32017 32017
0 1.0000 3.0000 30000

Para el caso de un perfil delgado (Fig. 7.21) en el que la relacién toma un valor muy

o
grande, generalmente . 210k, =1k, =k, =3

kyM, 3M,

Tiiix — .’-? L = -_»T {?621)
h=u ar-
miix 3 Af )

= o 2 (7.6.22)

k,Gh  Gar®

| |

a ; ' 1
d 1

Figura 7.20. Figura 7.21.
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EJERCICIOS

7.1.  En una barra prismtica de seccion circular de radio R, sometida a torsién mediante la aplicacién
en sus secciones extremas de pares torsores M, se pide:

1. Calcular las maximas tensiones normales y tangenciales en la barra.

o

2. Determinar las direcciones principales en la fibra longitudinal periférica {{

1. Respecto de la referencia indicada en la Figura E7.1a, la matriz de tensiones en los
puntos de la barra se puede poner en la forma:

0o Mr, M
IU l(U
M,
[M=|--FL: 0 0
I,
M,
=Ly 0 0
Iy

M, M,
— (T _——_—2 e 1
Iy Iy
M,
-—z —a 0 =0
fIJ
M,
— ) 0 -0
IU

M,
et —L (P +z)e=0

J"hf T S S J'"uf T
ﬂ‘=(]; rr=i—\/1-’“-|——"=i—r
IO ’ ll'0

siendo r la distancia del punto P que se considere al ¢je de la barra, e I, el momento de inercia
polar de la seccién respecto de su centro.

Figura E7.1a. Figura E7.1b.
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Las tensiones principales, ordenadas de mayor a menor, serdn:

2M, 2M,
a':er“ r: a,=0: ﬁj=—HR4

r

Los valores mdximos pedidos de presentacién en los puntos correspondientes a r = R, es

decir, en los puntos del contorno.

2M, g, —a, 2M,
Trdx = -

1 Tmax =
R 2 nR*

2" Considerando un entorno de los puntos de la fibra |y = 0; z = R} se obtienen las

direcciones principales en esos puntos, de forma inmediata, mediante el circulo de Mohr
(Fig. E7.1¢).

a; A

Figura E7.1c.

Respecto de la referencia adoptada, las direcciones principales vienen definidas por los
vectores unitarios:

= w, ==k

u, (i —j): 2 oy =—5- (1 +])

que corresponden a planos que forman 45° con el eje x y son perpendiculares al plano
tangente (que a su vez su normal corresponde a la segunda direccién principal).

Una barra prismadtica tubular de radios: interior R, y exterior R,, estd sometida a torsion

mediante la aplicacion de pares torsores M, en sus secciones extremas. Se conoce el médulo de
elasticidad transversal, G, del material de la barra, asi como la tension tangencial admisible 7,4,

Se pide:

1. Matriz de tensiones.
2> Calcular el dngulo de torsion por unidad de longitud.
3 Demostrar que para un drea dada de la seccion recta, el momento torsor mdximo

aumenta con el radio interior R .



306 ELASTICIDAD

Figura E7.2.

1. Sabemos que en una barra prismdtica de seccién circular o tubular. sometida a
torsién, las componentes de la matriz de tensiones, respecto del sistema de referencia indicado

en la Figura E7.2, son:

Gy = (rn_r = O, = 0
T,=—-G0z: 1._=Gf) T,.=0
Como
= M T M,
t=Jihtth=60r=—L1r = GO=-=—"%
' I, I I,
M, M,
= —— 1z T'—\:=‘.._]"1 T_\'::=U

lt

La matriz de tensiones pedida. teniendo en cuenta que el momento de inercia polar I, de la
n(RI - RH
— - . 5€ra:

seccién respecto al centro tiene por expresién [, = 5 L8

2M, 2M,

0 _ = 5
(RE-RD ~ wRE-RD’

(7= |- —2Mr . 0 0
n(R3 — RY)
M,
—___ﬂ(R“ R ¥ 0 0

2% La expresién del dngulo de torsién por unidad de longitud, 0, en funcién de los datos,

segin (7.2.11), serd:

M,  2M,
Gl, Gnr(Ri—R?})

(1=




13

TORSION 307

3."  Sabemos que la tensién tangencial alcanza su valor maximo en los puntos periféricos,
es decir, para r = R,. Deberd ser menor que la tensién tangencial admisible

M,

Thix = R2 “‘<~ Tadm

0

lo que nos indica que el momento torsor M, habrd de verificar la inecuacién

: m"(
M, < E__U
RZ

por lo que la expresién del momento torsor que se puede aplicar al prisma tubular serd

Tadm * "l’l
R,

!"1?' mix T

Como

T(RY — RY) _n(R3 - R)(RI+ R}  Q(R} + R}

bl 2 7
L & —

Iy =

siendo Q = n(R3 — R7) el drea de la seccién recta,
Despejando R, de esta expresién

Q . Q-+ nR?
R,= [=+R}= [-1TT1
n n

y sustituyendo en la expresién del momento torsor mdximo tenemos

70 )
'han _+3R- N
_ B (H ],) . TildtlIQ(Q + EHRT)
2 /7 J/Q+ xR

Q
2 [—+ R}
n

0 lo que es lo mismo

( [J"IJ ) 2 r'illn QZ lQ + 27[ R%JE

N 47(Q + nRY)

expresion que nos demuestra que el momento torsor mdximo aumenta con el radio inte-
rior R,, c.q.d.

Se consideran dos ejes del mismo material: uno de seccion eliptica cuya longitud del eje mayor es
doble de la correspondiente al eje menor; otro de seccién circular de radio R. La tension
tangencial admisible es 7,4,
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1" Hallar la relacion entre los momentos torsores a los que se pueden someter ambos ejes
en los siguientes casos:

a) El radio de la seccion circular es igual al semieje mayor de la seccién eliptica.
b) El radio de la seccién circular es igual al semieje menor de la seccién eliptica.
2“

Calcular la relacién entre los dngulos de torsion por unidad de longitud en los dos casos
del apartado anterior cuando el par torsor en ambas barras es el mismo.

[."  Sabemos que la tension tangencial mdxima en una seccién eliptica se produce en los
extremos del eje menor.

) 7N
b e

Tomaremos un sistema de referencia (Fig.
seccidn eliptica sea

L

Figura 7.3,

E7.3) tal que la ecuacién del contorno de la

-=1, siendo a=2h

El momento torsor midximo al que se puede someter cada uno de los dos ejes que se
consideran se calcula mediante la ecuacidn (7.4.7) para la seccién eliptica y la (7.2.12), particu-
larizada para los puntos periféricos. para la seccién circular.

a) Enel caso que R =«

M.
T 2
— 1 i 2
Tindy ¢ = 3 “"<- Tadm = f.l"f'{‘ miy — 0 ”h Todm
mab !
4 3
M, ma-
Tiniix v = _]'l'ff a = Tadm = "‘.‘f'!',m;'n = _..;' Tadm
¢ 2 )
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Dividiendo miembro a miembro las dos dltimas ecuaciones, teniendo en cuenta que b =

o ) o
Moy i mab T, 2b° ] 1 —‘

=20 o] |
My ma® a’ ‘ 2 |

q Tadm

E-
lenemos:

b) Si R = b, andlogamente, tendremos:

‘I""‘f'f‘l miy = T uhi Tadm

i b.\
M T, mix = 2 Tadm
Dividiendo miembro a miembro:
:|— ,'11-;-' _mii'\ _ J'l'{sz Tadm _ 2a _ I
ﬂf'{', miix ﬂ:b‘l h S |
el ol 9 Tadm

2" Las expresiones de los dngulos de torsion en las secciones eliptica y circular vienen

dadas por (7.4.8) y (7.2.11), respectivamente.

~ My(a® + b M, 2M,

f 0, = =
: nGa'h? ° GIl, nGR*

Las relaciones pedidas serdn:

a) SiIR=u
M p(a® + b?)
0 TR Ga b} 2, p2 7
Oy mGa'b :u(u +}]:LSJ
0, 2M, 2h3
- nGa*
by SiR=#h

M, (a* + b?)
nGa*bh? bhia® + b 5
0, | M, 24 =! 16
L <y = .

74. Una barra prismdtica de seccion eliptica de longitudes de semicjes @ = 40 cm; b = 20 cm,
longitud L = 4 m, estd sometida a torsién pura. El dngulo de torsién que se produce entre las

secciones extremas es de ¢ = 6,092:-10 % rad y el médulo de elasticidad transversal es
G = 0,8: 10" MPa. Se pide:
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1.° Calcular en m -t el momento torsor a que esta sometida la barra.

2. Hallar el valor de la inercia torsional.

3.° Sisimultineamente con el momento torsor actiia un esfuerzo normal N, calcular el valor
médximo que puede alcanzar éste con la condicion que la tensién principal en el punto B de la
seccion media indicada en la Figura E7.4a no supere el valor de 120 MPa.

v It
My a
. BlLb
: X Z
M,
: ,,_ |

Figura E7.4.

1. Sabemos que la funcién de Prandtl que resuelve el problema clistico de una barra
prismitica de seccién eliptica sometida a torsién es
~ |)

1.3
O =C (’—, +
a-

De la condicién que tiene que verificar su laplaciana

5

|l1

-
(]

f*.l O [‘!3 )
= =2GU

~ .2 -2
I"_'l"' oz

obtenemos el valor de la constante C

. (2 2 ) Yo o Goan
— e — |= —2 = = - ———
a  h? ' a’ + h?

Sustituyendo valores se obtiene

6,092-1074

08-10'" 0.4%-0,2?
C=- = 5 = 389.888
04° + 0,27
y como segin (7.4.4)
co My
wah

el momento torsor My al que estd sometida la barra sera:

M,y = —Cmrub =389888r-04-0.2 = 97990 m-N = 10.000 kp-m
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es decir

l M, =10m-t

2. De la expresién de la rigidez torsional

GJ:E: nGah?

() a* + b?
s¢ obtiene la inercia torsional

math?
a’ + b?

Sustituyendo valores:

]7_'.0‘4“_0‘23 S _ __‘___ ;_
= o T ooT = (304210 7 m

Cuando actia simultineamente un esfuerzo axil N, la matriz de tensiones en un punto

3.“
P(y,z) de cualquier seccién es, en virtud del principio de superposicion
N 2M, 2M,
— — : 'i‘
mab n ab? nath
2M,
(1) =| -1 0 0
mab
2 Jl‘f-!- 0 0
)
ra‘h -

Particularizada para el punto B(0, b), se obtienen las tensiones principales como raices de

la ecuacidn caracteristica

N 2M, 0
mah mab-
2M, 0 0
_ . —
mab?
0 0 a
( , N 4 M3 ) 0
—aa? - Tg— ==
. mab nta* b,
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El valor mdximo de N pedido se obtendrd imponiendo la condicién de alcanzar la mayor
tensién principal ¢, el valor de 120 MPa.

N 1 N\ 16 ME _
= — — | + ———=120-10° P;
2nab 2 \/(Ha;l}) n?a’ h* !

Sustituyendo valores

N[N .")3+ 4979900
27-04-0.2 (21:-0,4-0.2 n2.042.024 °

F;

2N+ AN 4608 10" = 120 10°
(120-10° — 2N)* = 4 N2 4 6,08 10"!

(14.400 — 0.608)- 102 = 480- 10° N

obtenemos: | N =30 MN

L .

7.5. En una barra prismitica de seccién eliptica, de longitudes de los semicjes @ y b (a > b), sometida
a torsién pura se pide:

1. Calcular las tensiones normal y tangencial mdximas en cualquier punto P(y.z) de la

barra.

2. Hallar la relacién entre las tensiones tangenciales en los extremos de los ejes mayor y
menor de la seccion.

Figura E7.5a.

1.* Tomando el sistema de referencia indicado en la Figura E7.5q, la matriz de tensiones
en los puntos de la barra considerada es

. 2M,  2M,
tab® = madh
2M..
[T]=] - ==L - 0 0
Tab
oM,
—_— 0 0

y
math
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.

ccuacion caracteristica de esta matriz nos da las tensiones principales

_)3

La tensién normal médxima en un punto P(y,z) es la médxima tension principal
| _1_
- M,

nmix T

wab

a

La tensién tangencial mdaxima serd
e

i Ty =

que tiene el mismo valor que la @, . como tenia que ser, ya que la barra prismitica trabaja a
lorsién pura,
2 Las tensiones tangenciales en los puntos B{a,0) y C(0,h) (Fig. E7.5b) son:

Te

Figura 17.5b.

2M |
* Punto B(a,0): t,=0; 1,_.=—+ —.
: omab oa
2M, 1
¢ Punto C(0.b) 1, = e | ~ T, = 0.
Y omab b
La relacién pedida seri: . .
| 1y b
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7.6. Una barra prismitica AB de seccion eliptica de longitudes de semiejes a y b (a < b), tiene su
extremo A empotrado y el B libre. Sobre la barra actita un momento torsor m (m - t/m) uniforme-
mente repartido en toda su longitud L. Si G es el médulo de elasticidad transversal, se pide:

1. Hallar la funcién de tensiones que resuelve el problema de torsion respecto del sistema
de referencia indicado en la I‘igur‘l E7.6a.

2. Tension langenual mixima, indicando el punto o puntos donde se produce.

3. Angulo que gira la seccién del extremo libre respecto de la seccion empotrada.

Vv )
- 1

e i

,-’/ :’/ ,f’/"-;’ a8 \

Figura E7.6a.

1. La funcién de tensiones serd de la forma

O=C[[5+5 -1
(u h? )

siendo € una constante que determinaremos aplicando la ecuacién que relaciona @ y el
momento torsor M, existente en una determinada seccién

M, =2 ” Oy, z)ydyvdz=2C ” (1—: + :—: - I)n’_\‘ dz
JJa JJ\a” h- _

de donde

Co My My
F )2 :3 1 ,’
2 (_‘ +—=—1)dydz 2({=+ 2 - Q)
JJo h” h* , a’ h-

Sustituyendo las expresiones de los momentos de inercia I, e I. de la seccién respecto de
los ejes y y z, respectivamente, asi como la correspondiente 1I drea de la seccién, tenemos:
M, M,

B , mab ('ul N h? 4) T nab
T4 \a? b '
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Teniendo en cuenta que la ley de momentos torsores es M, = m(/ — x) en una seccién a
distancia x del empotramiento, la funcién de tensiones o funcién de Prandtl que nos resuelve
¢l problema eldstico de torsion en los puntos de dicha seccidn es

— - - : ..
| m{l —x) fy=  z° |
[ — — ) i
mub a-  b- ) |

expresion en la que habrd que tener en cuenta que m viene dado en m - t/m v s operamos en el
S.I habrd que multiplicar por 9.8 x 10* para expresar en N - m/m ¢l momento torsor uniforme-
mente repartido.

2 La tension tangencial mdxima se produce en la seccién en la que el momento torsor es
midximo, es decir, en la seccion del empotramiento, y dentro de ésta en los puntos que son
extremos del eje menor.

T B{a, )

\—4

H’{ w, 1) Tinis

Figura E7.6b.

dd 2ml

Como Ty= ———=——0 )
dy  ma'h

.\-I Ty = IT_\-:)r fay s b
queda: [ ._
| 2ml 1
L Ty = — 35, [

| nath |

3% Para caleular el dngulo ¢ que gira la seccion del extremo libre respecto de la seccion
del empotramiento tendremos en cuenta que la expresion del dngulo de torsién en una seccion
del prisma es:

0 — d¢ M,
Cdy GJ

siendo GJ la rigidez a torsidn.

Integrando:
"M, Pl = x) mi?
= = | M Iy = -
¢ J Gs " L GJ TGy
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Ahora bien, de la expresion de la laplaciana de la funcion de Prandtl

Ad 2M, /1 1
Ab = —-2G = (= — - *(—-F—l)

202G 2Grab \a® b

se obtiene la rigidez torsional

‘ M, Gra'bh?
GJ =t
! as+ b°

Sustituyendo esta expresién en la correspondiente del dngulo de torsién, obtenemos finalmente

! 2 ) .
| mi? (a® + b?) |
| P= S~ 3,3

| 2Gmath

7.7.  Una barra prismitica cuya seccién recta es un tridingulo equildtero de lado @ = 0,2 m, tiene un
extremo empotrado y el otro libre. Sobre la barra actda un momento torsor m = 0,816 mt/m
uniformemente repartido en toda su longitud. Sabiendo que el maédulo de elasticidad transversal
es G = 80 GPa, se pide:

1.°  Calcular la funcién de tensiones que resuelve el problema de torsién, respecto del sistema
de referencia indicado en la Figura E7.7a.

2.* Hallar el valor de la rigidez torsional.

3. Si la longitud de la barra en L = 3 m, hallar el dngulo de giro de la seccion B del
extremo libre.

4. Calcular la mdxima tension tangencial que se produce en la barra.

v
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\
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! i ' ' i [l ! ! !
= T T T T T ! | AR
’ ’ ¥ + ’ ’ ! ! ——
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o ' i .
H
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: al al2 |
\ !
i i
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Figura E7.7a.

1" Respecto de la referencia indicada, la funcién de tensiones tendria que ser de la forma

’ 1./ 3 —
O=C (_1' B N : ){y =3+ J32)

siendo € una constante para cada determinada seccién.
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Evidentemente, la funcién @ se anula en todos los puntos del contorno y cumple también
la condicidn, para ser funcién de tensiones, de tener laplaciana constante, ya que

) aJ3 , 3aJ3 ) ~
A = (‘A(y“ —3zmy - \} Yo+ N :3) =2ua./3 C

5

Como

- _ GO
AD=—-2G0=2a/3C = C(C=-—x

o \_,": 3

que es constante para cualquier determinada seccién.
Por tanto, la funcién de tensiones que resueclve el problema de torsién de la barra
considerada es

GO [ a3 = _
b= - — (,r - “-—\;—) (y— /320y + /32
ay/3

siendo 0 el dngulo de torsién por unidad de longitud, cuyo cdlculo haremos mds adelante.
2.° Para calcular la rigidez torsional GJ consideremos la relacién existente entre la
funcién de tensiones y ¢l momento torsor

I ¥
N Fnt }
1 G 13 NER )
M, = EJ‘J\ Odydz =2 [ - — (_'.‘ - \’1 ) dy .[ Syt = 3z7)dz =
0 Jo o \," 3\ < I
N 3
a3 _ _
4G0 [ f INEAYES o /3G0
= = — .[ (,1' - £ \2)(]—_ - — I___)(ir_\“ = L’é-o— H4

a/ 3 \ SN 3 3 NG 3

La expresion de la rigidez torsional GJ de la barra prismdtica es

M, \a‘fl_i Gat
0 80

GJ =

que. como vemos, depende exclusivamente del material y de las caracteristicas geométricas de
la seccidn recta.
Sustituyendo valores

/3-80-10°-0,2* -
L GJ =\—'—T= 2.771-10° N-m?
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De la expresion de la rigidez torsional podemos obtener el dngulo de torsién por unidad de
longitud

80 M,

0 ="
ViGat

que nos permite obtener la expresién de la funcién de Prandtl en funcidn de los datos

_ BOm(L—x) [ a
P= - |-
Ja’

3. El dngulo de giro ¢ de la seccién extrema B respecto de la seccién A del empotra-
miento se obtiene ficilmente recordando la expresion del dngulo de torsién por unidad de
longitud

)b _ M,
dx GJ

De esta expresién, integrando

b= L M, e - [”‘ m(!:— X) i = m{;‘
_ Gy 2GJ

Teniendo en cuenta la expresion de la rigidez torsional obtenida en el apartado anterior,
tenemos

SOmL*?

v R
2/3Ga

Sustituyendo valores:

< 80-0816-10%-98-3 | -
¢ |=—F————=[13:10 *rad
2./3-80-10°-0.2%

4. La tension tangencial mdxima se presenta en la seccién en la que el momento torsor
es médximo, es decir, en la seccion del empotramiento, y dentro de ésta en los puntos medios de
los lados del contorno
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Figura E7.7b.
La expresion de la tension tangencial mdxima la obtenemos a partir de la funcién de

Prandtl y su valor es

miin T bz

. . “a \_.-":3 i
particularizada para el punto M - 0

Tiiin =

Como Gl =——

80 M, 3a 20mL
Tiiin = — = 3

/3 l:.i'J' 4 [

Sustituyendo valores se obtiene:

20-0.816-10%.98-3
T = =-

miis 0,23 = 60-10° Pa

es decir |
Toin = 00 MPa |

Se consideran tres barras prismiticas del mismo material, de secciones respectivas: circular,
triangular equilitera y cuadrada, siendo iguales las idreas de sus secciones rectas. Todas las
barras estin sometidas a torsion mediante pares torsores M, aplicados en sus secciones ex-
tremas.
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Comparar en las tres barras los valores de las tensiones tangenciales mdximas, asi como las
rigideces torsionales correspondientes.

Si R es el radio de la seccién circular, a la longitud del lado de la seccién triangular
equildtera y /el lado de la seccién cuadrada, entre R, a y [, al ser las dreas iguales, existirdn las
siguientes relaciones:

a’ ’i
Q=aR*=—Y"=
4
Y ) ¥
Tinis X
R ) |
TII\:I\ \t\
A\
= o - {
z 0 z L_L-” z {_J\
T Tinin !
ey / -"\
-
e |
> .'r‘.
/ Toni
Figura E7.8.
La tension tangencial mdxima y la rigidez torsional, en cada uno de los casos considerados,
son:

a) Seccidén circular

M 2M .,
Thdn | = f_, R = : {7.2'2'
I, TR
M, nR*
r = — = T = ——— ."
GJ, g Gl,=G 3 (7.2.11)
b) Seccién triangular equildtera
3G0 1 a3 /3 SM, 20 M,
Thiin 2 = ’ o ‘ a = {;\' ! — = f{ ! {?58} y t?i]{]]
2 3 2 4 — /1 a. /3¢ a
9 3(— X )
3 2
M 9.3 (1 a3 f3a*
GJ, =g N2 (1N ) eI e (7.5.11)
) 5 3 2 80
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¢} Seccidn cuadrada

480 M,
Tonix 3 = N (7.6.19)
oy Mo G 620
iy =t = (7.6.20)

Las relaciones existentes entre las tensiones triangulares mdximas, correspondientes a los

tres casos considerados. serdn:

‘ 2M, 20M, 480M,
Tdn 1 - T 2 0 Tiin 3 = _I"E_R“ - '_“3 . T

y como
2Rnt2 .
0W=——=269R, [|=R-g'2
RI:_,‘_
queda:
) ) S 2My o 20M, 480M,
T 1+ Tonin 2+ T 3 = 1'1' R" . 2,“]93 R“ - 313'3 R" -
My o My o Mr 6y o84
= S : =062 : 1 : 08
I.57R* " 097R* " 116 R?
es decir:

| Tis 1+ T 2 ¢ T 3 = ”-62 N (]_H-—1—
El resultado nos indica que para un mismo momento torsor aplicado a cada una de las

barras, la mayor tensién tangencial mdxima se presenta en la seccidn triangular, le sigue la

correspondiente a la seccién cuadrada (84 por 100), v, finalmente, la menor es la que corres-

ponde a la seccién circular (62 por 100).
Procediendo de forma andloga con las correspondientes rigideces, tenemos:

. . . nRY a6 N .
GJ,:GJ,:GJ,=G C G Co—=157TR" : 269R* 1 1.38R
2 : 2 80 701
es decir
GJ,:GIl,: GJy=113:195:1 |

resultado que nos indica que la barra menos rigida a torsion es la de seccién cuadrada, le sigue
la de seccion circular (13 por 100 mis rigida) y, finalmente, la mds rigida es la de seccion

triangular (95 por 100 mas rigida).
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T
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7.9. Una barra prismitica de longitud L tiene seccién recta triangular equilitera de lado a y estd
) . q 4 )
sometida simultineamente a un momento torsor constante M, y a una compresion uniforme de

tension a,. Se pide:

1.° Calcular la funcién de tensiones que resuelve el problema eldstico de la torsién, referida
al sistema de ejes indicado en la Figura E7.9, coincidiendo el ¢je x con la linea media del prisma.

2. Hallar el médulo del vector tension en el punto ) medio de AB, correspondiente a un
plano que pasa por ¢él y cuya normal forma dngulos iguales con los ejes coordenados.

3" Valor de la tensién tangencial mdxima en los puntos del eje x.

D O

N
e
]

9‘i2|

Figura E7.9.

1. La funcion de Prandtl que resuelve el problema eldstico de la torsion de la barra,

como sabemos, es de la forma

o a \E i a3 = \( a \?‘ e
D= (! + 6 )(l T3 + /3 _‘) (_1 T3 RV H:

siendo C una constante que determinaremos mediante la aplicacion de la ecuacion que
relaciona la funcion @ con el momento torsor M.

SERIVE) NI
M, =2 Cly+ 2y V- N 3zl y—
o ol -\ 6 F 11 N FAEN

) . 80 M, . ..
De aqui obtenemos el valor de la constante ¢ € = - S ﬁ-’ . Por consiguiente, la funcion
3ar

de tensiones pedida es:
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| 80 M l 3 / 13 2 L]
D= 4 ._,__T' (_1. ¥ “y (J' I ) 3=
Ja7 o\ 6 |\ RENY |

2.7 De la funcién de Prandt]l obtenemos la solucidon de tensiones

b 80 M, S
Ty == T s 6y +ay/3):z
’ o'z 2

a3 B 1 a3 _ay i a
2 2 2 12 T4

por lo que las tensiones debidas a la torsion seridn:

10/3M,

80 M, ( ay3 =\ a
- 1 Y P T I
Ty i O B +a/: ) J pE
T = — 80 .l'k_f.!_ (z 3;;: -, \5 o \#-3 5 £ _ 10 J;':f?.
" 3a@ 12- 12 16 a

La matriz de tensiones en ¢l punto D, teniendo en cuenta el principio de superposicién, es

—10/3M, 10M,

" al a?
103 M,
(71, e 0 0
o
10 M,
. 0 0
o

El vector tensidn correspondiente al plano que pasa por D y es normal al vector definido

por el vector unitario :.:(

1 1
T T T = SN
NERNERNE)
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G, Ty Ty /(3 —=la, + 1, + 1.
N
[1=[T1[u]=] 1, 0O 0 /3 | = T/ 3
. 0 0 1/ \_ﬁ T/ \i

es decir, respecto de la referencia indicada en la Figura E7.9, el vector tensién pedido tiene por
expresion trinomia:

. [ 10M, -~ o 10M, - 10OM, -
= [g”_—’ {\_,-*3—|;1:'— L+ —Lk

= R} 3 B
V'3 d a I3t

NS

Su norma es

N 10 M, Ao 2100 M%-I 100 M3
a° = — F — —— /3= ~ --
3 " al v + a 3a°

1l », 100 M5 4_a /3 OM s D 4 100 M3
BEI AT AT WA et e | =

1 , 20M, = 1.600 M7 200 /3 M3
= [rr;-- J W3- 1a, + ’ r_ Vo f]

3 a? v 8 3q° a®

El médulo pedido serd:

| L20M,  ~ 1600 M2 200 3 M2 |
=7 \/ﬁ;l' - 3 ! (\'7’ — 1) a, + ) 6 o \ [ : |
V3 a 3a a

3" Eleje x de la barra prismitica es el lugar geométrico de los centros de torsion de sus
secciones, por lo que en sus puntos sélo existe la tension de compresion o, es decir

('ltn

Ty = _';‘

sobre todo plano cuya normal forme un dngulo de 45° con él.



Elasticidad en coordenadas
cilindricas

8.1. Introduccion

Al iniciar el estudio del estado tensional o de deformacién de un cuerpo eldstico resulta
siempre interesante analizar las caracteristicas que presenta el mismo cuerpo y el sistema
de fuerzas exteriores, antes de abordar la formulacién analitica del mismo.

La consideracion de las simetrias geométricas del cuerpo, de la variacién de las fuerzas
aplicadas, etc., pueden llevar de la mano al planteamiento mds plausible, la eleccién mds
adecuada de las coordenadas y el enjuiciamiento razonable de los resultados, rechazando
aquellos que se ponen en contradiccién con las previsiones légicas o la interpretacion
fisica de los resultados.

Para el planteamiento analitico de todo problema concreto se han de utilizar necesa-
riamente unas coordenadas. La oportuna eleccion de un sistema particular de ellas
simplificard el cdlculo de forma notable en la casi totalidad de los casos.

Es por ello que se estime la conveniencia de dedicar este capitulo a analizar la forma
que tienen las componentes de la matriz de tensiones, las ecuaciones de equilibrio interno,
las componentes de la matriz de deformaciones y, en fin, la formulacién del problema
eldstico cuando sea aconsejable el uso de coordenadas cilindricas.

Recordemos las caracteristicas de este sistema de coordenadas: un punto P viene dado
por tres numeros reales (p, (). z), que son sus coordenadas cilindricas (Fig. 8.1).

Las superficies coordenadas, lugares geométricos de los puntos en que una de las
coordenadas es constante, son:

p = cte: cilindro de revolucién de eje Oz.
{) = cte: semiplano del haz de vértice el eje Oz.
z = cte: plano paralelo al xOy.

325
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Ly 0,
;J
| P
0 : Y
a P :
X
Figura 8.1.

La interseccién de cada dos de estas superficies coordenadas se llaman lineas coorde-
nadas

2. linea: ey
i : 3. linea:
0=cte] 1 linea: p = cte | circunferencia p = cte G "
: araleld - recta paralela
- = cle f semirrecta - — cte paralela al 0=cte| } ¢ [(‘]_ ¢
plano x0y al eje Oz

En cada punto P consideraremos un triedro formado por las tangentes a las tres
lineas coordenadas que pasan por él y una terna de vectores unitarios p’n, g Zo CON
direcciones las de los ejes del triedro y en el sentido creciente de las coordenadas. Se
observa que el triedro considerado en cada punto es trirrectangular.

Recordemos también las expresiones de los distintos operadores diferenciales. Si tene-
mos un campo escalar ¢ = ¢ (p, 0, z) se definen dos operadores, gradiente y laplaciana, de
naturaleza vectorial y escalar, respectivamente, cuyas expresiones son:

dop - 1 d¢p ¢ -

orad ¢p = Vp = — — — 0 — z 8.11
grad ¢ ¢ ap Po p 0 0z 70 ®.L1)

, N2 h 1 0 | a2 . 32

lapl p=V2p=Aap=" 00,100 00

ap®  padp  po 000 0z°

A partir de un campo vectorial V = V (p, 0, z

17 = Vp !_;l_: +V, '(_jn + V. En (8.1.3)

se definen dos operadores, divergencia y rotacional, de naturaleza escalar y vectorial,
respectivamente, de expresiones:

. 2 3 AV !
divv = e, 1 0V Y,

8.14
dp p A0 0z p { ]
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— (1 aV. oV, - oV, oV Vy 1av, V-
otV o={— —=——)p,+ ="~ T_) 0, + - —f+ =)z, (815
p z 0z dp fp p a0 p,

La laplaciana, definida para un campo escalar, también se puede aplicar a un campo
vectorial. Su definicidn intrinseca, es decir, independiente de cualquier sistema particular
de coordenadas es:

lapl V = V? V =AV =grad divV — rot rot V (8.1.6)

Los operadores gradiente, divergencia y rotacional se pueden representar simbdlica-
mente por V. V., Vx_ respectivamente, en los que el punto del operador divergencia y el
aspa del rotacional indican multiplicacion escalar y multiplicacién vectorial, respectiva-
mente, del operador gradiente por el vector del campo al que se apliquen.

Basdindonos en esta posibilidad de representacién simbdélica de los operadores di-
ferenciales, y que se rigen por las mismas reglas formales de estas operaciones, podemos
obtener de forma inmediata importantes propiedades entre ellos, de las que haremos uso
mds adelante.

divrot V=V (Vx V)=0 (8.1.7)
rot grad ¢ =V~ (V) =0 (8.1.8)
rotrot V=V (V- V)=V(V-V) -V V (8.1.9)
div grad ¢ = V-V =Vp=A¢ (8.1.10)
div lapl V = V-(V2V) = VX(V-V) = lapl div V (8.1.11)
lapl grad ¢ = V* (V) = V(V¢p) = grad lapl ¢ (8.1.12)

8.2. Matriz de tensiones

Consideremos el entorno elemental de un punto P en un sistema de coordenadas cilindri-
cas. En la Figura 8.2 se han dibujado las tensiones que actdan sobre las caras del
paralelepipedo elemental despreciando los términos infinitesimales y habiendo tenido en
cuenta el teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales.

Las tensiones normales correspondientes a las caras del paralelepipedo elemental se
denominan o, ¢, y o, mientras que las tensiones tangenciales son 7, 7,. y 7, El
significado de los subindices es el mismo que se vio en coordenadas cartesianas, sin mas
variacion que en el sistema de coordenadas cartesianas el sistema de referencia era fijo y
aqui. como hemos visto anteriormente, depende del punto.

Seguiremos tomando positivas las tensiones normales cuando sean de traccién, y
negativas cuando sean de compresién. En cuanto al signo de las tensiones tangenciales, las
consideraremos positivas cuando tengan el sentido indicado en la Figura 8.3.

Supongamos ahora un sistema de coordenadas cartesianas local en P, cuyos ejes x, y, =
son coincidentes con los vectores unitarios p, 0 o» 2o de las coordenadas cilindricas. El
entorno equivalente de P es un paralelepipedo recto-rectangular cuyos lados tienen de
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y

X Ty

I|”I||

Figura 8.2. Figura 8.3.

longitud dp, pd0 y dz (Fig. 8.3). El estado tensional equivalente en este sistema de
referencia cartesiano viene definido por la matriz de tensiones tal que:

Opx =0, 5 O =05, O,.=0.. T =Ty, Tu=T., T,.=T

1 nz z Xy

Es decir, la matriz de tensiones en el sistema de referencia local es:

O‘p rpii rp:
— 71
[T1= |10 0y 7o (8.2.1)
Tp: Ty 0.

En el estudio de las tensiones, por tanto, serd aplicable todo lo dicho en el Capitulo 2
tomando como matriz de tensiones la (8.2.1) y como sistema de referencia el formado por
los ejes que coinciden en cada punto con las direcciones y sentidos definidos por los
vectores p o, 0o y 2,

Asi, el vector tensién ¢ correspondiente a un plano cuyo vector unitario en direccién y
sentido de la normal exterior es u (o, f5, 7). serd

. . U;J T_ur’! Tp: %
o] =[TT[ul= {10 0o To-||PB (8.2.2)
Tp: To= O 7

estando dicho vector u («, ) referido a la terna de ejes definidos por los vectores de base
P My, 2 de las coordenadas cilindricas.
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8.3. Ecuaciones de equilibrio

Consideremos ¢l entorno elemental de un punto P de un medio eldstico en coordenadas
cilindricas, como se indica en la Figura 8.4. Sean a . 6,, ¢_ las componentes normales de
los vectores tension sobre las tres superficies coordenadas que limitan el paralelepipedo
clemental correspondientes al punto de coordenadas (p, 0, 2), y 7, 7y., 7,. las componen-
tes tangenciales. Sobre las superficies coordenadas que definen el punto (p + dp, 0 + dU,
2+ dz), los valores de las componentes normales y tangenciales se obtienen como se
indica en la Figura 8.4 para las caras vistas.

SCd{ la fuerza de masa por unidad de volumen y F . F,. F.. sus componentes segiin
los ¢jes definidos por p, UU Z

Proyectemos el sistema de fuerzas que actiia sobre las caras del paralelepipedo elemen-
tal sobre los gjes. La condicién de equilibrio exige que dicho sistema tenga resultante nula,
es decir, han de anularse sus tres componentes.

IR, =F, pd0dp dz + (JI' + :ﬂ—?’ d;!) (p+dp)d0dz—a, pd0 dz —

1) d ; 0 10
— a, dp dz sen (T — (rr,, + % r:."(l) dp dz sen [7 — T, dp dz cos (T +

A

at do dr,.
+ (T;m "" J’U) dp dz cos 5t (1’1,: + p = :) pd0 dp — 1, pd) dp =0

’ la, 10 10
ER,=F, pdl dp dz + (o’u + rq—”” dfi) dp dz cos % — o, dp dz cos {7 +
P

10 It 10
+ 1,4 dp dz sen {—_)— + (rm + ;."U) dp dz sen - T, dpl dz +

2\ a0 2

+ (I_”” + P Lo d’p) (p + dp) d0 dz — ,_ pd0 dp + (r”: + 1’:) pd dp =0

LR =F_pdldp dz + (rr: + fji d:) pdl dp — a_ pd0 dp +
dz

+ (1’,,: + (:;;;: ch‘J) dp dz — 1, dp dz +

+ (rp: + % a’p) (p+dp)d0dz — 1, pd) dz =0
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AN
&

X, &
Figura 8.4.

Simplificando, teniendo en cuenta que d() es un infinitésimo, obtenemos las ecuaciones
de equilibrio interno en coordenadas cilindricas.

~ . | ¢ ]
{O-;; 4 J (TH - f_-_r_pﬂ { Tﬂ:

F,+ £ +—===0
P ap p p o0 0z
Il do, 21 ot 01, .
F” + - :“ + i) + ‘\,JU + = — 0 {831}
p a0 P ap 0z
do. 1 J0t,. Ot,. 1.
‘L‘: ¥ - _"__ + — iz fi -z 0

-~

oz p O ap P

8.4. Matriz de deformaciones

Antes de iniciar el estudio de las deformaciones en el sistema de coordenadas cilindricas
cstableceremos la nomenclatura que se utilizard en lo que sigue.

Respecto al sistema de referencia de vectores unitarios p o, (. Z . designaremos por u,
v. w. las componentes del vector corrimiento de un punto.
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Llamaremos, asimismo, &, &, ¢ las deformaciones unitarias en las direcciones de los
gjes respectivos, asi como Vpor Vo= Vpes las deformaciones angulares, cuyo significado es
andlogo al que tenfan y .. 7,_. 7. en coordenadas cartesianas, es decir, estos (érminos
representan la variacion angular que experimentan los dngulos, inicialmente rectos, cuyos
lados coinciden con los ejes.

Expresemos las deformaciones unitarias &0 &> 6. N las direcciones de los ejes, asi como
las deformaciones angulares, en funcién de las componentes u. v, w. del vector corrimiento.

Para cllo consideraremos el volumen elemental abed a, b, ¢, d, antes de la deforma-
cion, representado en la Figura 8.5y sea @' b' ¢ d' ay b, ¢, d; la posicion del paralelepipe-
do elemental después de la deformacién.

. Proyectaremos los vértices de este paralelepipedo sobre los planos definidos por p .
Uy 0o 203 pos 2o y utilizaremos la misma denominacién en los vértices proyectados con
objeto de evitar subindices innecesarios.

Consideremos los dos vértices a y ¢ (Fig. 8.6) v si u es el desplazamiento radial del

au .. L . .,
punto . el del punto ¢ serd u+ —— dp. Por tanto, la deformacién unitaria en direccién
{'_ﬂ

radial es:

-

cu
u+——dp—u |
ap u
by = ————— = — (8.4.1)
dp ap

)

Figura 8.5.
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P N V1 i dt! P

PL\H >~ 2 he
. '\\ PR Che-="",

h T . a al A d .
LEETAY ‘-‘ . d ‘> ““ -__.:h o'
VN e
dp _.‘\" o ¢

8 - -
/ v D P
wt—= f.ﬂ”
. dp T A7 v
do
Figura 8.7

Figura 8.6.
En cuanto a la deformacién en la direccion 0, se observa que depende tanto del

corrimiento tangencial como del radial. Debido al desplazamiento radial exclusivamente,

el elemento ab de longitud (p + u)d0 experimenta una deformacién unitaria en la direc-

cién tangencial, de valor

mientras que el extremo b lo tiene de valor v +

u

(p + wydl — p do _u (842)

pdi p

Por otra parte, el extremo a del clemento ab tiene un corrimiento tangencial t,
v . .
d0. Debido a esta causa, la deformacién

L

nitaria tangencial es:

do
:‘+T”ffff—i' [0
& o
=- — (8.4.3)
p do p ol
Por tanto, la deformacién unitaria &, serd la suma de las dos deformaciones parciales
anteriores
u 1 dv
gg=—+— — (8.44)
pop a
coincide con la expresién en

La deformacion unitaria & en la direccion del eje

coordenadas cartesianas
ow
£, = — (8.4.5)

cz

En cuanto a las deformaciones angulares, calculemos primeramente 7, Segun se
indica en la Figura 8.7, y recordando el significado que tienc este término, y , serd la suma
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de los dngulos oy f#, siendo o el dngulo girado por el Ia(io\uh y fel girado por el ac, ambos

en a y positivos en el sentido de disminuir el dngulo hac inicialmente recto.
Como el dngulo « estd provocado por la variacién del corrimiento radial de b respecto
de «, su valor serd

o
L0 1 S
pd0  p 0 (84

Por su parte, el dngulo f# es debido a la variacién del corrimiento tangencial de ¢
respecto del de a. Como el dngulo formado por « ¢ con Od’ es

v
vt dp—v
p ‘v

dp (‘_p

. v .
y el dngulo formado por las dos rectas radiales Oa y Od’ es —, el dngulo f# que es el

‘[J
formado por @' ¢ con Od’, vale:
o n
[ P (8.4.7)
dp p

Por tanto, la expresion de 7, serd:

@ (8.4.8)

1 du
20 ap  p

Para el cdlculo de y,. proyectaremos sobre el plano definido por 0, y z,,. De la Figu-
ra 8.8 fdcilmente se deduce:

"} r ') b

Y (= .
a0 402 L ow N av (8.4.9)
5 pdl) dz p a0 oz o

Finalmente, teniendo en cuenta los valores de las variaciones angulares de los lados ac
yaa,, de la Figura 8.9 se desprende:

Vpe = ==Y (8.4.10)



ELASTICIDAD

[ | A
2 “n
v - du
dz o= p
= _— .h‘, — - Ll
a'y _._.--""" o'y JUPTTLLAR
.ro- : r.-- :l
a i .: by :- Ll | :' ¢ :.
| : | 5 ; 1 .
, ' . d= , i il o
= ; - —— ow 3 T ' —
o am=c" T o' e —
o l - W w T -
a h - u . .
yeell o, dp i
- -,
Figura 8.9.

Figura 8.8.

Las anteriores expresiones nos permiten calcular los términos de la matriz de deforma-
cién [D] en funcion de las componentes del vector corrimiento. Respecto al sistema de

referencia local en cada punto, la matriz de deformacién serd:

1/5

. /s . -
‘(‘p 2 -‘rpﬂ T oipz
1/59 ., . /5 ., /
(D=1 "270 & Yo (8.4.11)
15 ., 1/, ., ,
2 ipz = Yoz &

Es evidente que para que una matriz de deformacién dada represente un estado de

deformacién fisicamente posible es necesario que sus componentes verifiquen las condicio-
nes de compatibilidad. Estas condiciones, cuya demostracion omitimos, expresadas en

coordenadas cilindricas, son:

Crg N oy 205 10, (1 ey f_f_'.rfff) 8412
aps opt 07 p dpo op dp p Cpdd pe A0
0t I 0%e. 1 Qw | I (R IS
Tog 1T Lde, o (1 rﬁ_,q,. 2 ‘%) (8.4.13)
az= ops o p ap p czd p a0
0Ce. e fAREi
4+ —L =2 (8.4.14)
oz” Jzip
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| ‘12 6. | ('!;_:: B ',“. ’l ("_}}_.“: N p‘:"ﬂ: ﬁjrp" ln f]lu:L

— T I A A\ g T A, T A T A (8.4.15)

p opdld  p* a0 dz \p a0 ‘p dz ) dz \ p

l o “p = i l “:}I’i — ﬁ + ﬂn‘.i‘”) _ _.{:, Tﬁ) + % PI?I‘" (8.4.16)

p 0oz dp\p o0  dp 0z ) dp\p) p oz T
opdz p 0z p dz padl\  p A0 ap dz ) p A0\ p

85. Relaciones entre tensiones y deformaciones

En el epigrafe anterior hemos obtenido las expresiones de las componentes de la matriz de
deformacién en funcién de las componentes del vector corrimiento. No nos debe extranar
que estas expresiones difieran de las correspondientes cuando la referencia es cartesiana,
ya que las componentes de la matriz de deformacién se definen como derivadas de las
componentes del vector corrimiento y en ese proceso de derivacion los ejes son fijos, por
lo que las derivadas de los vectores base son nulas, mientras que en ¢l sistema de
coordenadas cilindricas los vectores unitarios de la base son variables y sus derivadas, no
nulas, habrd que tenerlas en cuenta.

Sin embargo, en las relaciones entre las componentes de las matrices de tensiones y de
deformacién no intervienen derivadas, por lo que tanto las expresiones de las leyes de
Hooke generalizadas como las ecuaciones de Lamé tendrdn en coordenadas cilindricas la
misma_estructura formal que las correspondientes cuando el sistema de referencia es
cartesiano.

Por tanto, si [7] y [D] son, respectivamente, las matrices de tensiones y de deforma-
¢ion en un determinado punto, las componentes de [D] se pueden expresar en funcién de
las de [77] mediante las leyes de Hooke generalizadas.

it
1
g, = T o, — ulo, + a.)]

1
&g = 1 Loy — ﬂ[ﬂp + 0.)]

E
[ (8.5.1)
": = E [ﬂ: - "II:O'” + JH]]
Tpt! . _ r,’a: _ Ty

l\ ‘.‘flptl = G * Tp: - E - Te: = G

asi como las componentes de [77 en funcién de las de [D], en virtud de las ecuaciones de
Lamé.
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(TI“ = A€ + 2 G {:ji . r;;(} = G :‘Ipﬂ
Gy =de +2G g ; Tp: = G 7, (8.5.2)
g.=le+2G ¢ : Tp- = G 72

siendo 4 y G los coeficientes de Lamé definidos en (4.5.4) y (4.4.16). y ¢ la dilatacién cubica
unitaria, cuya expresion ahora es:

du 1 dv Ow
¢ = — + — - + i + - (8'5‘3)
dp  p o dz  p

8.6. Estados axilsimétricos. Funcion de deformacion de Love

En las aplicaciones técnicas se encuentran con frecuencia problemas en los que tanto la
forma del cuerpo como la distribucién de fuerzas exteriores presentan simetria respecto de
una recta.

Como, en general, las fuerzas pueden ser variables en puntos de una recta paralela al
eje de simetria o a lo largo de una curva meridiana, no se trata de estados de elasticidad
plana, que se definieron en el Capitulo 6, ya que no existe plano director tal que en
cualquier plano paralelo a €l la distribucién de tensiones y de deformaciones se reproduz-
ca idénticamente.

Sin embargo, dada su importancia en la prdctica, es aconsejable dedicar algin tiempo
a analizar el estado eldstico que se produce en estos cuerpos. Por la simetria que presenta,
serd recomendable utilizar un sistema de referencia de coordenadas cilindricas cuyo eje
sea coincidente con el eje de simetria.

Dentro de los estados de tension simétricos respecto de un eje existen dos tipos de
problemas, que se diferencian en las caracteristicas de los desplazamientos: 1. aquellos en
los que la segunda componente del vector corrimiento es nula (v = 0) en todos los puntos
del sélido eldstico; 2." aquellos en que v = v(p-z).

Para resolver el problema eldstico que se presenta en los sélidos de revolucidn, sin
fuerzas de masa, bajo carga axilsimétrica, Love propuso un vector de Galerkin que sélo
tiene componente segin el eje z

P(0, 0. ¢) (8.6.1)
es decir, una funcién ¢ = ¢(p, 0. z) que, segin (5.4.4), serd biarmonica
A* =0 (8.6.2)

La solucién de corrimientos en funcién de esta funcién ¢ que se denomina funcion de
deformacion de Love,en virtud de (5.4.5), verificard

205:2n—ma¢%—v(i) (8.63)

oz

por lo que las componentes del vector corrimiento, teniendo en cuenta la expresion (8.1.1)
del gradiente en coordenadas cilindricas, se obtendrdn de
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/ ~2
2 Gu= — : :/J
Op Oz
| o2
{2Go=-1 22 (8.6.4)
p o0dz
Y Gw =2 (1 — ) Ap— 2
[E)onn

A partir de estas componentes obtenemos las de la matriz de deformacién aplicando
las ecuaciones obtenidas en el Epigrafe 8.4.

f au (AN
i = = - —
odp 2G dpros
ou N I dv 1 ¢ 1 )
BT T 00T T 2Gp dpoz 2Gp? 0070z
w1l —p 0 1o
B . (xf)
S0z G z 2G dz
1 Cu N dvoov | A N 1 ¢ (8.6.5)
00 dp p Gp opdlcz  Gp? 0oz
1 dw o 1 ¢ (f)
== — A — = I — A —
0T 500 0z 2Gp O [ (1= wAg dz ] 2Gp a0 ¢z
dw  du |G 1 ¢
Vo= = — I — ) Ap] — —= 5
k“" cp 0z 2G dp 201 = 0 A¢] G ﬂn:‘

Sumando miembro a miembro las tres primeras ecuaciones, teniendo en cuenta la
expresion (8.1.2) de la laplaciana en coordenadas cilindricas, obtenemos la dilatacion

cibica unitaria

2G 0z op* p dp  pr o0t iz
L 2 a0ag] (8.6.6)
- - — 2l AL
2G Oz ;

Finalmente, la solucién de tensiones se obtiene aplicando las ecuaciones de Lamé.
Sustituyendo los coeficientes 4 y G por sus expresiones (4.5.4), (4.4.16) y la dilatacion
cibica unitaria obtenida en (8.6.6), se tiene:
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. . 4o 0 >de 0 A2
(crﬂ =/le+2Ge, = 3G [(1 = 2A¢] - png = (,uA - —{;-}—5)
X A 1 & | a2
oy =/ +2G¢, = :— (,quS - = rﬂ_{/) —— {—ﬁ—éf))
0z \ p dp o pm a0
g.=/e+2Ge, = ;—_ [{2 — AP — {:_gb]
G | a3 ¢, 1 o2 (/, {".3 (d)) (8.6.7)
To = UV =—— -+ 535 = — -
o0 dad p cpdldz  2p° oz cpcloz \ p,
|G g [ J e
=07 =— — | 2{] — Ad — - = — — 1 — Ao — ;
T.‘}_ CI”“ 2.“ (” |: [ 1“] (b (-2:_1'] 2'0 ("'[}(.":2 J” (ﬂ'” [ “} ¢ [-‘\_:_
¢ i 1 a° & o?
T;l::G:‘Ip:=—) - {72“ _J“]A(f)_(“ 3:|_; Py q{)g:T_ l:[l—ﬁilﬂ¢ s (lf):|
\ ap | iz 2 dpdz or dz

Para los casos en los que el corrimiento circunferencial v se anula, la funcién de Love
¢ = ¢(p.z) no depende de la variable 0, y la solucién de tensiones se reduce a:

(% == (HM"— - ¢)
dz ap?
ad / I d¢
Gy = 2z (\!"A ¢ — ; a)
< o (8.6.8)
¢ ac
0= ({2 WA "")
A i
Ty = (tl ~Wh¢- —"’)
ap dz7
\ Ty = Tp- = 0

Dado que si la funcién ¢ de Love es biarménica verifica las ecuaciones de Navier. las
soluciones obtenidas satisfacen tanto las ecuaciones de equilibrio interno como las de

compatibilidad. Por
de contorno.

consiguiente, las tnicas condiciones que tienen que verificar son las
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87. La representacion de Neuber-Papkovich. Problema de Boussinesq

El vector desplazamiento 0, en el caso que no existan fuerzas de masa, s puede expresar
como una combinacién de dos funciones armdnicas: una vectorial A y otro escalar B. de
la siguiente forma

- A-r
2G6 =A -V |B+ 7.
G [ Ml—pJ (8.7.1)

Fsta forma fue introducida por Papkovich en el ano 1932 e independientemente por
Neuber en 1934. Sin embargo, fue Mindlin quien la relacioné con el vector de Galerkin
en 1936.

Se puede comprobar que tal expresion, que recibe el nombre de representacion de
Neuber-Papkovich, verifica la ecuacion de Navier si

AA=0; AB=0 (8.7.2)
¢s decir. si tanto el campo vectorial A como la funcién escalar B se definen mediante
funciones arménicas.

Que la representacién de Neuber-Papkovich estd relacionada con el vector de Galerkin

es evidente. En efecto, si en la solucion general (5.4.5) de la ecuacion de Navier mediante el
vector de Galerkin

266 =2(1 — ) AP—V div P
hacemos

- 1 . -
P=—A: div P=B (8.7.3
A 2“*‘“]1 iv (8.7.3)

ésta se reduce a
2G6 =A —AB (8.7.4)

Tomando gradientes en la segunda ecuacién (8.7.3) y divergencias en la expresion que
resulta, se tiene

V div P=VB (8.7.5)
divV div P=A div P=div VB=AB (8.7.6)

0 bien, simbélicamente, teniendo en cuenta la primera ecuacién (8.7.3)

. A
AV-P=V-AP=AB=V- —— 1.7
v 2(1 — p) 8.7.7)
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Ahora bien, si se considera la identidad
AA-F)=2V.A (8.7.8)

en la que r es el vector de posicién de un punto genérico del medio eldstico, la ecua-
cion (8.7.7) adopta la siguiente forma:

2-V-A AF
AB=—"—=A — (8.7.9)
(1 — ) 4(1 — p)
y admite como solucién particular
Ar
=t (8.7.10)
41— p)
Su solucién general serd:
A-r
B, =B+ — 8711
! 41— S

siendo B una funcién armdnica arbitraria.
Vemos, pues, que la expresién del corrimiento (8.7.1)

L AT
EGJ=A—V[B+me—]

es la solucién general del problema eldstico cuando se formula éste en desplazamientos, si
el campo vectorial A y el campo escalar B vienen definidos por_funciones armdnicas.
Ambos campos estin relacionados con el vector de Galerkin P mediante las ecua-
ciones (8.7.3)

A=2(1—u) AP : B=div P

Por tanto, si se sustituyen en (8.7.1) cuatro funciones arménicas A w AL Ay B dicha
ecuacion verifica la ecuacién de Navier. Sin embargo, estas cuatro ecuaciones no son
completamente independientes. Se puede demostrar que en todo recinto convexo de un
espacio tridimensional el niimero de funciones arménicas independientes se reduce a tres.

Esta forma de representar los desplazamientos como solucién de la ecuacién de Navier
tiene una especial importancia en el tratamiento de problemas con simetria axial. en los
casos en los que las funciones que definen las componentes del campo vectorial A, asi
como la funcién escalar B, en coordenadas cilindricas, son de la forma

A,=A,=0: A.=A_(p, 2) (8.7.12)
B = B(p, z) (8.7.13)

Tal es el caso del estado tensional creado en un medio eldstico semi-infinito limitado
por un plano cuando se aplica una carga concentrada P en un punto de dicho plano
perpendicularmente al mismo. Este caso es el llamado problema de Boussines.
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Se parte de un campo vectorial A y otro escalar B definidos mediante las ecuaciones
- k
A=4(1 —p) -z, (8.7.14)
p

B=CL(l —p (8.7.15)

siendo k y C constantes y r la distancia del punto 0 de aplicacién de la carga a un punto
genérico del medio

I-l1

r=p>+z (8.7.16)

Se comprueba que tanto el campo vectorial A como el campo escalar B son armdénicos,
es decir:

AA=0: AB=0 (8.7.17)

La representacién de Neuber-Papkovich correspondiente

- Al -kl . 1 kz
R Ll LS o) 2
¢ X S ZoT 3G Vv [CLU + z) p (8.7.18)

que. evidentemente, verifica la ecuacién de Navier, serd la solucién del problema de
Boussinesq si las tensiones que de ella se deducen verifican las condiciones de contorno
(Fig. 8.10), esto es:

1 En todos los puntos del plano que limita el sélido semi-infinito se tiene que
anular la tension t,,..

2° En todos los puntos del mismo plano, salvo en el origen que coincide con el
punto de aplicacién de la carga P, se ha de anular la tensién o..

‘D

Figura 8.10.
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De la ecuacion (8.7.18) se deducen las componentes del vector corrimiento:

f C ) k zp
= —— 1+ 4oz
2G r(r+z) 2G 3
{v=0 (8.7.19)
B -4pk-C kz?
T 26 36

A partir de estas ecuaciones obtenemos la expresién de la tensidn tangencial 7,

I 7
T =Gy, = (:—“‘ + ‘Tu) (8.7.20)
p 0z
Como
ow B—-4nk—-C 1 p kz* 3 p p | 3kz?
w_ Bkt e 2P G -4kt -8
ap 2G o 26t r 226G ( 2 r
2, 2 iirazl L P2 _z3p2 2 . R
d p ] p r P z2
m_p_r . _ cik(1-3%
dz 2G P (r+ 2y 2G r° 2613 [: ( r“)]

sumando miembro a miembro, multiplicando por G, se tiene:

) z? .
T, = ;% [C —(1 =2k -3k :_"] (8.7.21)

La primera condicién de contorno se verificard si para z = 0; t,, = 0, es decir, si
C=(1-2uk (8.7.22)

Por otra parte, la expresién de o, dada por la ecuacién de Lamé, teniendo en cuenta

(8.5.3) y (8.4.5), serd:

2] A M

, 3 L f{0u  dw u on

oc.=e+2Ge. =l |—+—+—-]+2CG —=
- : dz  p 0z

op

(8.7.23)

1 =2

p 1 -2 oz

2Gu (P-ﬂ L ¥ N 2G(1 — p) ow
ap p
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Si sustituimos las derivadas de las componentes de &, operamos y simplificamos,
obtenemos:

k 23
o, = — (8.7.24)
e

Ll

Vemos que esta expresion verifica la segunda condicién de contorno, ya que en todos
los puntos del plano z = 0 se anula o_, salvo en el origen que presenta una singularidad.
Para determinar el valor de la constante k plantearemos el equilibrio de [uerzas
verticales sobre la porcién del medio eldstico comprendido entre los planos z =0y z =a

(Fig. 8.11).

el

© 3k
P—J ‘ 2apdp =0 = Pzﬁkmjj !—J,'dp
e
4] 0

]

!.5

Haciendo el cambio de variable

p=atge; dp= do

cos? ¢

a
y como r = ———, tenemos:
cos ¢

“n2 /2

a sen ¢ cos’ 1 N
P=6kmna® J L B ¢ “ dp = 6kn j. sen ¢ cos® @ dp =

cos ¢ a’  cos”

I | w2
— 6 kn [—-‘15”‘3 ‘f’} — 2 kn

0 1]

x\- t

Z

o - [ .-

Figura 8.11.
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de donde:
P
k=5— (8.7.25)
— R
y, por tanto, segun (8.7.22):
Il —2u) P .
c=£2 i" (8.7.26)

Una vez determinadas las constantes k y C, la solucién de corrimientos del problema
de Boussinesq es:

v=20 (8.7.27)

P 2(1 )+Z—2
dnGr |~ W2

A partir de estas ecuaciones se pueden obtener sin ninguna dificultad, como ya se ha
indicado, las matrices de tensiones y de deformacién.

W=

EJERCICIOS

8.1. Una placa circular horizontal, de radio R, espesor constante e y peso despreciable, se encuentra
empotrada rigidamente en su contorno. Sobre la cara superior actiia una carga uniforme p por
unidad de superficie.

Expresar las condiciones de contorno de la placa.

Debido a la simetria geométrica y de cargas, las componentes del vector corrimiento no
depende de la coordenada cilindrica 6 y, ademds, es nula la componente circunferencial.

u=ulp,z): v=0; w=wip, 2)
3 P N
N fl N
_ AT -+ == _
B AT () /] e v
= i s o o [ T T e e/
g~ 7 TR
A D X
,

Figura ES8.1.
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Las componentes de la matriz de deformacién se reducen a:

i

ap
u 1 dvoou

p p 0 p

I du v v
fog = 5ot ——=
Ep o0 dp

1 dw N v 0
= T Ay T
o0 oz

ow o
Vpr T At o
’ ap iz

Las condiciones de contorno son de dos tipos:

a) Condiciones de empotramiento.
b) Condiciones de carga.

0

tad
n

4

a) Las condiciones de empotramiento expresardn la nulidad del vector desplazamiento en sus
puntos, asi como la nulidad del giro.

u(R, z) = 0
wiR, z)=10

cu
roto = —— —
[ jrd op

ow

) f}'[, =0 para p=R

h) Como se trata de un estado axilsimétrico de carga. la matriz de tensiones carece de los

Erminos 7, y T,..

Sus componentes, en virtud de las ecuaciones de Lamé, tendrdn por expresiones:

oy

u

2
4
a

ap

=G
\ \

D

'

ow

|
o

N Ju
0z

u o ow
—+—+—)+2G
l"p

I oz
u o dw
-+ — 142G
p 0z

o ow
+ =+ —) +2G

p o 0z

Las condiciones de contorno debidas a las cargas superficiales aplicadas se expresardn de

la siguiente forma:
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— En la cara z = —

| m

. fow |
T,_:U = (':':-:G (,\——l—ﬁ— =0
" " Op iz ). ¢

. ’ [N

Cfdu u aw . [ du '
‘ a.=p = Attt C+ 26 7) = —p
| opop op __=_.: opo- !

3

tal

— En la cara z =

|

dw o du
=0 = Gy.=6G (_, + ,—) =0 ‘

=
cp dz ).

Cfou u Ow _[éu ‘
.=0¢/. _‘—+—'+‘—) +2(’(._ |=0
; pop o Op)it p )¢ ‘

8.2, Determinar el vector desplazamiento y la matriz de tensiones en los puntos de un medio eldstico
de médulo de clasticidad transversal G, tal que la solucién del problema eldstico creado en el
mismo por una solicitacién exterior viene dada por el potencial de deformacién de Lamé

¢ = Cp" cos nl)

siendo C y n constantes.

Si ¢ es un potencial de deformacién de Lamé, se comprueba, en efecto, que la funcién dada
es armonica. El vector desplazamiento verifica:

2G =V ¢

Teniendo en cuenta la expresién (8.1.1) del gradiente en coordenadas cilindricas. las
componentes de ¢ serdn:

/ I d¢ Cn !

e % =26 p" ' cos nt .
3 | Cn ‘
0 < U= 3Go (1:‘? = — G " sen nt
<Up o y
] =]
W= — ‘ﬂ(’b =0 !
\ 2G 0 J
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A partir de los desplazamientos calculamos las deformaciones:

( du  Cnin—1)
i L Y

2
£ = - . = cos nll
" op 2G
u .\ Il v Cn s p Cn? s ) Cn(l —n) w2 0
P T 2 cos nl) — — p" % cos ill = ———— p" cosn
"o 0 26 26 6 PF
aw
6g.=—=0
Tz
I F'u+ or cn® p Cnn—1) 0+
W= — 4 — ——= ——— p" ?sen nf) = ———— p" " Zsenn
0 o0 p 26! 2G !
. Cno p Conn—1) , , 0
" isen nl) = — ——— p" Fsenn
26! a !
dw du
-.r..rl: = + o= 0
("(I 'z
1 dw o

W e e —
\'“' P al Oz

Finalmente, las componentes de la matriz de tensiones se obtienen aplicando las ecuacio-
nes de Lamé. Como la dilatacién cibica unitaria es nula.
[6,=2Ge, = Cn(n—1)p" * cos nl)
a,=2Ge,= —Cn(n— 1)p" 2 cos nl
< g.=2Ge. =10

=Gy,y=—Cnln—1)p" 2 sen nl)

T,.=Ty. =0

Se trata, pues, de un estado de deformacién plana cuya matriz de tensiones tiene de

componentes:

g =Cnin—1)p" 2 cos nf)

a6, = — Cn(n— 1)p" 2 cos nll

To= — Ca(n—1)p" " sen nl)

| ﬂ—: = T;J: = Tp- = {}
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Hallar la matriz de tensiones que se deduce del potencial de deformacidén de Lamé, expresado en
coordenadas cilindricas:

i
=CL -
¢ k

siendo C' y k constantes. (L indica logaritmo neperiano.)

Se comprueba que el potencial de deformacién de Lamé es una funcién armdénica A¢ = (.
Como el corrimiento ¢ deriva del potencial ¢

2 (G- C
260 =V¢p=—p, = u=—: 1r=w=0
S
Iz 2Gp
Aplicando las ccuaciones que nos dan las deformaciones en funcién de las componentes del
veclor corrimiento. se tiene:
-C 1 1
g = 16 ;’_3 » by = _j (E V_g ' b = alpﬂ = Tp: T Vo T 0

Por las ecuaciones de Lamé, teniendo en cuenta que la dilatacién ciibica unitaria es nula,
las expresiones de las tensiones serin:

C C

Ty = — 31 ﬁr}:j: .= Ty =Ty =Ty, =0

[
| O )
; - 0 0
i -
C
[(r1=1 0 ;0
"
| 0 0 0

Dada una funcién de Love ¢ = ¢(p, z), se pide expresar en funcion de ¢:
1." El invariante lineal de la matriz de tensiones.

2."  La dilatacién ciibica unitaria e.

1" Para una funcién de Love que no dependa de @, las tensiones normales vienen dadas
por las ecuaciones (8.0.8).

S (nmﬁ—‘; ?)
'z opT
] 1 co
Ty = —i— AP — — “«_[‘/))
o'z poop,
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El invariante lineal ® de la matriz de tensiones lo obtenemos sumando miembro a
miembro estas tres ecuaciones:

i N g 1 d a2 g
O=0,toy+a.=— | pAP+20p - 5 —— ———= | =
dz \ ap p op 0z

-

7l

(;[A¢ +2A¢ — Aqﬁ-) = ‘— ({1 + A qﬁ)

I
0 0z

i

es decir:

-

O@=(1+4) — Ap
%

2. Para el cdlculo de la dilatacién cibica unitaria sumaremos miembro a miembro las
expresiones de las deformaciones en funcién de las tensiones dadas por las leyes de Hooke:

l 1 —2n
{;:a:r’+1:,,+:::=E[G)._jﬂ@]z - ®

y teniendo en cuenta la expresién de @ obtenida anteriormente, sustituyendo. se obtiene:

(1 4+ (1 =2 @
P

| E 0z
85. Dada la funcién de Love en coordenadas cilindricas
5
¢ = 32+ = pz
3
1. Comprobar qué es una funcién biarménica.
2.° Hallar la solucién de tensiones que de ella se deduce.
3.* Calcular las componentes del vector corrimiento en funcién de sus coordenadas ci-

lindricas.

[.° Calculemos primeramente la laplaciana de la funcién de Love

=2 1 0 a2 20
O 1, 70 20 .

ap? ; a dzt 3

Ap =

La bilaplaciana serd:

, a1 o 22N\ /20
5"9’1: — + - — +— — 4+ 18z ]=0
ap*  pdp 0zP)\ 3

Queda comprobado, por tanto, que la funcién dada es una funcién biarmdnica.

2" La solucién de tensiones se obtiene directamente aplicando las férmulas (8.6.8), ya que
la funcién de Love dada resuelve el problema eldstico en un estado axilsimétrico en el que se
anula la componente circunferencial del vector corrimiento.




350 ELASTICIDAD

N}

[ N2 3 ’20
rﬂ__zé [[I - ;:]Aq‘)—{ﬁ (;b—! ::— |:(] — i) (—+ IS:)— ]8{] =0
o 7 o . 3 J

k Ton = Tpz = 0

es decir
g, =0,=18
a.=18(1 —p) ‘
r{': = () |
[ Too = Tpz = 0 ‘
| 1]
3. Aplicando (8.6.4), se tiene:
02 l+p ¢
M= —om = —— L —
2G dpdz E dpa:z
1+ e 1+ p (20 '
= 2l = A — =— 1 2(l — — - 8z
" 3 |: (1 — WA ‘_:2] E (1 — ) 3 + 1

Las componentes del vector corrimiento son. pues

‘ ce=0: w0 s 7)—75
u=rnr=»=_ W= i 3{ i o )z

{ o | f'“’g") I 2
g.=— | 2-—wWAp— —|[=— [2—-n —+18:)—]8: = 18(1 —p)
0z az° 0z 3

8.6. Un cilindro de revolucién de radio R = 25 c¢m, de peso depreciable y altura i = 150 cm estd
sometido a una solicitacion exterior que presenta simetria axial. Las fuerzas exteriores estin
aplicadas en la superficie lateral, normalmente a ella, originando una distribucién de tensiones
que varian linealmente con la altura, de la forma que se indica en la Figura E8.6.

Sabiendo que el coeficiente de Poisson vale j = 0,1 y que la funcién de tensiones es un

polinomio de cuarto grado, se pide:

1. Determinar la funcién de Love.

2. Deducir las expresiones de las tensiones en un punto cualquiera del cilindro.

3. Hallar la dilatacién cibica e.
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< | 7 75 kp/em?

- —

wo ¢/

F

L

wo ¢

Figura E8.6.

1" Por presentar simetria axial el cuerpo eldstico que se considera, la funcién de Love ¢
es independiente de la coordenada (. Por otra parte, como al cambiar p en — p la funcién ¢ no
varfa, la expresién polindmica de ¢ tiene que carecer de términos impares en p. Sea ésta:

p=Ap*+ Bp* 4+ Cz*+ Dp?z+ EZ?
habiendo prescindido de los términos de segundo grado por no intervenir en la solucién de

tensiones.
La laplaciana de ¢ es:

A['f)_—i.:.('_b_}..l“_qb_k

. . {___(‘6 (16A + 2B)p? + (4B + 12C)z> + (4D + 6E):
[ poop 0z

5 =

La condicién de biarmonicidad nos da la ecuacién:
AP =2(16A + 2B) + 2(16A + 2B) + 2(4B + 12C) = 0
es decir, simplificando:
8A +2B+3C=0 (1)

relacién que tienen que verilicar necesariamente los coeficientes.
Las otras ecuaciones que permiten calcular los coeficientes las obtenemos al imponer las
condiciones de contorno a las tensiones que se deducen de ¢, segiin se desprende de (8.6.8).
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(

(;:Aq‘»— —‘f’) = ;u[2(4B + 12C)z + 4D + 6E] — (4B= + 2D)

Tp =

-~
t||"'

O 1 &
(r"=r— (,uAgb—— ii) = pu[2(4B + 12C)z + 4D + 6E] — (4Bz + 2D)
dz \ P op

4 ‘\3
< . = ; [(2 — WA — 461 (2 — W[2(4B + 120): + 4D + 6E] — (24C= + 6E)

ll

a a2
T, = [[I —_u}A(ﬁ—j]——[l — ) 2(l6A + 2B)p — 4Bp
n‘_U oz
k Ty =Tp.=0
Condiciones de contorno:
* Para p =25 cm; 6, = —z kp/em?; 1,.=0
g,= —z = —z=u[2(4B+ 12C)z + 4D + 6E] — 4Bz — 2D
{ —1=2u@B + 12C) - 4B (2)
=
0=4uD + 6uE — 2D (3)
1,.=0 = 0=2(1 — p)(l6A + 2B) — 4B (4

s Paraz=+75%0.=0;7,.=0
g.=0 = 0=02 - y)[+I1504B + 12C)+ 4D + 6E]1F24-75C - 6E=0 (3
T,.=0 = 2(1 — u)(16A + 2B)— 4B =0 (6)

=
El sistema formado por las ecuaciones de (1) a (6) es compatible y determinado. Resolvién-
dolo se obtienen las soluciones:
. B 9 B 19 .
352° 447 o132

La funcién de tensiones de Love serd:

[ L I
353 7 44" 132

| ¢=
he..

2."  Sustituyendo los valores de los coeficientes en la solucién de tensiones se obtiene ésta,
vilida en todos los puntos del cilindro

‘ g, = T_n: =Ty, = T;a.‘i =0

3. La dilatacién cibica unitaria es:

e =&, + &+ e
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Sustituiremos las expresiones de las deformaciones en luncién de las tensiones. segtin las
leyes de Hooke, y éstas en funcién de las coordenadas aplicando la solucién de tensiones

encontrada anteriormente

I -z
Ep = ‘.-_ I—ﬁ.r: — oy + 0 )] = .,_ (1 —p)

I
= loy— o, +a)] =" p (=n

I :
1 2z
i = i [o.— ula, + 6,)] = e
i el |
1 - § R )| 2pz Z{I—Egi}w!
| € E—.‘.p'f—',n + b, = — }_‘— T = |— E —— £

Un cilindro de 50 cm de radio y 140 e¢m de altura, de fuerzas de masa nulas, estd sometido a un
estado axilsimétrico mediante la aplicacién de unas fuerzas exteriores normales a su superficie
lateral, que varian linealmente con la altura, como se indica en la Figura ES8.7.

8.7.

wa ()L

W ()

)

Figura E8.7.

Sabiendo que el estado eldstico del cilindro admite una funcién de Love de tipo polinémico de
cuarto grado, y que el coeficiente de Poisson toma el valor i = 0,1, se pide:

1" Hallar la solucién de tensiones en un punto cualquiera del cilindro.
2" Calcular los vectores tension en los puntos de coordenadas cilindricas

A (24, g s\,.--i). B (24, ; —24 \i)
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correspondientes a los planos que admiten las rectas OA y OB, respectivamente, como lineas de
mixima pendiente, respecto a la seccién recta del cilindro.
Las coordenadas p y z estdn dados en em.

1. Por las mismas consideraciones de simetria que se han hecho en el ejercicio anterior, y
teniendo en cuenta el resultado obtenido alli con el mismo tipo de solicitacion exterior, la
funcién de Love que nos resuelve el problema eldstico en el cilindro considerado serd de la
forma:

¢=Ap*+ Bp?z? + C*

La condicién de biarmonicidad que tiene que cumplir esta funcion se traduce en la
ecuacion:

8A +2B+3C=0

Las otras ecuaciones que permiten calcular los coeficientes A. B y C, las obtenemos al
imponer que las tensiones que se deducen de ¢, segin (8.6.8), verifican las condiciones de
contorno.

f S ~2 N
G, =~ (ﬂmp - "") — (4B + 120)z — 4 Bz
oz o\ aps
5 [ ag
Gy = — (;U_\q‘)—— 16)—2;1{43 + 12C)z — 4 Bz
(z ooop
¢ O
o.=— | (2 — | =212 = 4B+ 12C)z — 24 Cz
Oz (z*
T, = %9 [ (1~ )Ap— lﬁ] = 2(1 = )(16A + 2B)p — 4Bp
l'rU =
\ Ton = Tyz = 0
* Para p =50 ecm: g, = — 2z kp/em®; 7, =0
=21MEB+12C)z —4Bz= -2z = 2ud4B+12C)—-4B=-2 (2)

T,. = [2(1 —)(16A +2B)—4B]50=0 = 2(1 — u)(l6A +2B)—-4B=0 (}
*Paraz=+70cmio.=0;7,.=0

. =2:[2-WAEB+12C)—12C]1 =0 = (22— @B+ 120)—12C=0 (4

. =[2(1 = j)(16A +2B)—4B)] =0 = 2(1 — @)(16A + 2B) — 4B =0 5)
Del sistema lineal de ecuaciones formado por las ecuaciones (1) a (5) se obtienen las
soluciones:
1 9 19
A=—; B=—; C=

176 ° iR 66
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n
n

la funcién de Love serd:

1 9 19

4 2.2 4

= T+ = pzT—— =
¢ 176 ¥ T2’ 66

Sustituyendo los valores de los coelicientes en las expresiones de las tensiones se obtienen
la solucién de tensiones pedida, vilida para cualquier punto del cilindro.

6,=06,=—-2z ; 6,=0 ; 1,=1,=7.=0

I -1 ps

2 Respecto de la referencia local, el vector unitario u normal al plano que tiene a la
recta OA por linea de mdxima pendiente, tiene de componentes (Fig. E8.7h).

Figura E8.7a. Figura E8.7b.

El vector tensién en el punto A correspondiente a este plano serd

-2z 0 0 —1/2 8.3
[6]=[Tul=] 0 -2z 0 0o | = 0
0 0 0 N 0
2

Vemos que su linea de accién se apoya en el eje de simetria del cilindro, es perpendicular a
¢l y tiene de médulo 8,/3 kp/em?. Sus componentes intrinsecas son:

‘ v, J: ¢ =[] [6]= —43 kp/em? =  —6.92 kp/cm?

=G = [ 6] = 12 kpfem?
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En el punto B, el vector unitario & normal al plano que tiene a la recta OB por linea de
mixima pendiente, tiene de componentes (Fig. E8.7¢).

Figura E8.7c. Figura E8.7d.

El vector tensién en el punto B correspondiente a este plano seri:

2z 0 0\ [J32 72
[¢]=[1T=[T][u]l=| 0 -2z 0 0 |[=]o0
0 0 0 1/2 0

También la linea de accién de este vector tension se apoya en el eje de simetria del cilindro
y es perpendicular a él. Su médulo es de 72 kp/em? y tiene de componentes intrinsecas

o, =a-u=[u]"[d]=236 \; kp/em? = 62,35 kp/em?
t=0a-u' = [u]"[a] =36 kp/em?

es decir

a, = 6235 kp/em® ; =36 kp/em?

8.8. Una determinada solicitacién exterior aplicada al sdlido eldstico que tiene la forma indicada en
la Figura E8.8 crea un estado tensional axilsimétrico cuya funcion de Love es

5
(}":3'47,]4‘; pl
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Conociendo el coeficiente de Poisson g, se pide:

1. Calcular la matriz de tensiones en cualquier punto del sélido.
2% Dibujar las distribuciones de tensiones normales y tangenciales en el contorno.

25¢em

153 em

153 em

10 em

Figura E8.8.

La matriz de tensiones del estado cuyo problema eldstico se resuelve con la funcién de
Love dada ha sido hallada en el Ejercicio 8.5.

S 0 0

[T]=| 0O 18u 0

0 0 18(1 — p)

El vector unitario normal a la base es u (0, 0, 1). El vector tensién en cualquier punto de la
misma es:
0
[a]=[T][u] = 0
8(1 — p)

es decir, sobre las caras superior e inferior del sélido eldstico que se considera actian tensiones
de traccién de valor constante igual a 18(1 — p).

Para calcular las fuerzas de superficie sobre el drea lateral, consideremos un plano tangen-
te. cuyo vector unitario en un plano meridiano (Fig. E8.8a). Las componentes de u respecto de
la terna de veclores de base de las coordenadas cilindricas son:

R . '5 ln
u' (% .0 _E)
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TN,

T :
R U
'

Figura E8.8a.

El vector tensién en los puntos de la generatriz indicada es:

. \_x'rj I
18 0 0 3 93
G1=] 0 18« 0 0o |= 0
1
0 0 181 —p) -3 =901 — p)

Sus componentes intrinsecas son:

. 27;1_‘_9(] — ) 91+ 2
G, =0 U =— =
n 2 2 2
L 90 /3 9./3(1 - 9./3(1 -2
ce o 3 93— 93 o

2 2 2

Con estos resultados y teniendo en cuenta las simetrias, se representan en la misma Fi-

gura E8.8bh la distribucién de tensiones normales (a la derecha) y tangenciales (a la izquierda)
en los puntos del contorno de una seccién meridiana del sélido de revolucion dado.

943 (1 - 2u) ‘ 18 (1)

Figura E8.85.
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89. El estado eldstico creado en un medio infinito por una carga concentrada 2P que actiia en un
punto interior del mismo, se puede resolver mediante una funcién de Love de la forma

p=Ar

siendo A una constante y r la distancia existente entre el punto O de aplicacién de la carga y un
punto genérico del medio (problema de Kelvin).

1. Comprobar que se verifica la condiciéon de contorno de ser nulas las tensiones en el

infinito.
2." Calcular el valor de la constante A.

I."  Expresemos la funcién de Love dada en coordenadas cilindricas
p=Ar=A@p + )

Para calcular la matriz de tensiones en cualquier punto del medio infinito que se considera,
calculemos previamente la expresion de la laplaciana de la funcién de Love.

42 1 g 12
Aq’)=i+— f—l'b—i- f_\ lf: 24 (p? 4 %) V2

aps  op dp Oz

La solucién de tensiones se obtiene aplicando las ecuaciones (8.6.7).

3 (1 -2 2pz
(a, < (;,A¢_1_‘f))_r1 [17“"}__1.’.%_1
: "ﬂ_ - B

J I

il ( 10 ‘;‘)) Al = 2p)z
Oy = — _ AR
dz p Cp =
d fiRt’) =2z 327
== Pl= —a | 2
=% ]: c“':‘jl [ " P
23 .
T = — ( ¢ ) -0
dpaliz \ p,

1 ¢ 02
T = = [n ~ 10 Ap - "”’]:0
_I Z

o “ﬂp B (1 —2p 322p
\r,,— =% |J1 WA$ ]_ -4 [: 3 + =)

De la simple observacion de estas ecuaciones se deduce que la solucién de tensiones es singular
en el origen y se anula en el infinito, c.q.d.
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2.°  Consideremos la porcién de medio comprendida entre dos planos paralelos de ecua-
ciones z = +h (Fig. E8.9h).

El equilibrio de esta porcién del medio exige que la proyeccion sobre el eje z de las fuerzas
2P y las engendradas por las tensiones normales o en las superficies de los planos superior e
inferior sea nula.

2P — J 2ap |{rr__):. “| dp — .[ 2np |[rr:]_.___ +,,| dp =10
0

0

T (1=2wh ’ 3
2P —2A:2 e dp — ——dp =0
RJ{} g U"z + h?)Y2 v 0 ! (p* + h?)*2 “

] l ] '
2P — 4z {u = 20— (07 + )R]+ 3k [_ 300t hz}_h] }: '

- ¥]

Simplificando, se obtiene:

P

—
it Sebesiroi|
i dn(l — p) !
2P
2p 1 IJI: T
ot
,"‘ ¥ B d| ( F

Figura E8.9a. Figura E8.95.



Elasticidad bidimensional
en coordenadas polares

91. Estado de deformacion plana

Enel Capitulo 6 hemos definido los estados de deformacion plana y de tension plana. En
ambos estados hemos formulado el problema elastico en coordenadas cartesianas. Tratare-
mos ahora de formular el mismo problema cuando sea aconsejable, a la vista de la forma y
simetrias del solido elastico y del sistema de fuerzas aplicadas, adoptar un sistema de re-
ferencia de coordenadas polares.

En un estado de deformacion plana, segiin vimos, las componentes del vector desplaza-
miento son:

u=u(p, 0 v=uvip.0) w=0 (9.1.1)

Las deformaciones se obtienen de forma inmediata particularizando las expresio-
nes (3.4) correspondientes, teniendo en cuenta las relaciones anteriores.

it i 1 dv ow
by =20 =+ -—— . =—=0
ap p o pdol 0z
{ 5 . (9.1.2)
du av v
— =0

T C o — .
{ -~ = k] iz = ipz
‘ot p ol ap P ‘ oo

Como consecuencia de ser nulas y,. y 7p- S€ anulan las tensiones t,_y t
de la ecuacion ¢, = 0, en virtud de la ley de Hooke, se deduce:

. Por otra parte,

pe

1
{:: = E [i’}': - Ju[rrp + JH]] = 0 = rT: = 1”({)-;: + ﬂ—{j]

361
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Por tanto, las leyes de Hooke en coordenadas polares en el caso de deformacion plana
toman la forma:

/ 1 I+
by = 510, — 1oy + o)) = L [0 = g, — poy]
] 1 + u
b0 = p Loy = o, + @) = =51 = oy = po,)
) ’ (9.13
'1’: = E [J: - '1{[()'!‘ + (}'n)] = 0
Too, L —0

k}'pn = E Joz = Vo =

Sobre las caras que limitan el entorno elemental de un punto existiran, en general, las
tensiones que se indican en la Figura 9.1, en la que se han representado todas las mag-

nitudes positivas.

Figura 9.1.

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen particularizando las ecuaciones (8.2.1) de coor-
denadas cilindricas al caso de coordenadas polares. Si /. (F,, F,, 0) son las fuerzas de masa,
estas ecuaciones se reducen a:

F + Flo'p_ + l FTV“ a;l - JU — n
¢ dp’ ) a0 )
oo / 9.14)

| do t T,
Fo+ -2+ 122_9
p o ap p

La ecuacion de compatibilidad se obtiene también de forma inmediata apoyandonos en
la obtenida en coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta que

o, + 0, =0, + g
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en virtud del invariante lineal de la matriz de tensiones, del hecho que o, es la misma en los
dos sistemas de referencia y ambos (cartesianas y cilindricas) son trirrectangulares.
La ecuacion (6.3.7) se convierte en:

| -
A(JI, + a,) = - ,t_t div f, (9.1-5)

en donde los operadores laplaciana y divergencia vienen dados por las expresiones (8.1.2)
y (8.1.4), particularizadas para coordenadas cilindricas planas:

0 1 a 1 0?
A=—+-—"Fr+=5
cps  pdp  pT a0
oF 1 oF F
- I + - - i + T [9'1_7}
ap poan P

(9.1.6)

div f, =

En ¢l caso de fuerzas de masa constantes o nulas, la ecuacion (9.1.5), se reduce a

A, + a,) = 0 (9.1.8)

9.2. Estado tensional plano

Sediferencia del estado de deformacion plana, segan vimos, en que ahora w no es nula, sino
funcion de la coordenada que se mide en direccion perpendicular al plano director, es decir,
w = w(z). Las otras dos componentes siguen siendo independientes de esta coordenada

w=up 0y ov=uvip ) w=w: (9.2.1)

Las deformaciones, salvo «_, tienen las mismas expresiones que en el caso de deforma-
cion plana, es decir:
‘ ou _ u I do aw
& = {_p by = ; + ‘(: m, z (,‘
| du v v

(9.2.2)

= -
p ol 0p P

}'p" - T“: = :’Ip: = 0

Tambien aqui se anulan las tensiones 7,. y 7,_. asi como o_, por lo que las leyes de
Hooke seran:

f 1
”p = E (O—p - -‘HJH]
1
g = E (6 — no,)
{ i (9.2.3)
T
6, = —_E'[J" + ay)
T,‘}U .\ _ 0
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Al ser o = 0, todas las tensiones que actuan sobre ¢l volumen elemental estaran con-
tenidas en el plano director, por lo que serd posible una representacion plana, como la
indicada en la Figura 9.2.

Figura 9.2.

Las ecuaciones de equilibrio interno son las mismas (9.1.4) del caso de deformacion
plana.

En cuanto a la ecuacion de compatibilidad que corresponde al estado de tension plana,
haciendo las mismas consideraciones hechas anteriormente se llega a:

Ale, + o)) = — (1 + 1) div f, (9.24)
ecuacion que en el caso de ser constantes o nulas las fuerzas de masa se reduce a
Al:ﬁp + O—H} = 0 E925]

Vemos, pues, que si las fuerzas de masa son nulas, constantes o, aun siendo variables, se
anula su divergencia, la ecuacion de compatibilidad en los estados de deformacion plana y
en los de tension plana es la misma.

9.3. Funcion de tensiones en coordenadas polares

En los casos de estados de deformacion plana o de tension plana en los que se anule la
divergencia de las fuerzas de masa se puede obtener la solucion de tensiones a partir de una
funcion de Airy ¢ = ¢(p. 0), de la que se deducen las tensiones de la forma siguiente:

1 dgp I 0%
6, =—— + S5 =5
# pdp p* 007
-2
0*
Gy = 2 931)
ap*
o (1 og
oo = =5\, 20
ap\p an
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Se comprueba que estas tensiones verifican idénticamente las ecuaciones (9.1.4) de equi-
librio interno. En efecto:

ia, 1 o 1 0% 2 [IGRY) )
Py T e i By S Ry
p p-dp  pdp po ol p-a0-dp
Lo, |1 fiRt’) 1 ¢ > do, I dt,y 0, —0p
S0 S 3R T o A A ot oyt =0
p 0l p* a0 pe 0% ap op p a0 P
0, = 0y _ l l‘n_(j’ 4 i ¢ - ‘:2({)\)
p p\pdp  p* 007 0p? J
oo, _ 1 0% ’
p 0 pdp? a0
T _ 209 2 P9 1 0% y Loy | Ly Tw
p pd ol p> 00 cp p epron p A0 ap Tp
yw_ 200 2 9
T pr o0 p? dpal )

Para que cumpla la condicion de compatibilidad (9.1.8) o (9.2.5), se tiene que verificar:

02 10 1 22\ /o2 1o PR
ﬂlf}';,‘Jr‘ﬂ'o}:(r + ‘ + 7( )({_¢+_qu+ {qj):()

.f?p: pop  p* 0> opt o p r“',(-: p? 00>

es decir, la funcion ¢ ha de ser biarmonica
Alp =0 9.3.2)

La resolucion del problema elastico en casos de deformacion plana o tension plana se
reduce, pues, a encontrar una funcion ¢ = ¢(p, ) que sea biarmonica y las tensiones que de
ella se deducen, dadas por las ecuaciones (9.3.1), satisfagan las condiciones de equilibrio en
el contorno.

94. Distribucion simétrica de tensiones respecto a un eje en casos
de deformacion o de tension planas, sin fuerzas de masa

Supongamos que tenemos un solido elastico con simetria axial tal que la distribucion de
fuerzas exteriores nos permita afirmar que se trata de un caso de deformacion plana o de
fension plana, cuyas tensiones presentan simetria respecto a dicho eje. En este caso las
tensiones dependen exclusivamente de p, por lo que la funcion de Airy serd de la forma

P = Plp).

La condicion de compatibilidad se reduce a:

A = (L L )(d—d’ o1 5{-"’0) =0 (9.4.1)

dp? " p @ dp*  pdp

s
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Desarrollando, se obtiene:

w0 200 11y

;-5 + =0 94
dp* * pdp®  pPdp*  pdp e

ecuacion diferencial, que se resuelve haciendo el cambio de variable p = ¢', 0 lo quees o
mismo t = Lp, obteniendo:

d* d*¢ d*¢
S _ 4t 44 =0 943
det de? + de? 049

ecuacion diferencial homogénea de cuarto orden de coeficientes constantes. Su ecuacion
caracteristica r* — 4r® + 4r* = 0 tiene de raices

ry=1r, =0 ry =1, =2
por lo que su ecuacion integral serd:
¢ = At + D + (Bt + C) e (9.44)
Teniendo en cuenta que ¢ = Lp, la funcion de Airy en funcion de p, resulta ser:
¢ = ALp + Bp*Lp + Cp* + D (9.45)

en la que A, B, C, D, son constantes de integracion.
La solucion de tensiones que se deduce de esta funcion de Airy es:

1o A
G, = _‘,\_9&’: 4+ B(l + 2Lp) + 2C
pop P
2 A
0, = ﬂ’ = — " + B(3 4 2Lp) + 2C (9.4.)
op” P
Ty =0

La solucion obtenida es valida tanto para un estado de deformacion plana como
tensional plano. La diferencia estriba en que en el primer caso . existe y tiene de valor
0. = p(a, + 6,), mientras que en el segundo 6. = 0.

Las constantes de integracion se determinaran en cada caso imponiendo las condiciones
de contorno.

Para calcular las deformaciones no resulta dificil obtener las componentes del vector
corrimiento integrando las ecuaciones diferenciales que se obtienen al igualar las deforma-
ciones dadas por las leyes de Hooke en funcion de las tensiones [ecuaciones (9.1.3) en casos
de deformacion plana, o ecuaciones (9.2.3) en estados de tension plana], a las expresiones de
éstas en funcion de u y v
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95. Anilisis elastico de una tuberia cilindrica de pared gruesa
sometida a presion

Consideremos ahora una tuberia de pared gruesa, cuya seccion recta es una corona circular
de radios R, y R,, sometida a presion interior uniforme p, y presion exterior p,, también
uniforme (Fig. 9.3).

Figura 9.3.

Esevidente que por la simetria de forma y de solicitacion externa que presenta la tuberia
en estas condiciones, el estado elastico de la misma sera de deformacion plana en el caso que
los extremos estuvieran fijos, y de tension plana en el caso que estuvieran libres. En ambos
casos existe plano director, perpendicular al eje de la tuberia.

Podemos aplicar lo expuesto en el epigrafle anterior, es decir, la solucion de tensiones
sera de la forma

A
g, = — + B(l + 2Lp) + 2C
P

A

0y = =5 + B3 + 2Up) + 2C 9.5.1)
pe:

Ty =0

Veamos que la constante de integracion B debe ser nula. Para ello consideremos los
desplazamientos, suponiendo que el estado elastico es de tension plana. Si se tratara de
deformacion plana el razonamiento es el mismo, asi como el resultado. aunque las formulas
a utilizar sean distintas.

Asi pues, sustituyendo los valores de las tensiones (9.5.1) en la primera ecuacion (9.2.3),
se tiene:

£,

u | | [(I + A

= —lo, — o) = I + 2B(1 — pw)lp + (1 — 3u)B + 2(1 — ;i]C]
; P

ap
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de donde integrando:

l I + A :
U= (—Q + 2(1 — wBpLp + (1 + wBp + 2(1 — ,u}Cp} + f1) (952
2| 0
siendo f(0) una funcion que depende exclusivamente de (.

De la ecuacion que se obtiene al igualar las dos expresiones de &, de (9.2.2) y (9.2.3)

u 1 do 1

ba = o a0 ~E (a9 — po,)

se puede dE‘ipdel‘ % y sustituir # por su expresion (9.5.2)

av p
i E{rr,, — Hoy) —u =
| 1 + A
= [—ﬁ 21 — wBpLp + (3 — WBp + 2(1 — ;t]Cp:| —u =
& p
4Bp )
= — — f(0 953
5 J(0) (9.5.3)
Integrando, se tiene;
48 .
v ! ) — '[_{'[.-‘J} d0 + fi(p) (9.54

siendo f,(p) una funcion que depende exclusivamente de p.
Ahora bien, como 7, = 0 también se anula 7 ,. De la ecuacion (9.2.2) correspondientc

teniendo en cuenta las expresiones de u y v oblemdas se deduce:

G 3l ; 0 |
pp= v L L0 de) U gy 0D
pal  dp  p podi dp [ P

Como se satisface en todos los puntos de la tuberia, se habra de verificar:

. . (0
dfi(p) — filp) _ 0: df(0) + J_{‘(r)} do =0
dp p do

de donde se deduce:

Nip) =kip o fl0) = kysen 0 + ky cos ()
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por lo que la expresion (9.5.4) de la componente v del vector corrimiento tomara la forma:

n

5)

48p
=

00+ kp + kycos ) — kysen () (9.

Sin necesidad de determinar las constantes arbitrarias de integracion que aparecen en
. . ., . 4Bp , .
gsta expresion vemos que B se tiene que anular, ya que el término _{:_' () seria multiforme en

cada punto de la tuberia al aumentar ¢ en un namero entero de 2x, lo que es fisicamente

absurdo.
Por tanto, las ecuaciones (9.5.1) se reducen a:

A
(T,rr = — + 2C
Iz
A -
G, = —— + 2C (9.5.6)
P
T, =0

Determinemos los valores de las constantes de integracion A y B. Las condiciones de
contorno son:

(@)=, = =Py 1 (O)or, = — P (9.5.7)

Imponiendo éstas, obtenemos el sistema de ecuaciones

A

2C = —
R%+ Py
A
_+2C = —p,
R: P

cuyas soluciones son:
2p2
(Py — P2)RIRS
R3 — R

- PR — pyR3

- 958
R3 — Ry ( )

A= . 2C

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (9.5.6) se obtienen las tensiones siguientes:

(py — PIRIRS 1 pRY — pyR3

PT TR -R ST K -R
— pyRIR3 1 Ri — p,R3
Gy = [p':"'—}JZl* -~ {”_' ; i ‘”‘:: (9.5.9)
R — R p 3 — Ry
=0

Tpl’i
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A4
A
7

4 .”|Rf"f’_'R::
-\ B ] R1 Rf

b
-
P H\
a
,
o,|' g,

Figura 9.4.

En la Figura 9.4 se representa griaficamente la variacion de las tensiones o, y 6, en los
puntos de la recta diametral AB para tuberias de presion en las que p, > p,.

De la figura se deduce que o, por ser negativa en todos los puntos, es de compresion,
mientras que o, es positiva y, por tanto, de traccion. Tanto una como otra toman sus va-
lores maximos en los puntos de la superficie interior de la tuberia

PR3 + Ri — 2p,R3)
R3 — R}

(9.5.10)

["Tp)mfl.\ = M . (ﬁﬂllln.’u =

Para el calculo de la variacion del espesor de la tuberia distinguiremos los estados de
deformacion plana y tensional plano.

a) Estado de deformacion plana
Utilizaremos la primera ecuacion (9.1.3), sustituyendo las expresiones (9.5.60) de las ten-
siones

du | +p I + p| A -
6, = ﬁ =5 (I — o, — poy] = 3 [p_z + 2C(1 — 2;1}] (9.5.11)

La variacion del espesor e de la tuberia se obtendra como diferencia entre los corrimien-
tos en sentido radial de los puntos de la periferia y de los puntos de la superficie interior. Por
tanto, integrando entre R, y R,. tenemos:

e A
Ae = uy — u, = J ;“ [—; +20(1 — 2;;)] dp =
. ,{)"‘

_ ! JEr L [A (L _ L) +2C(1 = 2p)(R, — R))] (9.5.12)




ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS POLARES 37

by Estado de tension plana
Utilizaremos ahora la primera ecuacion (9.2.3) y procederemos de forma analoga al caso
anterior.

du | LAl + p)
, d}; - G [(r'_’ ua,) = E |:-—-—7}-2--- — + 2C(1 — Ju]:| (9.5.13)
B TA(L
Ae = u, — U, = J —_ [{7;%—'“} + EC{I — ,H}:| d,ﬂ =
= RI E {}u
_ ! Al + )'I i\)—i—""('{l (R R)) 9.5.14
T E ’“(RI R,) = T HUS ! .>.14)

En las expresiones de Ae en ambos casos las constantes A y C vienen dadas por las
formulas (9.5.8).

9.6. Disco macizo giratorio

Enla mayoria de los problemas elasticos que se nos presentan podemos considerar nulas o
despreciables las fuerzas de masa. Hay casos, sin embargo, en los cuales la solicitacion
externa esta formada exclusivamente por este tipo de fuerzas, como ocurre en los discos que
giran alrededor de un eje de simetria, perpendicular a sus caras planas.

Para calcular el estado tensional que se crea en un disco de radio R cuando gira con
velocidad angular e, consideremos un elemento diferencial de espesor unidad en coordena-
das polares (Fig. 9.5). Sean a, y a, las tensiones radial y circunferencial, asi como df, la
fuerza centrifuga que actia sobre el elemento, como consecuencia de la rotacion. Evidente-
mente, la tension tangencial 7, se anula, por razon de simetria.

(g, +da,) (p+dp)dd

0y

Figura 9.5.
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La expresion de la fuerza centrifuga sobre el elemento es
df. = dp dO0 dpw’p = op*w? d0 dp (9.6.1)

siendo ¢ la densidad del material del disco.
Planteando el equilibrio y proyectando en direccion radial:

do S
26, - dp sen -5+, pd0 — (6, + do )p + dp)d0 = Sp°w?dl) dp (9.6)

Simplificando y tomando limites se llega a

do

o, b = o83

Si (u, v) son las componentes del corrimiento, la deformacion unitaria radial esta dada por

du 1
= :{7 — F [o'p — uay,) (9.6.4)

&,

siendo yu el coeficiente de Poisson.
Por otra parte, la deformacion circunferencial unitaria es

u Il v u 1
Yy =—+—— =—=—(a, — uc 9.6
“0 p pald p E (7 — na,) 5
) . v
ya que por simetria 0 0
{I
De aqui, se tiene
u = E{rrf, — pa,)p
Derivando respecto de p
du 1 p ( do, da .
— = —(o, — o) + = | — — 4 9.6.6)
dp E{ 0 = 1) E\dp d,u {

Igualando a la expresion (9.6.4)

( ] I ( P (r.’r}'ﬂ de, )
: _ — o
E i al E o 1) dp (fp
. do, da, _
“TU - ﬁp}[l + :“] + f - = U lqﬁ?l
ap dp

Sustituyendo (7, — a,) por la expresion (9.6.3), se tiene:

’ ['.’(Tﬂ . 5 J’r}', drr
p—=+ np'm (1 4+ )+ p———up =0
C o dp dp dp
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da, s s da, S, da, do, _
p—" 4+ opTw- + up + popTwt + p—— — up =0
dp dp dp dp
do, do, .
— = — dpw- (1 + p) (9.6.8)
dp dp
Integrando:
o1 + )
oy + 0, = -—%‘” p- + 24 (9.6.9)
siendo 24 una constante de integracion.
Restando la ecuacion (9.6.3), se obtiene:
do 53 + u
o 4+ p 3 OB o oy (9.6.10)
! dp 2

Como el primer miembro de esta ecuacion se puede poner en la forma:

do L d
20, + p—t=——1(p70) (9.6.11)
! dp  pdp g
tenemos:
I 5023 + 1)
= (pa,) = p[—‘“‘% p? + 2,4] (9.6.12)
{!’U L
¢integrando
) S (3 .
plo, = G R PR (9.6.13)

8

siendo B otra constante de integracion.
Despejando a, se obtiene la expresion de la tension radial

B (5”)2 o
o, =A== (g’ (9-6.14)
P2
La tension circunferencial o, se obtiene de (9.6.9)
Sl + ) B St
o= —a, P o ma b B3 X
2 p- 8
B om?
a, = A + pei (1 + 3,1th p- (9.6.15)
e

Si el disco considerado es macizo las tensiones son finitas para p = 0, lo que exige la
nulidad de la constante B de integracion. La otra constante se determina imponiendo la
condicion de contorno.

Sw2R?
(9.6.16)

(@),-k =0 = A=03+p
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Por tanto, la solucion de tensiones del disco que gira es

3 + wow?* s
o, = 7£ R? — p?)

dm? s ,
G, = 5 [(3 + wR” — (I + 3p)p~]

(9.6.17)

e

(3 + ) o’k
8

J&

AN

Nelrind,”

Figura 9.6.

En la Figura 9.6 se representan las distribuciones de las tensiones 7, y g, para los puntos
de un radio: o, a la derecha, y o, a la izquierda. Ambas tensiones se rigen por leyes pa-
rabolicas.

De la observacion de esta figura se desprende que los valores maximos de las tensiones,
que en todos los puntos son de traccion, se presentan en los puntos del eje de giro y que
ambos valores son iguales

3 4+ podw’R?
Tomix — Tiomin = {% [q6|8]

9.7. Disco giratorio con orificio central

Las ecuaciones que nos dan las tensiones radial y circunferencial son las mismas (9.6.14)
y (9.6.15) que hemos obtenido anteriormente.

B ow?*

g, =A —?—{3 + g p-
f ) 0.71)
B ow”

gy =A + — — (1 + 3p) p

P
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La diferencia con el caso de cilindro macizo estriba en que ahora son distintas las con-
diciones de contorno y, por consiguiente, también seran distintas las expresiones de las
constantes de integracion.

Para la determinacion de éstas tenemos que imponer las siguientes condiciones, si R, y
R, son los radios interior y exterior, respectivamente.

B ow?
@)k, =0 = A— =5 -3+ puW——Ri =0 (9.7.2)
r 1 R| 3
B f}mz 5 .
0 ek, =0 = A——S -3+ p-— R =0 (9.7.3)
; R3 8

De este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se obtienen las expresiones de A y B.

(3 + ) dw?(RT + R3)

. - (9.7.4)
B (3 + Ju,] (Z‘:Uz R% R% (9.7.5)

Por tanto, la solucion de tensiones en el caso de disco con orificio central que gira, es

3 4+ p)dw? [, , Rt R3
o = BHHS (Rr Ry - KR !,z) (9.7.6)
’ 8 _ p /

Sw? [ ' ,  RiR3 )
Gy = ”8 3 + ;I}(R:f + R3 + :”2 ') — (I + 3;1),0‘] (9.7.7)

o, |0,

UH mix

[

§1max

\\

I\
./ / ’
DN e

Figura 9.7.

En la Figura 9.7 se representan las distribuciones de tensiones ¢, y ¢, a lo largo de un
radio.
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La tension circunferencial maxima se presenta en los puntos de la superficie interior, es
decir, para p = R,
dw?
Tpmax = 4

[(1 — ) RT + 2(3 + R3] (9.7.)

El valor maximo de la tension radial se presenta en los puntos en los cuales se verifica

lo i 2RZ R2 JR—
T L2 2p =0 = p= VR R,

dp p?
Sustituyendo este valor de p en la ecuacion (9.7.6) se obtiene:

(3 + wow?
pmax f 1

— R,)? 9.79)

a

9.8. Chapa plana o laja indefinida con taladro circular sometida
a traccion o compresion y esfuerzo cortante

Consideremos una placa rectangular delgada en cuyo centro realizamos un taladro de radio
r,. pequeno en comparacion con las dimensiones de la misma.

Sometida a una traccion uniforme ¢ en la direccion del eje x (Fig. 8.9a), en virtud del
principio de Saint-Venant, las tensiones en los puntos de una circunferencia concéntrica con
el taladro de radio r,, grande en comparacion con r, son las mismas que existirian en la
placa si no hubiera taladro. Las expresiones de estas tensiones en coordenadas polares,
tomando el centro de la placa como polo y el eje x como eje polar, se obtienen de forma
inmediata utilizando el circulo de Mohr (Fig. 9.8h).

! [
o, = 3 + 5 08 20
L S
Gy = 5 = 5 cos 20 (9.8.1)
t
Ty —5 sen 20
AN T
A J /@\/
- _-=(’T.r' A
— . {Ii
D : ! r,m’i
—} tcosf) 2
- - A

B L o) R 0 /’ o
- | .
- \ ~ | L\ L -
_ a,
- AN / | - - /
- \ & \d
- - B ) N

a) h)
Figura 9.8.
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Veamos cudl es la solucion de tensiones en los puntos de la placa sabiendo que en los
puntos de la circunferencia de radio r, las tensiones tienen los valores dados por las ecua-
ciones anteriores. Expondremos la solucion dada a este problema por G. Kirsch, que ha
sido confirmada mediante ensayos fotoelasticos y medidas extensométricas. Consiste en
considerar este estado como suma de los dos siguientes:

[
Estado I (@)=, = 3 (9.8.2)
lecir, una presion uniforme con las condiciones de contorno:
{
(@),—e, =0 1 (0,)er, = 5
| [ - 7
J (@), = 5 cos 20
Estado I1: [ (9.8.3)
l{fpﬁ}ﬂ._._ o —; sen 20
derivando este ultimo de una funcion de Airy de la forma:
¢ = f(p) cos 20 (9.8.4)

endonde f(p) es una funcion que depende exclusivamente de p.

Al estado I podemos aplicarle la solucion (9.5.6) obtenida en el estudio elastico de la
tberia de pared gruesa expuesto anteriormente, que verifica, como se vio, las ecuaciones de
equilibrio y las de compatibilidad.

Para ¢l calculo de las constantes de integracion A y C haremos en (9.5.8) p, = O

. _ , r
p, = — .y consideraremos despreciable el cociente —*.

ry

b | =

—ta

t:uhl-.u
|
—
|
.
o ="
S
()
| =

S0 N

rl.. = ,’2 = - :J. E =
2 1
I B _)
s

Por tanto, la solucion de tensiones del estado I en los puntos de la placa sera:
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- il 1_1,,5)
Op = — + 2C = 2{?2—'_2-_2 pE

A ol t ri
r_ A 0C = v b ~=—1 1 983
a, e + 2C > + 5 2( + ;!2) (9.8.)
‘I‘.’f,” =0

Para obtener | solucion de tensiones del estado I determinemos Ia funcion [lp) im-
poniendo la condicion de compatibilidad Ala) + al') = 0.0 Jo que es lo mismo, la condi.
cion de biarmonicidad de la funcion ¢ de Airy.

Como la laplaciana de ¢ es

o 1o | P Ay ar 4;')
Ap = 7 I 55 = 2 - — = s 2()
4 ap? + pip o pton? (a',cr " pdp  p?, o8

la ecuacion de compatibilidad sera:

d* N I d 4
dp?> ~ pdp 2

cuyo desarrollo nos da:

(10 oy,
dp® " pdp e

24 9 d°f 9 4
R _—_ T J — =0 986
dp* + pdp* )2 dp? * P dp 039

ecuacion diferencia] que se reduce, haciendo el cambio de variable p =

%, a la ecuacion
diferencial homogénea de coelicientes constantes:

d*f dr d*f df

_;_4_'__4_‘.7_.;_]6;:—_0 987

dz* d=? dz? dz 4
Cuya ccuacion caracteristica * — 4,3 _ 4 4 16r = 0 tiene por raices: r; = 2, = ¢
s = =2ry = 0. porlo que la solucion general de la funcion Jp) sera de la forma:

Jp) = Ae? 4 Bet= + Ce ™ 4+ D

en donde A, B, C ¥ D son constantes de integracion,
Deshaciendo el cambio de variable, la funcion @ de Airy para el estado I serd:

- c
P = (,4;;‘ + Bp* + = 4 D) cos 2() (9.8.8)
y n-

de la que se deduce ]a solucion de tensiones:
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| | 0° 6C 4D
ol = ‘¢+_2’Tq; (_A+—+ )coa2(!
pdp af= P
72 6C
{,'H = E-—?) ._.x‘-'l. + l‘)B.ﬂ - = COS 2” ':9-89]
ap? P
o /1 d¢p 6C 2D
L (L I 7 - - = 20
T PP ( ,\“) ( + 6Bp e pz) sen

Sumando las tensiones correspondientes a los estados I y 11, dadas por las ecuaciones
(9.8.5) y (9.8.9) se tiene:

{ -2 6C 4D
U;,Z—( _'_'j)_(z,q+—4-+—,)0052()
2 p- P P

{ 2 6C
G, = ;(l + —) + (EA + 12Bp* + 1—4) cos 2() (9.8.10)
L ! ,(J ;
6C 2D
T = + 6Bp? — -1—4 — 1) sen 20
g o

Determinemos las constantes A, B, C, D imponiendo las condiciones de contorno.
Para p = ry:

6C 4D
06,=0 = 244+ - 4+ 5 =0
ri ry
, 6C 2D
T”” = U —: 244. + 681"[ — T3 T 3 = 0
"y ry
Parap =r, = oo
i leos2=""24c0520 = A= !
(TJ.-——E-FECOS_ —5"— cOs 2 = ——Z
I
T = —5sen20 = (24 4+ 6Br3)sen 20 = B = ()

Fa

De las dos ultimas ecuaciones de contorno se han obtenido directamente los valores de
Ay B. Con las dos primeras se calculan las otras dos constantes:

4 2
it it
C=-—+; D=-L
4 2

Sustituyendo estos valores en (9.8-10) se obtiene, finalmente, la solucion de tensiones en

los puntos de la placa con taladro considerada, debida a la traccion f en la direccion del eje
polar
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, 5. , . 5
I - 1 " .

g, = —(l - Hq) + --(l + 3 o 4 ,1; cos 20

i 2 ‘ p? 2 ‘ !j-t p?
t{ = t{ e

a =51+ —;) - 3 (I + 3 cos 20 (9.8.11)
=\ P < P,

f rt ri
Tpo 5 (] -3 p_J' + 2 P—l) sen 20

Estudiemos las tensiones en el borde del taladro. Las ecuaciones anteriores para p = r,
se reducen a:

a, = 0
g, = { — 2t cos 20 (9.8.12)
To = 0

Evidentemente, la distribucion de tensiones presenta simetria en torno al centro del
taladro.

Representando griaficamente la tension o, mediante el diagrama cartesiano o radial in-
dicados en la Figura 9.9 observamos que los valores maximos de ¢, se presentan en los
extremos a y b del diametro del taladro perpendicular a la direccion de traccion. Este valor

. . . T
maximo se obtiene de (9.8.12) haciendo () = 5

["Tﬂ)n:;i\ = 3t

0y

t

Figura 9.9.

es decir, en estos puntos se presenta la maxima tension normal @, de traccion, cuyo valores
el triple de la tension de traccion aplicada a la placa.
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En los puntos extremos del diametro que tiene la misma direccion que la traccion, ha-
ciendo 0 = 0 0 0 = 7 en (9.8.12), tenemos:

es decir, una tension de compresion del mismo valor absoluto que la tension de traccion
aplicada a la placa.
Para la seccion recta de la placa que contiene el centro del taladro y es perpendicular a

. . vy . . b
la direccion de la traccion, las ecuaciones (9.8.11), haciendo ) = 5. Nos dan:

f 2 p2 2 3t /2 A4
,,':__(, B :(1 _n
! 2\ p- p p- 2\p7 p
( ri 1t ([ ri rt
= = — +35]l==z{24+—=+3— 9.8.
o =3 (1 T !}4) 2( toat p4) (9.8.13)
T;}ﬂ = U

cuya representacion grafica se indica en la Figura 9.10. Nos valemos de la simetria que
presentan las tensiones g, y a, respecto del centro del taladro para hacer figurar la variacion
de ambas en un mismo grafico, utilizando la parte superior para representar g, y la inferior
para representar o,

Figura 9.10.
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De la observacion de la figura se deduce que el taladro provoca localmente en los puntos
ay b de su borde un efecto de concentracion de tensiones. En estos puntos o, toma el valor
3t, pero para puntos de esa seccion recta mas alejados del centro del agujero decrece rapida-
mente al valor t.

a,. por ¢l contrario, es una funcién creciente 2 partir de cero en el borde hasta

= ‘ _ 3t
p = ryy/2encuyo punto presenta un maximo relativo de valor (0 )iy = 3 para decrecer

de forma rapida asintoticamente a cero.

Hasta aqui hemos supuesto que la placa estaba sometida a traccion en una direccion, Es
cvidente que las mismas formulas (9.8.11) serdn aplicables al caso de una solicitacion de
compresion uniforme en la direccion del eje polar sin mas que considerar el sSigno negativo
que entonces tendria 1.

t

wH&H;HHH

EEEEEEEEEEEE

Figura 9.11.

Si se aplicara a la placa una tension de compresion ¢ en direccion perpendicular al eje
polar (Fig. 9.11), las tensiones se obticnen aplicando las mismas formulas (9.8.11) teniendo

T
€n cuenta que ¢, = () — 5 ¥, por tanto:

cos 20 = cos (20 — n) = —cos 20 : sen 20, = sen (20 — 1) = —sen 20
¢/ 2" p 4 2
g, = -;(1 =—L)+;(1 + 3 -—l——4—l,~)cos2()
Z i 2 g pe
{ i ! r .
Oy = — < 1 + — — = | -+ 3 -3 COSs 2” {981‘“
2\ P 2\ I
{ rt T
T, ‘—(1 -3 + 2—L)sen 20
2 i P
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Figura 9.12.

A partir de las soluciones de tensiones que hemos obtenido para el caso de traccion en
direccion del eje polar y compresion en direccion perpendicular a éste, la solucion de ten-
siones para la accion simultanea de ambas solicitaciones (Fig. 9.12), en virtud del principio
de superposicion, serd:

[ r [ rt rt [ re
- - _ LI ") — o _ L
a, 3 (l pz) + 5 (1 + 3 = 4 pz) cos 20 2(1 pz_) +
{ r i rt i
+ (1l +3—5—4—5fcos20 =11 +3—5 —4—=]cos20
2 P P, . P P
t{ r? ! ry t =
t/ i ; o (9.8.15)
— —2(1 + 3 p—4) cos 20l = —1 (11 + 3 p_J') cos 20
t [ r rt
r,ufl = _E (l -3 p_J' + 2 '”—2) sen 200 —
tf r ' rt r
— —(] — 3—4 + 2—';)8911 20= —t|1 — 3—4 + 2-—., sen 2()
2 P I \ P P

La distribucion de tensiones en el borde del taladro es ahora;

g, =10
a, = —4t cos 20 (9.8.16)
Tp” = 0

uya representacion grafica se indica en la Figura 9.13.
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ay

[ 7 O ——

0 T oz 3 0
i 2 4

Figura 9.13.

De lo anterior se deduce el efecto producido por una tension tangencial uniforme apli-
cada en los bordes de una placa de grandes dimensiones. En efecto, si la placa es de grandes
dimensiones, como hemos supuesto, en los puntos suficientemente alejados del centro del
taladro podemos despreciar el efecto de éste, en virtud del principio de Saint-Venant. y asi,
en los puntos de una placa contenida en aquélla cuyo centro coincide con el del taladroy
sus lados forman 45" con las direcciones de traccion y compresion, existe un estado ten-
sional de cortadura pura cuya tension es precisamente ( (Fig. 9.14).

-
-t —|
/

+
Z

i I O
N

%
(EENHEE'

|
—
——
——
——

Figura 9.14.
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Es decir, la solucion de tensiones para una placa cuadrada de grandes dimensiones en
cuyo centro realizamos un taladro y la sometemos a una tension tangencial uniforme 1 en
sus lados, serd la dada por (9.8.15) tomando como eje polar una de las diagonales. En el
borde del agujero de esta placa el valor maximo de g, se presenta en los puntos de intersec-
cion del mismo con las diagonales y su valor es cuatro veces mayor que la tension tangen-
cial aplicada.

9.9. Solido semi-indefinido sometido a carga uniformemente
distribuida normal al plano que lo limita.
Problema de Flamant-Boussinesq

El problema de encontrar el estado tensional creado en un solido semi-indefinido sometido
auna carga uniformemente distribuida normal al plano que lo limita es conocido como
problema de Flamant-Boussinesq.

Consideremos en primer lugar la placa de la Figura 9.15 en la que la carga aplicada esta
uniformemente repartida a lo largo de una recta contenida en el plano que limita a la placa
como solido semi-indefinido y perpendicular a las dos caras paralelas de la misma.

Figura 9.15.

Esevidente que cargada de esta forma la placa, de la que suponemos nulas las fuerzas de
masa. el estado eldstico es plano, siendo ¢l plano director de la misma orientacion que las
caras paralelas de la placa. Si ésta es de pequeiio espesor, el estado elastico es de tension
plana y si fuera indefinido en la dimension del espesor seria de deformacion plana.

El problema se puede, pues, estudiar en un plano. Si el espesor de la placa es la unidad
podemos suponer en este plano una fuerza concentrada P igual a la densidad lineal de
carga, aplicada en un punto O del borde, perpendicular al mismo.

Tomaremos como referencia un sistema de coordenadas polares con polo en O, punto
de aplicacion de la carga P, y eje polar el eje x vertical descendente.

A la solucion del problema que tenemos planteado se llega teniendo en cuenta las si-
guientes consideraciones sobre las tensiones que actuan en las caras del elemento indicado
en la Figura 9.16a.
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Figura 9.16.

a) Las tensiones o, y 7, s¢ anulan.

b) La tension radial o, es de compresion y su valor es directamente ploporcional al
coseno del angulo que forma el radio polar con la direccion de la carga ¢ inversamente
proporcional a la distancia al punto de aplicacion de la misma.

Segun esto, las tensiones en un punto de la placa seran:

cos () i
a, = —k con Do =01 1,=0 (9.9.1)

siendo k una constante positiva.
Este estado elastico, en el que vemos que las tensiones polares se reducen a su com-
ponente radial, recibe el nombre de distribucion radial simple de tensiones.

‘.—"1

Con objeto de obviar la indeterminacion que se presenta en el punto O para ) = ;

también para evitar el valor infinito de 4, en dicho punto como consecuencia de la con-
sideracion teorica de carga puntual, excluiremos de nuestro estudio los puntos del pequeiio
entorno semicircular de diametro mn indicado en la Figura 9.16a.

Determinemos el valor de la constante k. Para ello planteemos el equilibrio de las fuer-
zas que actian sobre ¢l semicirculo de centro Oy radio p. Proyectando sobre el eje polar
tenemos:
w2 ‘)P

P — a,p dlcos ) = P — ;\-J- cos20dl = 0 = k —
-m2 ' —m/2 i

Es facil comprobar que la solucion de tensiones (9.9.1) supuesta verifica las ecuaciones

de equilibrio interno y la ecuacion de compatibilidad.
En efecto, las ecuaciones de equilibrio (9.1.4) se reducen a

Yy % _ (9.9.2)
op 14
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y la de compatibilidad (9.2.5) a:

a2 l‘a 1 0
Ao =0="Tr 4 2% L 2 0% _ 9.9.3)

r opr | p dp p? 02

y ambas se verifican idénticamente.
Se puede ver que la supuesta solucion deriva de la funcion de Airy.

—k — _
¢ =5 pl)sen () = pl) sen () (9.9.4)
que s¢ comprueba que es biarmonica.
En efecto:
-2 - =3
1<g 1 dgp 1 ¢ —k —k cos ()
Ap = : {) + —,—d + —,ﬂﬁ} = —0senl0 + — (2cos 0 — Osen () = —k
aps  pap o pt a0 2p 2p P

, 2k cos 0 kcos(l  kcos
ANp= ————+—5—+—5—=0
,()' !J‘ .{]'

La solucion de tensiones que se deduce de esta funcion de Airy es:

I (O¢p 1 ¢ cos () 2P cos ()
rTIJ = - .“_) + 2 01 _f\- = T
p\Cp, p- a0- P T oop
ik ()
o= - (9.9.5)

_ FF
a1 o¢

= — — — —— = 0
Foo ap (~3 r'=())

Por tanto, la funcion de Airy (9.9.4) nos proporciona la solucion correcta del problema.
Por los puntos de una circunferencia de didametro d que pasa por el origen y tiene su
centro en el eje polar (Fig. 9.16h) la tension radial es:

2P cos () 2P (9.9.6)
g = —— —— = — — 9.
r n dcos nd

de donde se deduce que la tension radial en todos los puntos de la circunferencia toma el
mismo valor, excluido el punto de aplicacion de la carga, es decir, esta circunferencia s una
isobara del estado tensional existente en la placa.

Las componentes de la matriz de tensiones en coordenadas cartesianas s¢ pueden ob-
tener a partir de la tension radial de una forma muy comoda utilizando el circulo de Mohr
(Fig. 9.17).
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g,
+ - cos 20

2
= g, cos” ()

2P cos® ()

2 T op
g, X 2P cos () sen’ ()
— 5 cos 20 = a,sen’ () = S o
2 n P
2P sen () cos? ()
sen 20 = — = LTSN T
n P
T P
o

Figura 9.17.
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(9.9.7)
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. . . a
En los puntos distantes a del borde de la placa, estas formulas, haciendo p = ——, nos dan:
C

os

2P

Ope = —— cos* 0
na
2P

0, = —— sen’ 0 cos® (9.9.8)
na
2

T, = —— sen 0 cos? 0

! ma

Los sentidos de estas tensiones se indican en la Figura 9.17. Sus valores para los puntos

del plano considerado se representan en la Figura 9.18.

Lo dicho anteriormente puede ser aplicado al estudio del estado tensional creado en el

solido semi-indefinido cuando la carga es continua. Si p es la densidad lineal de carga o, lo
que es lo mismo, la carga uniformemente distribuida en la placa de espesor unidad sobre la
superficie plana que la limita, que corresponde a la longitud de borde unidad, las tensiones
creadas en un punto A(p. 0) se obtendran sustituyendo en las formulas (9.9.7) P por

do .. .
pdy = p P 5> como facilmente se desprende de la Figura 9.19.
cos
pdo
dy pdy=p—
- s cos @
OI 0, v
g ™~
0, [ \
L o,
\\\
0
>,
Figura 9.19.

Por tanto, las tensiones creadas en A por la carga elemental pdy es

2 10 cos® 0 2
da—m‘ = ——-P - ¢ = - _E 'Z:C'S:l 0do
: n cosO p n
2 10 cos 0 sen® 0 2
do, = — = p - — —Psen2 040 (9.9.9)
: " cos () p n
2 10 sen 0 cos? 0 2
dry, = —=p &= O = P sen 0 cos 0 do
- n cos 0 p s
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Las tensiones resultantes debidas a la carga total seran, en virtud del principio de su-
perposicion:

2 i

Opy = — — J. p cos® 0 dO
T i,
‘.‘_} U:

Opy = —— J p sen? 0 d0 (9.9.10)
T Ju,
2 o,

Ty = —— J p sen () cos 0 d0

’ T Jo,

Para calcular estas integrales seria necesario expresar p en funcion de 0. Si p es cons-
tante, la integracion es inmediata:

i

2 2
Tpe = — il cos? 0do = — L [2(0, — 0,) + sen 20, — sen 20,]
: T Jo, 2n -
2p (™ ) _ p _
Cpy = — — sen 0d0 = ———[2(0, — 0,) — sen 20, + sen 20,]  (9.9.11)
: oo, 2n
2;) & r
T, = —— sen ) cos 0/ di) = — (cos 200, — cos 20),)
¥ T 2?{ 2

i

El problema expuesto, dada su gran importancia en la aplicacion al analisis del estado
tensional creado en el terreno por las cimentaciones en la construccion, ha sido objeto de
estudio profundo por parte de especialistas como J. H. Michell, S. D. Carothers y M. Sa-

dowski.
La solucion dada por J. H. Michell cuando la densidad de carga es constante parte de

una funcion de Airy de la forma
¢ = Apl (99.12)
en la que A es una constante.

Facilmente se comprueba que verifica la condicion de biarmonicidad.
De esta funcion de tensiones se deducen las tensiones:

_1a 1P 0

i p ap * p* 00?
2

Gy = — 2 = 240 0913
op*

d /10
(1)
dp \p aU

que verifican idénticamente las condiciones (9.1.4) de equilibrio interno. Esto significa quela
funcion —¢ de la ecuacion (9.9.12) es la funcion de Airy de una placa semi-indefinida cuyas
condiciones de contorno sean las indicadas en la Figura 9.20a¢ tomando el polo en 0,.
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Figura 9.20.

Tomando ahora origen en 0, la funcion de Airy ¢ nos dara la distribucion de tensiones
en el contorno indicada en la Figura 9.20b. Si superponemos los dos estados correspondien-
tes a las funciones — ¢ con origen en O, y ¢ con origen en O, (Fig. 9.20a v 9.20b) se obticne
¢l de una carga uniforme sobre el segmento de borde de la placa limitado por O,y O,
(Fig. 9.20¢). Si la densidad lineal de carga es p

p
p=2An = A= 3=
T
La funcion de tensiones serd:
;] 2 el
$ = —5-(pi0, — p30,) (9.9.14)
T

9.10. Placa semi-indefinida sometida a una fuerza tangencial
0 a un momento en un punto de su borde

Supongamos ahora que la placa considerada en el epigrafe anterior en vez de estar ca rgada
en el punto O con una carga P normal a su borde esta sometida en el mismo punto una
fuerza P tangencial (Fig. 9.21).
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Figura 9.21.

Se puede comprobar facilmente que la solucion de tensiones deducidas de la funcion
biarmonica

k
¢ = 5 pl cos () (9.10.0)
1dp 1 0% sen ()
g,=—— + — = —k
ropdp o p? a0t P
¢
a (1 dg
Too = _ﬂ_(_n._d) =0
dap \p 0

verifica idénticamente las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno y (9.2.5) de compatibi-
lidad.

Por consiguiente, la funcion ¢ dada por la ecuacion (9.10.1) es la funcion de Airy. de la
que se deduce la solucion correcta de las tensiones que conforman el estado tensional de la
placa.

Determinemos la constante k considerando la distribucion de tensiones sobre un se-
micilindro de radio p. Proyectando las correspondientes fuerzas sobre el eje y, tenemos:

w2

P—EJ —
[}]

La solucion de tensiones sera:

nf2

2P
sen 0 df) = 0 = k

a,pd0sen =P — 2k J

Lt

2P sen ()

= =0
.[J

; (TU = 0 5 rp” iqu:”

T

Si se tratara de calcular las tensiones en una placa en la que se aplicara una fuerza P
oblicua en un punto de su borde formando un angulo = con el eje polar (Fig. 9.22), éstas se
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obtienen de forma inmediata por superposicion de las soluciones dadas por (9.9.5) y (9.10.3)
considerando la fuerza normal P cos 2 y tangencial P sen

0 P sen e

Pcosa

3

Figura 9.22.

2P 2P
7, = ——(cosxzcos () + sen zsen ()) = —— cos (x — ())
¥y wp

g, = 0 (9.10.4)

0
(T =0

Se observa que las soluciones obtenidas en (9.10.3) para fuerza tangencial y (9.10.4) para
luerza oblicua son ambas la misma (9.9.5), pero contando el angulo 0 en cada caso a partir
de la dircecion de la fuerza aplicada.

De lo expuesto hasta ahora se puede deducir la solucion de tensiones que correspon-
deria en la placa al caso de aplicar en un punto de su borde un momento M perpendicular al
plano director. En efecto, este momento M equivale a un par de fuerzas P normales al borde
distanciadas a(a — 0), tal que M = Pa (Fig. 9.23):

P 4
Oy 0

(&)

P

X
Figura 9.23,

Supongamos que para la fuerza P de compresion con origen en O la funcion de Airy sea
glx, y). Para la fuerza P de traccion aplicada en O' serd —¢(x. v + ). A la accion simultanea
deambas fuerzas correspondera, en virtud del principio de superposicion. una funcion de Airy

P = Px, ¥l — Plx, vy + a) (9.10.5)
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Si a tiende a cero, por definicion de derivada parcial de una funcion:

0P _ o Py AY) = Pl y)

r‘]‘\-‘ Ar—0 Ay

la funcion ¢, se puede expresar asi:

6 = —a? 9.106)

Haciendo el cambio de variables a coordenadas polares

) dih Op agp Ol Ah dih cos ()
p_pdp PO _Cp oy (PC

Ay dpdy 0 dy  dp a p

(9.10.7)

. 2 3 et Y
yaque p = J/x° + yi ) = arc g .

Sustituyendo este valor en la expresion de ¢, teniendo en cuenta la ecuacion (9.94)

—-p .
¢ = — pl sen U, se tiene:
T

P , P P
¢, = a[— ) sen® () + — (sen O} + 0 cos {)) cos U} = f (0 + sen ) cos )
i T

o bien en funcion de M:
M .
¢, = — (0 + sen 0 cos () (9.10.8)
7
La solucion de tensiones buscada sera:

T I ¢,  2M sen 20

) p> o0 o p?
S T (9.109)
ap~
0 (10 i M M1 + cos 20
Ty = —j—(*(ﬂfb—' - —j— ——(l 4+ cos20) | = ———F5—
dp \p a0 ap mp T p-

valida en todos los puntos de la placa excepto en un entorno semicircular del punto de
aplicacion del par.
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9.11. Cuna plana cargada en la arista de su diedro
Lo expuesto en los dos epigrales anteriores se puede aplicar al estudio del estado tensional
creado en una cuia cargada en su vértice.

Para el caso de una cufia plana de semiangulo x solicitada por una carga de compresion
P segin el eje de simetria (Fig. 9.24) consideraremos la funcion de tension

k
¢ =5 plsen (9.11.1)

siendo k una constante.

Figura 9.24.

De esta funcion de Airy se deduce la solucion de tensiones siguiente:

Ldp 1% j. €8 0
P pdp  prar T
2
7, = if =0 (9.11.2)
ap

o (1 ¢
Too = _T(_T =0
ap \p al

La constante k se determina expresando la condicion de equilibrio del sector circular de
radio p sobre el que actta la carga Py las fuerzas engendradas por las tensiones a,. Proyec-
tando sobre el eje polar, tenemos:

(o * 2p
P - a,pdlcosl) =P —k cos? 0d = k=
Joy . 2o + sen 2u
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La solucion de tensiones serd:

2P
2o + sen 2z p

05 ()
cos { (9.113)

n ooy =0

Tp” = 0

valida en todos los puntos de la cufa, excepto en un entorno del vértice que excluimos por
las razones expuestas anteriormente.

Analogamente obtenemos las tensiones en el caso en que la fuerza estuviera aplicadaen
el vértice perpendicularmente al eje de la cuna (Fig. 9.25) a partir de la funcion de Airy

;.
¢ = = pl cos 0 (9.114)
La solucion de tensiones que de esta funcion de Airy se deduce, es:

1o 1 0% sen ()
ﬁp = B 2 a2 = K

pop  podl I
o ="?_4¢ (9.113)

l‘"U"

o (1 d¢
= ——[[-— | =0
foo ap (p ﬂ”)

Considerando ahora el sector circular de radio p y proyectando fuerzas sobre el eje y.
tenemos:

Figura 9.25.

g, pd0 sen ()

2o — sen 2z

; P
=P—kJ. sen0d) =0 = k= -——"——

4
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Por tanto, la solucion de tensiones en este caso sera;

_ 2P sen ) _ .
T Th —senze 0 C0=0 3 =0 (9.11.6)

Las soluciones de tensiones (9.11.2) y (9.11.5) de los dos casos que hemos estudiado
verifican, segun se ha comprobado en los dos epigrafes anteriores, las ecuaciones (9.1.5) de
equilibrio interno y la (9.2.5) de compatibilidad, Facilmente se comprueba que, exceptuando
los puntos comprendidos en un entorno cilindrico del vértice, se verifican también las con-
diciones de contorno, lo que nos lleva a afirmar que las soluciones encontradas son las
correctas para cada caso.

Pero no ocurre los mismo en el caso de que aplicaramos en el vértice O de la cufia un par
contenido en su plano apoyandonos en una funcién de tension del tipo (9.10.8), ya que la
expresion de 7, no verificaria las condiciones de contorno. Sefialaremos para este caso la
funcion de tension encontrada por C. E. Inglis

—-M

5 20 — 20 cos 2 11.
¢ 2 (sen 2o — 2u cos 2a) (sen cos 2) (9.11.7)

en la que el par M es positivo si tiene sentido contrario a las agujas del reloj (Fig. 9.26).

Figura 9.26.

La solucion de tensiones de esta funcion se deduce es:

2M sen 20
g, = 3
" sen2x — 20cos 20 p?
79 =0
9.11.8
M cos 20l — cos 2« [ ]
Ty = —
o sen 2z — 2o cos 2o p?

que verifica las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno, (9.2.5) de compatibilidad y satisface,
asimismo, las condiciones de contorno, como facilmente se puede comprobar.
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EJERCICIOS

9.1. Un disco de radio R y espesor constante e estd sometido a una presion uniforme p en la superficie

cilindrica que lo limita.
Conociendo los valores del modulo de elasticidad E, coeficiente de Poisson i, y considerando

despreciables las fuerzas de masa, se pide:

1. Las tensiones en un punto del disco.
2.° Variacion de la longitud del radio del disco.
3.° Variacion del espesor.

Figura E9.1.

1.° Segin las condiciones del enunciado el disco esta sometido a un estado de tension
plana, al que se puede aplicar la solucion (9.4.7)

A
a, =— + B(l + 2Lp) + 2C
p

A
6, = —— + B(3 + 2Lp) + 2C
P

T, =0

Para p = 0 las tensiones han de ser finitas, por lo que las constantes A y B han de ser nulas.
Por tanto: 6, = 0, = 2C = —p.
En cualquier punto del disco:

G, =0y = —p | Typ= 0

2. De las expresiones de la deformacion unitaria radial:

pll — ) B du
E ~dp

1
= — (0, — nog) = —

J:“ E

se obtiene el corrimiento radial de cualquier punto que se encuentre a distancia p del centro del

disco integrando
J”’ pll — n) pil — )
u = ——dp = u= - — p
( E

E

1
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La variacion de la longitud del radio sera igual a este corrimiento particularizado para
p=R

_p{] = '“}R

AR = (u), - = -

El signo — que aparece en esta expresion indica que el radio del disco experimenta un

acortamiento.
3.2 De la expresion que nos da la deformacion unitaria en la direccion normal al plano
director del disco
2pu dw

: 1
BT TRt = s

se obtiene, integrando, ¢l corrimiento en esa direceion

= 2pu ) 2puz
w = dz =
] E E

La variacion del espesor pedida es igual a este corrimiento particularizado para z = ¢

2pue

Ae = (W),—, =
¢ (w). £

Un disco de forma circular y de espesor ¢ = 20 cm estd empotrado en un eje cilindrico rigido
coaxial con el disco y de radio r = 10 cm. El radio exterior del disco mide R = 120 cm.
Sobre el contorno curvo exterior del disco actiia un momento M = 850 m - ton que se supone se

reparte uniformemente en el contorno.
Admitiendo un estado de tension plana y que la funcion de Airy es de la forma ¢ = K, siendo

K una constante que se determinara en funcion de los datos, se pide:

1. Calcular y dibujar la variacion de la tensién total sobre el plano AB indicado en la Figura E9.2,
2. Calcular el valor en mm del recorrido circunferencial del punto C, sabiendo que OC = 100 cm.

El' médulo de elasticidad del material es E = 2 - 10° kp/cm? y su coeficiente de Poisson
ft = 0,2. No se consideran las fuerzas de masa.

Figura E9.2.
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1.° Sies conocida la funcion de Airy, que se comprueba que es biarmonica, la solucion de
tensiones que de ella se deduce es, segun (9.3.1).

g, =— — 5 =0
v pap pe o3
-2
lin
Gy = 3 ({) =0
ap*

a ( (79’)) K
T = —— —
eo ap \p of P’

Determinaremos ¢l valor de la constante imponiendo la condicion de contorno

M 850 K 2125
— = = —— = = — 10
0T ReR T 2m-122-02 122 x on

Por tanto, cuando p se expresa en metros, la expresion de la tension tangencial serd

2125

np?

ton/m?

T;JH =

Una vez conocida la tension tangencial 1, sobre el elemento en coordenadas polares in-
dicado en la Figura E9.2q, se pueden obtener de forma inmediata las componentes intrinsecas
del vector tension en los puntos del plano AB. en funcion del angulo ) indicado, mediante el
circulo de Mohr (Fig. E9.2h).

n
T
A
o i
2]
i j '],'a T
S T |
A M 75 B v [ \
7777777777777 7777777 .r/NN/ it o
] []
T/ T .L-'l—-—l--{rr
P !
[¢] \
do
a) 0 h)
Figura E9.2a y b.
2.125 2.125
g, = —1., scn 2l = — “sen 2) = ————— cos?0) - sen 20
K o np? R? cos® 45°
2.125 2.125 ,
T = 1, cos2l = cos 2) = — —————— cos~0) - cos 20

np? nR? cos® 45"



ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL EN COORDENADAS POLARES 401

El modulo del vector tension para el punto del plano AB definido por el angulo () sera

s 2.125cos* () 939.46 cos” B tonfm?
g |=Jo, + 1T =—"—=""-= 39,46 cos” 0/ ton/m~
v m- 12705 -

En la Figura E9.2¢ se hace una representacion grafica de la variacion del modulo de 6y en la
Figura E9.2d se esquematiza la direccion y sentido del vector tension en los puntos del plano AB
considerado, segin se deduce facilmente observando el circulo de Mohr.

R
o ton/m”

939.46

469,73

|// . \\l

¢) d)

Figura E9.2¢ y d.

2. Por razones de simetria, la componente u del vector corrimiento no depende de 0 y v
depende exclusivamente de p, por lo que la expresion de y,, dada por (9.2.2) se reduce a

. , 19
d v T, 2125

Yoo = " 3
" dp p G np G
en donde tenemos que expresar G en ton/m?

E 2107 I .
= = — kp/em® = — ton/m*
2(1 + ) 2(1 +0.2) 1,2

Sustituyendo este valor, se tiene:
de v 2125-12 811,7-107°

dp ; B 100 p?

ecuacion diferencial lineal, cuya ecuacion mlegral podemos obtener sumando a la solucion de la
dv v . . .

ecuacion homogénea 5 = 0, que es de variables separadas, una solucion particular de la
tp 9

k
completa de la forma —

J[}

4058 - 107°
_U
siendo C una constante de integracion, que calcularemos imponiendo la condicion de ser nulo ¢l
corrimiento v en los puntos del cilindro de radio p = 0,1 m, que estan en contacto con el eje
rigido fijo
4058 - 10°°

(v)y=01 = C-0.1 — o1 =0 = C=4058-10"*
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La expresion del corrimiento v sera, si p se expresa en metros
4058 - 107°
e m
!J

Particularizando para el punto C(p = 1 cm), se obtiene

b= 4058 107% p -

v, = 4,05 cm

9.3. Un embrague que forma parte de un grupo motobomba esti formado por un tambor cilindrico
cuya seccion es la indicada en la Figura E9.3 y que gira alrededor de su eje a 3.200 rpm. El material
del embrague es fundicion de las siguientes caracteristicas:

Tension de rotura: 31,5 kp/mm?
Densidad &: 8,1 kp/dm’
Coeficiente de Poisson ;: 0,25

Los radios interior y exterior del tambor tienen los valores de R, = 200 mm; R, = 212,5 mm.

El embrague lleva unas masas en la parte interna del tambor, que ejercen una accion equivalen-
te a una tension de compresién uniforme sobre la cara interna del tambor, de valor
p = —435,6 - N/m*.

Calcular las leyes de las tensiones radial y circunferencial que existen en el tambor del em-
brague en las condiciones de trabajo indicadas, sefialando el valor de la tension maxima, asi como
el coeficiente de seguridad.

Figura E9.3.
Son aplicables al problema las ecuaciones generales (9.7.1).

B 3 4+ wéw?
6 o=a_ B _BAwoe ,

v p? 8
B dw?
o, = A + [}_2 — (I + 3p) S P

Para la determinacion de las constantes de integracion impondremos las condiciones de
contorno y teniendo en cuenta que:
d = 7.100 kp/m*?
2m - 3.200 .
w = 3.200 rpm = 60 rad/seg = 335,1 rad/scg

("n;},;:h’, = P " lg,rIp:H_\ = (]
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B 3,25 7.100 - 335,1° (

—4356- 10" = A — — 22
0,2 8
B 3,25 - 7.100 - 335,12
0=A— 5 — 0,2125%
0,2125 8
Restando ambas expresiones
1 1\ 3.25-7.100- 335,12
4356 - 10 = B| — — ——— | - —————(0,2125% — 0,22
36 (0.22 0‘21252) 8 (0.2125 :

2.855B = 435,6 - 10* + 167 - 10* = 602,6 - 10*

de donde
B = 211,07 - 10*

De la segunda ecuacion de contorno tenemos:

B
SSiggr 146257 10° = 467425 10* + 146257 - 10° = 6.13682 10+

A=

Por tanto, las leyes de las tensiones radial y circunferencial son:

211,07 - 104 325-7.100 - 335,1%
¢, = 6.136,82 - 10* — i p? N/m?
p* 8
211,07 - 10* 1,75 - 7.100 - 335.1% | ,
6, = 6.13682- 10* + ——— — p* N/m?
p- 8
|0,

10.023,49 iAx 10.755,96 -[ 10" N/m’

N/m’ /-—

(@]

435.6 - 10" N/m’

g, | 4,

Figura E9.3a.

403
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En la Figura E9.3a se representan ambas leyes. Se observa que la tension maxima corres-
ponde a la tension circunferencial en los puntos de la superficie del tambor.

211,07 . 1100-3351°-02°
0,2° 8

Towae = 0.136,82 - 10* +

= 10.71596 - 10* N/m* = 1.093,46 kp/cm?

Gymin = 1.093.46 kp/ecm?

El coeficiente de seguridad sera:

3.150

n|l=——=
1.093.46

9.4. Un disco delgado de radio R = 20 cm gira en torno al eje de simetria perpendicular a su plano a
razon de n = 15.000 rpm. Sobre el disco, cuya densidad es 6 = 1.600 kp/m?, coeficiente de Pois-
son, it = 0,25 y modulo de elasticidad E = 5 - 10* kp/em? no actiia otra solicitacion que no seala
fuerza centrifuga. Se pide:

1.  Obtener la expresion del corrimiento de cualquier punto.

2" Estudiar el estado tensional creado por la rotacion en los puntos del disco, representando
graficamente las tensiones principales en los puntos de un radio.

3.*  Calcular la variacién de la longitud del radio del disco.

1."  En el disco se crea un estado tensional plano que presenta simetria respecto del centro
del disco. Debido a clla, se deduce que las tensiones normales @, Yy @, son funciones exclusiva-
mente de p, asi como que se ha de anular la tension tangencial 7,

o, =0,lp) ; 6, =0a,p) ; T = 0

En cuanto a los corrimientos, en virtud de la misma simetria
u=up ; v=0; w=20
anulandose esta Gltima componente por tratarse de un disco delgado.
La rotacion es equivalente a la accion sobre el disco de un sistema de fuerzas de masa por

unidad de volumen que tuvieran los siguientes valores:

F,=0wp ; F,=0

Iy

2
. . . . Zmn
en donde ¢ es la densidad y o la velocidad angular expresada en radianes: @ = 0
)
En nuestro caso las ecuaciones (9.1.4) de equilibrio interno se reducen a:
Jdo a, — 0
dw?p + 2 4 -ty (1

dp Iz
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Para calcular el corrimiento bastara encontrar u = u(p). Para ¢llo contamos con las ecuacio-
nes {9.2.2) que se reducen a:

dut u
_ e =2

Tdp

"}p 5 :’.pll = ‘}Iﬂ': — ipz = 0

Igualando a las expresiones (9.2.3) correspondientes a las leyes de Hooke, tenemos

. du
{';i = E- {o—;i - Ju('rl'll = Ip
u
gy = E (6q — po,) = ;
de donde podemos despejar 7, y g,
E (du N u) )
G, = —|— L —
"= \dp ! P
E u du’
Oy = ——— |-+ p+ (3)
I — p”\p dp

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de equilibrio (1), se tiene

d*u 1 du u L=, .
= — G owp = —Kp (4)

TEt oo
dp®>  pdp p°
2

siendo K =

dm? que, como se ve, es una constante.

Esta ecuacion diferencial se puede integrar mediante dos cuadraturas, ya que se puede poner
en la forma

i (‘l ,{“ﬁ'ﬁ}‘) _ —Kp
dp\p dp

Integrando una y otra vez, tenemos

1 dpu K
Ld(pw) _ ___2")_+C1

p dp
K ' K, ¢ ,
pu = — Ep' + C,p_ dp = —gp + ?p" + G,
de donde:
K 3 1 CI
u=——p +—p+— 3)
8 P 2 / 14 {
siendo C, v C, constantes de integracion que determinaremos imponiendo las condiciones de
contorno:
Parap =0, u#x = C,=0

du u o .
Parap =R a,=0 = — + p— = 0, envirtud de (2)
dp I3
3K C K c, K3 + n)
— R+ + —-R2+—')=0 C, = - R>
8 2 AT 2, R T] )
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Llevando este valor a (5), la expresion del corrimiento sera

K K(3 + pR? - 3+ pR*
v , KB+ wR 1 —p m-r(—ﬂ"‘ L B F R ,)

“gﬂ 8(1 + ) = %E I+ p

y sustituyendo los valores dados, se obtiene:

1 —025% 1600 4m*-225-10° 5, 3.25-400
u -+ pcm

T 8-5-10°981-10°  3.600 125

w = 09432 (1.040p — p*) 1075 cm

2.° Teniendo en cuenta el valor de u obtenido, de (2) y (3) se calculan las tensiones normale
@,y @y, que son principales por ser t,, = 0.

_ s [0,9432 - 1075 (1.040 — 3p?) +
Tr T 0252 - o

+ 0,25-0,9432 - 1075 (1.040 — p?)] = 0,503 (1.300 — 3,25 p?) kp/cm?

5-10* . 1

Ty

+ 0,25-0,9432- 1075 (1.040 — 3p*)] = 0.503 (1.300 — 1,75 p?) kp/em?

Las tensiones principales son, pues

7, = 0,503 (1.300 — 3,25 p?) kp/cm?
7, = 0,503 (1.300 — 1,75 p?) kp/cm?

La representacion grafica son sendas parabolas que se indican en la Figura E9.4.

a, | o,
653,9 kp/em®
3018
kp/em®
p 20 cm o) 20 em p

Figura E9.4.
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3.® La variacion del radio del disco es igual al corrimiento radial de un punto periférico.
Por tanto:
AR = (u),-20 = 9.9432(1.040 - 20 — 207) 1077 = 0.12 cm

AR = 0,12 cm

Una chapa plana de forma cuadrada de @ = 6 m de lado tiene en su centro un taladro de diametro
2r = 60 cm. Esta solicitada a una traccién uniforme ¢t = 600 kp/cm® que actiia sobre dos lados
opuestos, como se indica en la Figura E9.5. Se pide:

1.> Calcular los vectores tension en los puntos A, C, D y H del plano AB definidos por las
distancias OA = 30 ecm, OC = 60 cm, OD = 120 cm y OH = 300 cm.
2.° Calcular los vectores tension sobre el plano JK en los puntos L, M y N cuyas posiciones se

indican en la figura.

F T T 1Trrri11i1riri1i1
1
) B
H
D,
C
E B ;
b 2r 0
= y / d=60cm
7 L M N K f
30° 45°
Y
1= 600 kp/em®
Y Y Y Y Y YY Y VYYYY
B a=6m =

Figura E9.5.
1. Tomando un sistema de coordenadas polares con el centro O del taladro como polo y
como eje polar la semirrecta ascendente que coincide con la direccion de la traccion, al estado

tensional existente en la placa le son aplicables las formulas (9.8.11)

s a0

t 2 { 4 j.-l- j.E‘
g, =51 —=]+5(1+ 3 —4—)cos 20
2 I 2 » P,
[ ’ P2 I ’ e
Ty = 3 l‘f‘? —5 1+3? cos 2 0
=\ I . f
! J "'4 7 - . .l
Ton 5(1 _3p_*+-p_3 sen 20
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Para el plano AB(() = —45" en las ecuaciones anteriores), las componentes intrinsecas de los
vectores tension en sus puntos son precisamente 6, y 7,

t re 302 ,
o, =0, =751+ pe = 300(1 + p kp/em~

||-.|

r*
L4
7 + 2

{ 2 30* 30* L
T=T,==|1—3 =300|1 ~3— + 2— | kpjem”
f 2\ P P i p°

ta

Aplicaremos estas formulas para obtener los vectores tension en los puntos dados.

30
Pmmto A p=30cm = — =1

Iy

‘@, = 300 (1 + 1) = 600 kp/em?
=300 —3+2)=0

El vector tension es normal al plano AB y su modulo es o, = 600 kp/em? (Fig. EY.5q).

n

g, = 600 kp/em’

Figura E9.5a.

30
PumtoC p =60cm = — =

P
] 2
a, = 3001 + i~ 375 kp/cm~

1 1

=3 - 3= — | = 393,75 kp/em?*
T 00(1 l(1+24) 93,75 kp/cm

El vector tension tiene de modulo

oc = /3757 + 393,75% = 54375 kp/em?
y forma un angulo « con el plano AB, tal que (Fig. E9.5h).

s, 375

gy =" = - — 0952
£ =0 T 39375
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o, = 543,75 kplem’

Figura E9.5b.

30 1
PuntoD p =120cm = — = -
I 4

[
a, = 300 (l + W) = 318,75 kp/em”*

5y

I B
2 L) = 334 kp/em?
TE IG) p/cm

r=300(l—3

oy = /318757 + 334% = 461,68 kp/cm”’

T YBTS
el =7 ="5g =%

a,= 461,68 kp/em®

Figura E9.5¢.

Pummto H p = 300cm = — = —

[
a, = 300 (I +

'1"65) — 303 kp/em?

‘ 1 | _ ,
T = 300 (1 -3 o +2 mj) = 305,91 kp/cm?

AT ol
Gy = /303 + 305917 = 430,57 kp/em?
a 303

tgy= "= - = 0990
T 30591

s
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0, =430,57 kp/fem®

Figura E9.5d.

2% Para calcular los vectores tension en el plano JK tomaremos como eje polar la semi-
rrecta descendente. Seguiran siendo validas las formulas (9.8.11) tomando adecuadamente los
valores de 0. Veamos qué valores toman en los puntos dados las tensiones polares para calcular
después, a partir de éstas, las componentes intrinsecas.

Calcularemos las tensiones polares de los puntos L, M y N a partir de las coordenadas po-
lares de los mismos, previamente determinadas.

Una vez obtenidas las coordenadas polares, hallaremos los valores pedidos de las compo-

nentes intrinsecas de los vectores tension en los citados puntos apoyandonos en los circulos de
ohr.

30
PuntoL 0 = —30" : p = =403 ;. ==

3
cos 30° p 4./

]

30001 9\) 4+ 1501 + 3 o 4 9.) 297 kp/cm?
g, = - =3 d—s —a—| =4 {p/cm
, Y TR P

9 92
7, = 300 (1 + ZE) ~ 150 (1 +3 43’) = 190,43 kp/cm?

-

~( 9 9
T,0 = 150 /3 (1 ~3pt 25) = 329,83 kp/cm?

Del circulo de Mohr (Fig. E9.5f), se deducen facilmente las componentes intrinsecas del
vector tension

2t,, 659,66

lgo = = 4827 = a=78 1§
G, —a, 136,64
o, + 0 a, — a,\’ , i o,
a, = 5 + 3 + 155 cos (x — 607) = 578,54 kp/em*

a, — a,\°

T = —\/( - ) + thgsen (x — 60°) = —105,76 kp/cm?
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a,

~ [ & a,
- : bQ "T
i} Ty
" 7300 Tpo
n ¢)
© o T )
Figura E9.5g.
= \;"57‘8,:')42 + 105,76 = 588,13 kp/cm?
578,54 :
lgod = ——=5470 = o =79 1¥
105,76
: 30 1
PuntoM (0 =0 ; p=060cm— ==
P2
I . P A O
G, = 300 \I - _—1) + 300 (‘] + 3 6 43) = 281,25 kp/cm
1 1
a, = 300 (I + 3) — 300 (I +3 E) = 18,75 kp/cm*

Ton = 0
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El vector tension en M es coincidente con g, (Fig. E9.5h)

o, = 281,25 kp/em”

Figura E9.5h.

3001
P

Punto N 0 =45 ; p = 60./2

)
12

N

1
300 (] - g) = 262.5 kp/cm?

1
7, = 300 (1 + g)

| 1
T = _300(1 -3+ gg)z

=)
1

337.5 kp/cm?

Del circulo de Mohr (Fig. E9.5j) se deduce:

—360,94 kp/cm?

Ty — 0, .
lgo = = —— = 01039 = o =06
2z, 721.8
T
Ty Too
i
0
J v—frrlrafi - - [£4 ’ i
a,
- oo
o, -
gﬁ
FCING
n
i)
N

Figura E9.5i y j.
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G, + @ ‘o, — 6.\ , o,
g =-4+—04 \/(”7") + 12 cos & = 660,89 kp/em?

o
G — a.\?
o \/("—-'1) + Tﬁu sen & = 37.93 kp/cm?

]

2
s, = /660,897 + 37.93° = 661.98 kp/cm?
tg e = 6008 _ 1742 = o= 86 4y
BE =93 ~ 0 TP |

a, = 661,98 kp/em’
Figura E9.5k.

96. Una chapa plana indefinida tiene un taladro de radio r = 10 ¢cm con centro en un punto O. Esta
sometida a dos tracciones uniformes perpendiculares entre si: #, = 20 kp/em” y t, = 160 kp/em”.
Se pide calcular los valores y signos de las tensiones normales en el plano ABC indicado en la
Figura E9.6 en los puntos A, B y C definidos por:

OA = 0C =40cem ; AB = BC

1 A

[ A t, = 160 kp/em’

1, =20 kplem®

>~]

0=10

X

IR

tt ettty
S

[ Y Y /

Figura E9.6.
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Podemos considerar el estado tensional de la placa dada como la superposicion de dos
estados:

Estado 1: traccion t; = 20 kp/em? en direccion del eje x.
Estado 2: traccion t, = 160 kp/cm? en direccion del eje y.

A ambos estados les es aplicable la solucion de tensiones (9.8.11) de la siguiente forma:

Estado 1: Tomando como eje polar (¢ = 0) el eje x, se tiene
(rl '-) + '(1 i3l 4"2) 20
c,,=—=|1-— - J——4—|cos2
o 2\ Pt 2\ pt P,

t -4
1 (1 + —4) cos 20
P

—-
—

[N P
L
+
= .
““"-\——'/
|

o |

Ty =
[ rt ra\
Tonr = _E(] - 3;}; - 2?) sen 2
Tr: .
Estado 2: Haremos 0, = () — 5 (véase Fig. 9.11)

p2

=1
Il
o]
—_—
I
|~a| -_N
S
[ s
—_—
+
e
- | -
el e
|
‘:‘N| "-—‘
S
[«]
=]
7
-3
=

a
b
|
I\"Ih.';“
—
_l’_
=
—
+
S Py
o
+
e
==
£l =
S
[z}
]
&
(]
-]

o rj‘
— + 2 —2) sen 20

Ty =
2 '” ,(’

3 |

o
—
|
d
=

La superposicion de ambos cstados nos da

5

102 10% 10?
a, =90 (] — —) - 70 (l T )cos 20
p \ f P’

107 10+
6, =901+ —)+70(1+ 3—4) cos 20
o p

10* 10?
Ty = ?O(I ~3—F +2—]sen 20

P -

Particularizando estas ecuaciones para los puntos A, B y C respectivamente, tenemos:

Punto A ()

tal =

r I
o p=40em - = -
po 4
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/ 1y - 1 1
7, =901 — — 70 (1 J— —4—] = 1377 kp/cm?
a, ( ]6__)+ ( + T 416) 1377 kp/em
. { ; | )
rr,,=90(.] +E)—?{] (1 +3ﬁ)=24‘8 kp/em*

Tp{] = U

L/ 9,
N ™

3
Y, A T = 54,45 kp/enr’

Figura E9.6a y b.
Del circulo de Mohr indicado en la Figura E9.6a, se deduce facilmente

+ 1377 + 248
G, = e > %o _ : :_ —— = 81,25 kp/cm?

g, = 81,25 kp/em?

Punto B 0:; : ;;:20\;'__7 : I

a,= 78,75 kp/em”

T = 84,22 kp/em’

Figura E9.6¢.

a,= 81,25 kp/em’

h)

415
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, X
o, = 90 (l - g) = 78,75 kp/cm?

1
a, = 90 (l + g) = 101,25 kp/cm?

1 |
Ton = 70 (] -3 a + 2 ) = §4.22 kp_,a"(.‘n‘l2

En este caso a, = @, asi como 1 = 1,

= 78,75 kp/em?

PuntoC 0 =0 ; p=40cm ; r_1:

p 4
' | | 3 5
g, = 90 (1 — “l"é’ + 70(1 + 3 —1—6—2' — 4—6 = 31,06 kp,."r(.‘l'l]
1 ’ 1
=90(1 + ) 3 — | = 16345 kp/em?
( 16) + N ( + 161) 3 p/cm
Tpﬂ = U
T
nr

7 = 66,2 kp/em’
G, = 97,26 kglem’

45°

0 C a, ¢ \

Figura E9.6d y e.

Del circulo de Mohr indicado en la Figura E9.6d, se deduce

31,06 + 163, 45
a, = e ; T _ 5 = 9725 kp/cm?

o, = 97,26 kp/cm*®
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97. A una placa cuadrada cuyo lado mide a Y que tiene espesor constante e, se le practica un taladro
centrado de radio r y se le somete a esfuerzos tangenciales F, como se indica en la Figura £9.7, que
se distribuyen uniformemente sobre las caras perpendiculares al plano de la placa, que lo limitan.

Conociendo el médulo de elasticidad E, el coeficiente de Poisson ity suponiendo que son apli-
cables a la placa las formulas correspondientes al caso de dimensiones infinitas, se pide:

1.> Expresion analitica de las tensiones en un punto cualquiera de la placa, tomando como eje
polar el eje de simetria paralelo a uno de los lados, indicado en la figura.
2. Tensiones principales en los puntos de la diagonal DB.

v

=10

D - C
=

Figura E9.7.

1" Segun lo visto en el Epigrafe 9.8 podemos suponer que la placa forma parte de otra,
sometida a la combinacion de tensiones de traccion y compresion iguales en valor absoluto en
las direcciones de las diagonales, como se indica en la Figura E9.7a, en la que

F
| = —
ae
{
- r Y i r \J Y ¥ -
A =
o t
e LN -
e 4 \\
=t # + L
D\_ _________ (_)I 2 tf’l_ B
=) : a 2 =
< h L0, X .
N\ i S
- N .
- o i
B N Y W N W W >
!

Figura F9.7a.
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Se pueden aplicar las formulas (9.8.15)

N 4 20

] I
G;J:f(l-|'3—4—4—1)0032l‘}
\ p p*
, s
G, = —1 (] + 3—-) = cos 20
. P
rt r?
T, —1 (I -3+ 25 =sen 20
[ 2

y teniendo en cuenta que:

f n ' n
cos 2 (] = cos L2(a — ‘_1)] = COS (23( ;) = sen 2z
’ i
sen

20 — -—) = —cos 2o
9
—_

sen 2

se pueden expresar las tensiones en cualquier punto de la placa en funcion de sus coordenadas
polares (p, o)

' o P2
g, =11 +3—+ -4 sen 2z

? P,
, 4
g, = —I (I + 3?) sen 2o
N f
/ 4 2
T = f(l - 3—4+2—2)COS 2o
p Ly

2 Las tensiones polares en los puntos de la diagonal DB se obtienen particularizando las

. . n
ecuaclones anleriores para o = e

o, |0,
T
Y| 13 P
- I T
e e
2
3

e

\y |4
\y

Figura £9.7b.
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4 "4 }.Z
(T” = f(l + 3—4 — 4—2)

\ p P

r
a, = —I (l + 3—4)
. P,

que son principales, por ser 7,, = 0.
En la Figura E9.7h se representa graficamente la variacion de ambas.

9.8, Sobre el borde que limita a una laja semi-indefinida y perpendicularmente al mismo, se aplica una
compresion uniforme de 30 kp/cm?, en la forma indicada en la figura E9.8.
Calcular analitica y grificamente las leyes de variacion de las tensiones normales y tangen-
ciales provocadas por la compresion en los puntos de un plano situado a una distanciaa = 6 m del
borde de la laja.

, 30 kp/em®

Y

Figura E9.8.

Segun se vio en el Epigrafe 9.9 el estado tensional dado se puede considerar como la su-
perposicion de los estados indicados en las Figuras E9.8¢ y E9.8b, cuyas funciones de tension
respectivas son:

, R [
, AR
S

Figura E9.8a, b y c.
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?\‘ { AN
g,
r;Jlfij o
u b ?
n n

Figura E9.84.

Para el calculo de las tensiones normales en los puntos del plano, distante @ = 6 m del borde
de la laja, superpondremos las correspondientes a cada uno de los estados considerados.

Seglin se desprende de las Figuras E9.8d los vectores tension en puntos de este plano, cuya
normal exterior tomaremos la vertical descendente, son respectivamente

[¢)] a, t,,l;;‘. " cos , ) G, cos fl; — 1, sen 0,
T = . —
! T,  Oa —sen U, 1,0, cos 0, — a, sen 0,
[7.] a,, r,,,”,) ( cos 0, ) G, cos 0, — 1, sen 0,
a,] = : - = : o
: T0, 0o ) \ —sen 0, 7,0, cos ), — g, sen O,

Las componentes normales de estas tensiones son:

6, =G, 1 =g, cos’ 0] — 2t,, sen 0 cos ), + ay, sen? 0, =
15
= —— (20, + sen 20,)
n
0., = Gy U = 0, cos” 0, — 2t,,, sen 0, cos 0, + oy, sen* 0, =

5
= — (20, + sen 20,)
T

A estos mismos resultados obtenidos analiticamente podriamos haber llegado mediante los
circulos de Mohr (Fig. E9.8¢).
La tension normal, superposicion de ambos estados sera

15 15
o, = —— (20, + sen 20,) + — (20, + sen 20,) =
n i

15
= [2(0, — 0,) + sen 20, — sen 2 0,]
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a,, a, =

A
r
A

oo

Figura E9.8e.

y como
0 . X 0 X x — 600 g
= arc g , = arc tg — d:
| e tg soo O e tg —o queda
s, ox t_\—-ﬁnnJre(,} X (j tx—600)
= == Z4rctg — & dretg ——— SCIL| 2 4ar — | — sen{ 2arctg ————
=TT T 600 E7600 TN\ B go0 SR TG00

debiendo expresar x en cm, abscisa contada a partir de la vertical de 0O,.
La representacion grafica de las tensiones normales, todas de compresién como era de es-
perar, se hace en la Figura E9.8/.

YV V) "O:

A

P
H:\ )

600 cm

.

//l/// 122V VIA VXA IR VNI TV NIV VIRV NIV IVY

A

Y

Figura E9.8f.

Para el calculo de las tensiones tangenciales utilizaremos los circulos de Mohr (Fig. E9.8¢).

) 15
T, = T, €08 20, = — cos 20,
1 H

15
Ty = Ty, €08 20, = —— cos 20,
o n
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Por tanto, la superposicion de ambas nos da
15
T =1, + 1, =—(cos 20, — cos 20,)
n

y teniendo en cuenta la relacion entre ¢, y ), con x, queda:

15 e =g ) et X" 6[}0)
T = — | COS ‘ — | — COS d —
. B )71) AR ST

LXLILL YDA LIS

_-'/
Figura E9.8g.

La representacion grafica de la tension tangencial se hace en la Figura E9.8¢.

9.9. Una pieza en forma de dngulo recto y espesor constante es suficientemente grande como para
admitir que la forma de sustentaciéon no influye en el entorno del vértice O que en seccién estd
comprendido entre dos cuadrantes de circunferencias concéntricas de centro O y radioR, = 0,1 m
¥R, = 2 m. En la arista del vértice actiian la fuerza y momento uniformemente repartidos que se
indican en la Figura E9.9. Se pide:

1.° Calcular la ley de variacion de la tension total en los puntos del plano AB indicado.
2.° Hallar las tensiones principales en el punto B, asi como las direcciones correspondientes,
expresando las tensiones en t/m>.

4 t/m

A

6 m-t/m

B

Figura E9.9.
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1. La solicitacion sobre la picza la podemos poner en la forma que se indica en la Figu-
ra 9.9a. La solucion de tensiones sera la superposicion de una carga P, = 2. /2 t/m en direccion
de la bisectriz, de otra P, de igual modulo en direccion perpendicular y un momento M = 6 m
t/m, a las que son aplicables las soluciones de tensiones dadas por las ecuaciones (9.11.3), (9.11.6)
y (9.11.8), respectivamente.

P, =2V2Zt/m

M=6m-t/m
P,=2VZ Um

Figura E9.94.

2P, cos () 2p, sen ) M sen 20
%= Ty +sen2x p 22 — sen 2u i + sen 2o — 2 cos 2o p?
a, = 0
M cos 200 — cos 2u
0= T Sen 22 — 24 cos 22 P’

Sustituyendo valores, se tiene para los puntos del plano AB

42 cos30° 42 sen 30° L pn60T 685 1039
7= - =
' E + 1 P E — 1 P PZ Iy pz
- 2
Ty = 0
6 -
Tpn‘! = - {CUS ()0} = — —
I p?

Como g, = 0, la tension total en los puntos del plano AB coincide con Ty

La representacion grifica se indica en la Figura E9.95.
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300 t/m’

0,75 /m’

Figura E9.9b.

2. En el punto B, las tensiones polares son:
—6,85 10,39 R
o = 5 + - e —0,83 t/m
a, =0
3 2
T = —3 = —0,75 t/m
(&
.
2
152
a,
0
a,
1
F
VM| = (0, -0,75) 0
ﬂ: G"I
= - -
) f“

Figura E9.9c y d.

Del circulo de Mohr (Fig. E9.9¢) se deducen de forma inmediata los valores de las tensiones
principales

g, = —0415 + 0,86 = 0445 t/m*
o, = —0415 — 086 = —1,275 t/m?
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Asimismo. también se obtienen las direcciones principales. En la Figura E9.9d se¢ indican
¢stas, siendo el angulo ¢ tal que

2 Ul?ﬁ_

tg 20 = —— = 18072 = 20 = 61"
0415

) = 30" 30

9.10. Sobre la arista del diedro que forman dos planos que limitan un terreno, que se considerara como
solido elastico, actian las cargas indicadas en la Figura E9.10a.

1. Calcular las tensiones en un punto cualquiera.

2." Se practica en el terreno la galeria indicada en la Figura E9.10b.

. Qué tensiones seria necesario aplicar a las paredes de la galeria desde su interior para que el
estado tensional sea el mismo que antes de hacerla?

5t/m 5t/m

Im ! Im

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
P
1
i
]
T
]
1
]
1
P
I
T
1
I
1
i

) by

Figura E9.10a y b.

1" Para calcular las tensiones polares debidas a la carga vertical P, = 5 ton/m son aplica-
bles las [ormulas (9.11.3) y para las correspondientes a la carga horizontal P, = 3 ton/m las
(9.11.6). A la superposicion de ambas corresponderan las siguientes tensiones

2P, cos f} 2pP, sen {) 60 cosl) 36 sen {)
o = _ . = —
v 2004 sen 22 p 2o —sen 2o p 87— 3

JI3I P 8n+3/3 p
g, =0

I;ar} = U
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Por tanto, expresando p en metros. se tiene:

—3cos ) — 1,18 sen 0 S
a, = ton/m~
iy

Va, =0 T =0

2% Alsero, =0y T0 = 0,en las paredes laterales no existen tensiones, ni antes ni después.
de construir la galeria, por lo que no habra que aplicar a ellas tensién alguna.

En el techo, las componentes intrinsecas del vector tension, segin se desprende de la figu-
ra E9.10¢ y del circulo de Mohr (Fig. E9.10d), son:

o
7, = + cos 20 = g, cos® 0
0!
T = —3‘ sen 20 = —a, sen 0 cos ()
N
T
7]
8lm M
a,
T
20
Y
a,
(Tﬂ
t
) " N | d)
Figura E9.10c y d.
Como p = -—“ teniendo en cuenta la expresion de 7, obtenida anteriormente, se tiene
cos

0, = —0375 cos* 0 — 0,147 sen 0 cos3 ¢ ton/m?

t = 0,375 sen 0 cos® 0 + 0,147 sen? 0 cos? 0 ton/m?

LLLLLLLL Y AL Y s

T ]

a,

"

Figura E9.10e.
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M

20

&) &)

Figura E9.10f y g.

Estas son, pues, las tensiones que es necesario aplicar en la superficie del techo.

. 11 .
Analogamente, haciendo p = v tendriamos para el suelo:
cos
3 ) 1,18 ) .
o, =~y 0% 0 — ——senlcos ) = —0272 cos” f} — 0,107 sen 0 cos 0 ton/m*~
_{]
6, = —0,272 cos* 0 — 0,107 sen 0 cos® ) ton/m?

T = 0,272 sen 0 cos® 0 + 0,107 sen? 0 cos? ) ton/m?

,

n

Figura E9.10A.
9.11. Un cilindro de pared gruesa, que tiene radio interior R, = 20 cm y radio exterior R, = 30 cm, se

somete a una presién interior p, = 60 MPa y una presién exterior p, = 25 MPa. Calcular la
matriz de tensiones en los puntos del cilindro, sabiendo que tiene sus extremos cerrados.

P

/2

Figura E9.11.
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Aplicando las ecuaciones (9.5.9), en las que las presiones son valores absolutos, las componentes
G, 0g ¥ T, de la matriz de tensiones son:

(60 — 25)-20% - 302 | 60 -20% — 25302 25200
G—p = h——ﬂ‘—'1—_ _} + el rl = - 2 + 3
30% — 202 p? 30° — 202 p*

(60 — 25)- 202 - 302 | N 60+ 20% — 25-30% 25200
0y = — = _ = —
’ 30 — 202 PE 30 — 202 P>

rpﬂ =0

que vendran dadas en MPa cuando p se exprese en centimetros.

Por tener los extremos cerrados, existird también tension longitudinal ¢ cuyo valor se puede
determinar planteando el equilibrio en la porcion de cilindro que se obtiene al realizar un corte ideal
perpendicular a su eje (Fig. E9.114).

4 P P
______ %_._._ e ] e—
[P — |

Figura E9.11a.

PR — o.m (R} — RY) — pymR3 = 0

PRI — p,RE 60202 — 25-302  24.000 — 22.500
a. = = -
s R: — R} 302 — 202 500

= 3 MPa

Por tanto, la matriz de tensiones pedida, en coordenadas cilindricas, ser:

2.500

——+3 0 0
£ 2.50
(ili)= 0 s—+3 0 [MPa
P

0 0 3




Teoria del potencial interno

10.1.  Concepto de potencial interno o energia de deformacion

Son numerosos los teoremas que existen en la Mecanica de medios continuos y Estructuras
que se obtienen por consideraciones de indole energética, es decir, estan estrechamente rela-
cionados con el concepto de energia.

Consideremos un prisma mecanico en estado indeformado, es decir, que las componen-
les de las matrices de tensiones y de deformacion sean idénticamente nulas en cualquiera de
sus puntos. Al aplicarle un sistema de fuerzas exteriores, el cuerpo elastico se deforma vy este
sistema de fuerzas realiza un trabajo que llamaremos 7.

Por el teorema de las fuerzas vivas, y de una forma general, parte de este trabajo .7, se
utiliza en vencer la resistencia al rozamiento de las ligaduras externas e internas, parte se
transforma en energia cinética y el resto en trabajo de deformacion debido a las fuerzas
interiores.

Supondremos que el paso del estado inicial indeformado al final (deformado) se realiza
de manera reversible, es decir, que en cualquier estado intermedio de deformacion el sistema
de fuerzas exteriores es equilibrado por otro sistema antagonista, lo que origina que la
velocidad sea infinitamente pequefia y nula, por consiguiente, la variacion de energia ci-
nética.

Por otra parte, supondremos despreciable ¢l trabajo originado por las fuerzas de roza-
miento de los enlaces exteriores, asi como el debido a las fuerzas de rozamiento interno, por
tratarse de cuerpos perfectamente elasticos.

En estas condiciones, la expresion del teorema de las fuerzas vivas se reduce a

AE;,, =27=7+.7 =10 (10.1.1)
siendo .7; el trabajo de deformacion de las fuerzas interiores.

Esta ecuacion indica que en cualquier instante de la deformacion la suma de los trabajos
de las fuerzas exteriores e interiores es nula.

La conservacion de la energia requiere que el trabajo realizado no dependa del orden en

429



430 ELASTICIDAD

que se apliquen las fuerzas sino inicamente de los estados inicial y final, sin que intervengan
los estados intermedios.

La funcion .7 recibe el nombre de potencial interno o bien el de energia eldstica o energla
de deformacion. Equivale a la energia mecanica que adquiere el cuerpo elastico y que es
capaz de restituir al recuperar la forma que tenia en estado neutro.

La energia de deformacion nos mide el trabajo realizado contra las fuerzas interiores
durante el proceso de carga. Si suponemos que el solido elastico esta formado por un gran
namero de particulas unidas entre si por resortes, la energia de deformacion representaria el
trabajo que se habria realizado en el proceso de deformacion para estirar y contraer tales
resortes.

El potencial interno, segan (10.1.1)

T = = (10.1)

es igual y de signo contrario al trabajo de las fuerzas exteriores. Por tanto, para obtener su
valor sera indistinto calcular .7, o .7. Por eso, en lo que sigue llamaremos .7 al potencial
interno o energia de deformacion.

10.2. Relaciones entre las fuerzas exteriores y las deformaciones.
Coeficientes de influencia

Si tenemos un prisma mecanico al que aplicamos un sistema de fuerzas admitiremos en lo
que sigue las siguientes hipotesis:

a) En ningtn punto del prisma se sobrepasa el limite clastico, ¢ < a,.

b) Las fuerzas se aplican de forma progresiva y lincal no dando lugar a vibracion
alguna ni a intercambio de calor con el exterior.

¢) En cualquier punto del cuerpo elastico cada fuerza produce una deformacion que es
proporcional a la misma, es decir A = k F.

d) Se verifica el principio de superposicion, es decir, el efecto producido por la accion
simultanea de un sistema de fuerzas en equilibrio sobre un prisma mecanico es la suma
geométrica de los efectos producidos por cada una de las fuerzas del sistema, si estas actua-
ran independientemente.

¢) La aplicacion de cualquier fuerza a un cuerpo elastico no modifica las lincas de
accion de las restantes aplicadas al mismo.

Por consiguiente, si i, j son dos puntos de un prisma mecanico (Fig. 10.1)cl modulo del
vector A;; del punto i al aplicar la fuerza F; en j, segun c), es

A, =kF, (102.1)

ij i
siendo k una constante de proporcionalidad que representa la deformacion del punto i
cuando en j se aplica la fuerza unidad (F; = 1).

Si el punto i coincide con j, el modulo del desplazamiento de j es A;;.

Por otra parte, si aplicamos al prisma mecdnico un sistema de fuerzas en equilibrio, en
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Figura 10.1.

los puntos 1, 2, ..., n, la deformacion provocada por dicho sistema en un punto i del prisma
es, en virtud del principio de superposicion

A=A, + A, + - + 4, =Y A, (10.2.2)

Consideremos ahora un prisma mecanico sometido al sistema equlllbrddo de fuerzas F,,
F. F aplicadas en los puntos 1, 2, ..., n, y designemos por 9;; la proyeccion del corrimien-
to de] punto i sobre la fuerza F,, dp]]Cddd en ¢l, cuando bOldI‘ﬂCI‘llC aplicamos en el puntojla
fuerza F; = 1.

Si Fjen vez de ser unidad tiene el valor F, el desplazamiento del punto 7 en la direccion
de F send d;:F

TN

Figura 10.2.

Por el principio de superposicion, la proyeccion del desplazamiento del punto i en la
direccion de la fuerza F; cuando actian simultaneamente todas las fuerzas del sistema, sera

§; =0, F, + 0, F, + - + 0, F + - + 0, F, Z Ou Fy (10.2.3)

es decir, este desplazamiento es una funcion lineal de los modulos de las fuerzas aplicadas.
Los coeficientes d,, de esta expresion se llaman coeficientes de influencia, representando o,



432 ELASTICIDAD

segln hemos visto, la proyeccion del desplazamiento del punto i sobre la fuerza F aplicada
en ¢l, cuando solamente se aplica en el punto k la fuerza unidad en la misma du‘eucmny
sentido que F,.

Si F; es un par, o; representa el giro del entorno elemental del punto de aplicacion alrede-
dor del eje del par.

10.3. Expresiones del potencial interno

Consideremos ahora un prisma mecanico al que solamente aplicamos fuerzas (o pares) con-
centradas F en numero finito. El potencial interno es igual al trabajo desarrollado por las
fuerzas F para hacer pasar el solido del estado inicial neutro al estado final.

Veamos algunas formas de expresar el potencial interno:

a) En funcion de las fuerzas exteriores.

Al aplicar las fuerzas de forma progresivamente creciente podemos suponer que cada
una de ellas toma el valor pF,, variando p de forma continua de 0 a 1.

Si 6; es la proyeccion del desplazamiento del punto i sobre la linea de accion de F el
tI‘de._]O exterior realizado por el sistema de fuerzas F al pasar del estado caracterizado por
el valor p al caracterizado por el valor p + dp, es {Fig 10.3).

d7="Y pF,o,dp (10.3.1)

'y
F
pE
—{0, dp-—
7 .
0 pdr (.p+dl))6; df (—.j-
Figura 10.3.
Integrando, se obtiene
n 1 ] n
7= Z J pF.o.dp = 3 E F; 9; (10.3.2)
i=1 (4] i=1
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formula del potencial interno, debida a Clapeyron. que nos indica que la expresion del po-
tencial interno en funcion de las fuerzas exteriores es igual a la mitad de la suma de los
productos de cada una de las fuerzas por la proyeccion sobre ella del desplazamiento de su
punto de aplicacion.

Teniendo en cuenta que el desplazamiento d; es una funcion lineal de los modulos de las
fuerzas aplicadas, segtn se ha visto en (10.2.3), sc tiene:

e
1

" . ] .
E SYFY 0u Fo= 5 0u Fi Fy (10.3.
1 i

k = ik

ba | —

I | —

El potencial interno es, por tanto, una funcion homogénea de segundo grado de las
fuerzas aplicadas al cuerpo elastico.

h) En funcion de las deformaciones.
Si se conocen los coeficientes de influencia y las deformaciones d,. la expresion
n

(s‘. = ()‘“ Fl + O‘f.‘! ){“2 + + (S"" F [f == l.. 2.. atan ”} {I0‘3‘4]

representa un sistema lineal de i ecuaciones cuya resolucion nos permite obtener las fuerzas
F;en funcion de las deformaciones

Fy=b; 0, + bjdy + -+ b0, = Y by oy (= 1,2, o) (10.3.5)
k
Sustituyendo este valor en la expresion del potencial interno, se tiene
E 0,

4 i
i

IJI—

by 5 =

P | —

i

[

Y F;
J

- M

Z b d; (10.3.6)
g

Esta expresion indica que el potencial interno es una funcion homogenea de segundo
grado de las deformaciones experimentadas por los puntos de aplicacion de las fuerzas
exteriores en la direccion de las mismas.

¢) En funcion de las componentes de las matrices de tensiones y de deformacion.

Consideremos un solido elastico al que aplicamos un sistema de fuerzas (X, Y, Z) sobre
sucontorno, y que esta sometido tambien a unas fuerzas de masa por unidad de volumen
X Y. Z).

El trabajo realizado por ambos sistemas de fuerzas es, en virtud de la formula de Cla-

peyron

o=

_ _ _ |
J]v (Xu + Yo + Zw) dQ + 3 JTJ (Xu + Yo + Zw) dxdvd:z (10.3.7)
Q = "

siendo u, v, w, las componentes del vector desplazamiento de los puntos en los que estan
aplicados las fuerzas exteriores y masicas: Q es la superficie exterior que limita al solido
elastico; y v es el recinto correspondiente.

b —
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En la primera integral podemos expresar las componentes de f,, en funcion de las com-
ponentes de la matriz de tension segun las ecuaciones de equilibrio en el contorno, que-
dando

S
T=z jJ (o u+ T v+t owoat(t uto, v+, W+ (T utt.0+0,.w);]do+

<JJa
| . 1 _

+ 3 (Xu + Yo + Zw)dV = (P + Of + Ry)dQ +

JJv = Q

|

+5 '[J.J. (Xu + Yv + Zw) dV (10.3.8)

en donde «, f5, y son las componentes del vector unitario normal a Q.
La primera integral de las dos tltimas es el flujo del vector de componentes (P, Q. R) a
través de la superficie Q del contorno. Por el teorema de Gauss-Ostrogradski, se verifica

| | P 0 A
= H (Po + Of + Ry)dQ = - Jﬂ (f,— + @ + f) dv (10.3.9)
2 1]a 2 JAOx vz

Ahora bien, como

R 3 3 = 3 3 =T
P o, au 0T, du ot w
o= AL Ut o s T W+ T o
0x dx ox ax Yoox 0x 0x

~ 1 3 ) q
a0 ot du da, _ dw
= U+ T+ ="+ g, w4 1, —  (103.10)
dy oy oy 0y : o dy
R T, du dt,. ow
= U+ T 0+ Ty W+ 0,
0z 0z 0z 0z Oz

y teniendo en cuenta las ecuaciones de equilibrio interno y las de definicion de las compo-
nentes de la matriz de deformacion, queda:

1 '
S = ; JJ] [Ju,\' ":,\' + (fﬂj, {;y + "Tu: l‘:: + r.\'y :’I.\:y + r.t: }‘,\': + T_\‘: ‘:‘IJ':ldv “03”‘}

estando extendida la integral a todo el prisma mecanico.

Hemos llegado asi a obtener la expresion del potencial interno en funcion de las compo-
nentes de la matriz de tensiones y de la matriz de deformacion.

Hay que hacer notar que aunque aparentemente el potencial interno parece que es igual
a la suma de los potenciales internos debidos a cada una de las componentes de la matriz de
tensiones no es asi, pues, por ejemplo, en el término o, ¢, intervienen las otras tensiones

normales:
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o Onx
O by = E [G—u.\' — U {(_r”y + "Tu:}]

Sin embargo, si podemos afirmar que el potencial interno es la suma de los potenciales
internos debidos a las tensiones normales, por una parte, y a las tensiones tangenciales, por

otra.
J\J‘[‘ (ﬁn,\' by + "TJI_\-‘ “:_1' + . ‘1::} dv + J\J‘J. ':r.\',v Ty + Tyz ¥z +

+ Tyz -r‘_r:) dv

d) En funcion de las componentes de la matriz de tensiones.

Si en la expresion (10-3-11) sustituimos las deformaciones en funcion de las tensiones,
mediante las leyes de Hooke generalizadas, queda:

N
Il
| —
bl —

(10.3.12)

, " L, ,
7= J\JJ {:—_,:E [Jf-l'-\' + U;;.\' + 0'5: - 2“[6!!,\' O'n_\- + (}—n_r ()'”: + Tz (J'"_\_}] +

I 2 2> a
“F G (Tey + T3 + T }d.\' dy dz (10.3.13)

expresion del potencial interno en funcion de las componentes de la matriz de tensiones.

¢) En funcion de las componentes de la matriz de deformacion.
Si ahora lo que hacemos en la expresion (10.3.11) es sustituir las tensiones en funcion de
las deformaciones aplicando las ecuaciones de Lamé, se llega a :

ral ] ) 1 2 el h
T= ”] [Ae? + 2G (2 + &8 + &2) + Glys, + yi= + p3)]1dV (10.3.14)

«/

En esta expresion se observa que .7 = 0 para la matriz de deformacion nula y, ademas,
que siempre

7 =0 (10.3.15)

Estas son precisamente las propiedades que definen a una funcion que se dice de ella que
es definida positiva. Por tanto, el potencial interno es una funcion que goza de tales propie-
dades.

104. Principio de los trabajos virtuales
El principio de los trabajos virtuales se puede emplear para la resolucion de determinados

problemas de elasticidad. Recordemos que para el caso de un punto material, este principio
establece que si el punto se encuentra en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas, el
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trabajo que realiza dicho sistema de fuerzas es nulo en todo movimiento virtual, compatible
con las ligaduras. Si du, dv, dOw, son las componentes del vector desplazamiento virtual en las
direcciones de los ejes coordenados y R, R, R. son las componentes de la resultante del
sistema de fuerzas que actian sobre el punto respecto de dichos ejes. segtin el principio de
los trabajos virtuales, se verificara

R.oou=0; Rov=0 Row=0

X

ecuaciones que se satisfacen para cualquier desplazamiento virtual siempre que se verifique

que no son sino las eccuaciones universales de equilibrio del punto material.

Si consideramos un cuerpo elastico, supondremos que un movimiento virtual es todo
pequeiio desplazamiento compatible con la continuidad del material que lo forma y con las
ligaduras a las que pudiera estar sometido su contorno.

Consideremos un solido elastico y supongamosle sometido a una solicitacion arbitraria
formada por fuerzas de superficie f;, y fuerzas de masa por unidad de volumen /.. Si [T ] esla
matriz que define su estado tensional, es evidente que la condicion de eqmllbl io del solido
exige que entre I)‘“ (X, Y. Z), ,f (X, Y, Z)y [T] se vu..rlflquul las ecuaciones de equilibrio
interno en todos los puntos del solido y las ecuaciones de equilibrio en ¢l contorno del
mismo.

Consideremos en el mismo solido, por otra parte, un campo de movimientos y deforma-
ciones i compatible, que no tiene por qué coincidir con el campo de movimientos & que
provoque la solicitacion exterior arbitraria que antes hemos supuesto. Que el campo de
movimientos considerado sea compatible quiere decir que las componentes de la matriz de
deformacion que de ¢l se derivan tienen que cumplir las condiciones de compatibilidad. Es
evidente que si se obtienen a partir de las componentes de 1, de la misma forma que s
obtuvieron las deformaciones segun (3.7.1), las ecuaciones de compatibilidad se verificaran
idénticamente.

Sean . ., . las componentes de . Si multiplicamos en cada punto del solido la
primera ecuacion de equilibrio por  , la segunda por . la tercera por i, sumamos miem-
bro a miembro, e integramos la expresion resultante en todo el volumen V del solido elasti-

co, tenemos:
(0g,. Ot ot 0a,,
ERRE N R
S\ Ox dy ay 0z

+ (” 4 oy ?) v ]dv + JJ (X + Yih, + Zp)dV = 0 (104])

.- ¢ puede expresar de la si-

Cada término de la primera integral,

guiente forma:
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ot Ty Yo W,
por lo que la primera integral quedaria:
¢ d
E [Ju_\' !!’.\' + T.l‘_\‘ l/",\' + T.\': I!I:J + E (r.\'}' !!I.\' + O-n_v lj}_\‘ + r,\‘: !,};_:' +

, 7 3 J
+ 'I" (T.\‘: ‘I’.\- + ‘[J‘: ljjv + Oz ¢';)j| dv - J\J\J\ |:(Iu\{ip m' ('l\lby + (Tn:f_‘-\l!fs +
0z : ¢ ( oy !

X

+ 1 Xy JI{{-J + 7. J\. + Tye ;. :l:|!’”/ (1043}

siendo:

= (s W) gy = (w x W ) . ( 2 )
fxy T - - ’ ixz T - ’ iy T
LUy X oz (.Y‘ dz K y

A su vez, la primera de estas integrales representa la integral extendida al volumen V de
la divergencia de un campo vectorial que tenga de componentes respecto a los ejes x, y, = las
expresiones que respectivamente aparecen en los paréntesis. Por el teorema de Gauss-
Ostrogradski, podemos igualar esta integral triple a una integral doble extendida a la super-
ficie Q del contorno. Si (o, f. 7) son las componentes de un vector unitario normal a dicho
contorno, tenemos:

H [ e + Ty ¥y + T Yo + (T b + oy + T ¥+

+ (1—.\': l/; I/j + fT",, "I!I (IQ J‘J [{{Tﬂ.\' a + T.\'_\‘/i + T.\'Z:"} I|[’_\'+
£
+ {T,\'_v a + O.n,r {f + T_\_.: :‘I} II}I‘, + (T.\': o+ T_r:ﬁ + Oz I‘] U’:] dQ =

= JJ Xy, + Y, + Z ) dQ = J fo U dQ (10.4.4)
Q 2
La expresion (10.4.1) adopta, pues, la forma

J.[J {(T”‘ 'jﬁ + Jn_}‘ “f" + O-u: ";'fl‘-’ + T,\‘_v T?\Ifl + T\- Jt' + T-' H ](“’( =

= ﬂ fo- g dv + I fo i dQ (10.4.5)
o (o3
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en donde el superindice ¢ en los términos de la integral del segundo miembro indica que se
trata de las componentes de la matriz de deformacion correspondiente al campo i de des-
plazamientos virtuales supuesto.

La expresion (10.4.5) corresponde al denominado principio de los trabajos virtuales
enunciado por John Bernouilli en 1717. Veamos qué significado tiene cada una de las inte-
grales que aparecen en ella. La primera,

jj:[ (O el + o6l + o, 68 + 11l + 1. th + o1 l)dV (10.4.6)

no es sino el trabajo virtual realizado por las fuerzas internas. La segunda

jﬂ fipav (104.7)

representa el trabajo virtual que realizan las fuerzas de masa en el movimiento virtual; y la

tercera
J f Jo W d©Q (10.438)
(4]

es el trabajo virtual que desarrollan las fuerzas de superficie.

Podemos, pues, enunciar el principio de los trabajos virtuales de la siguiente forma: en
todo movimiento virtual que se haga en un solido elastico, el trabajo virtual realizado por
las fuerzas externas (de masa y de superficie) es igual al trabajo virtual realizado por las
fuerzas internas.

La expresion del principio de los trabajos virtuales admite otra interesante interpreta-
cion si se tiene en cuenta que las fuerzas, tanto superficiales como masicas, se consideran
constantes durante el desplazamiento virtual, por lo que si hacemos:

.

Ve =0s WYy =030.=0w &l =0deg &l =0e: & = des)l, = 0y

- W — ()‘»\1 R oy

fxz fxzy hys

la expresion (10.4.5) se puede poner en la forma
U‘J. (0, 0ty + 0,, 0, + 0, 0. + 1, 0y + T 07 + 1,07 ) dV —
— JI[ (Xou + Yoo + Zow) dV — Jf (Xou + Yov + Zow) dQ (10.49)
r 0Q

Teniendo en cuenta que el operador d se puede sacar fuera de las integrales y llamando
7o a la energia de deformacion por unidad de volumen
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To = O by + 0 6y + 060+ Ty Vo + Tl + Tl (10.4.10)

queda

O[Uf Ao dV — J-J‘j (Xu + Yv + ZwydV — J.J‘ (Xu + Yo + ZW](LQ} -0 (104.11)
o 15 v Q

La expresion entre corchetes representa la energia potencial total del sistema y la ecua-
cion (10.4.11) es la formulacion del principio de la energia potencial total.

Puesto de esta forma el principio de los trabajos virtuales se llega a la conclusion que los
desplazamientos que realmente se producen en un sistema elastico sometido a un sistema de
fuerzas exteriores dado, son dqur::]]m que hacen nula la variacion de la energia potencial
total del sistema, para cualquier desplazamiento virtual que podamos suponer a partir de la
pmlclon de eqlullbno Dicho de otra forma, la energia potencial total del sistema es un
méaximo o un minimo. Por mecéanica sabemos que, si el equilibrio es estable, se trata de un
minimo.

Como en la deduccion de la expresion (10.4.5) no se ha hecho intervenir la ley de Hooke,
el principio de los trabajos virtuales se podra aplicar a solidos elasticos cuyos diagramas
tension-deformacion sean lineales o no lo sean.

10.5. Teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti

Apliquemos a un solido elastico dos sistemas de fuerzas Fy gbj; el primero aplicado en los
puntos A; y el segundo en los B;.

Llamemm /; al corrimiento de los puntos A; y y; al corrimiento de los puntos B, en la
direccion de las lineas de accion de las fuerzas 1Lspu.11vas cuando aplicamos al solido elasti-
co solamente el sistema de fuerzas F;.

Sea, asimismo, y; el corrimiento dc los puntos B; y 4] el corrimiento de los puntos A;, en
la direccion de las lineas de accion de las fuerzas lbprLllVdS cuando se aplica al solido
elastico solamente el sistema de fuerzas gbj

Haremos el calculo del potencial interno debido a la accion simultanea de los dos siste-
mas de fuerzas, de dos formas distintas:

12 Aplicando en primer lugar el sistema de luerzas FJ
El potencial debido a la accion exclusiva del sistema F; es:

STF) = (10.5-1)

Iql

E F; 2
i
Apliguemos a continuacion el sistema de fuerzas gbj Para evaluar el potencial final,
después de la aplicacion del sistema rp hemos de tener en cuenta que las fuerzas F, que ya
estan aplicadas, no varian de magnitud pero realizan el trabajo ) N F, 2, y que los corrimien-

tos de las fuerzas gb, son los mismos, mdcpend]elm,mune de que le fuerzas F esten aplica-
das 0 no al solido elastico. en virtud del principio de superposicion.
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El potencial interno final sera:

)
i

1 1
-ﬂﬁ+¢ﬂ=§TﬂL+§Z¢w,+zﬂa (10.5.2)
j
2.° Aplicando primero el sistema de fuerzas gbJ el potencial es
_ 1
@) =X (10.53)
i

y a continuacion el sistema de fuerzas F,
TP + F)) = wZQ#+ ZF4+V¢m (10.5.4)

Al ser el potencial funcion de punto, las dos expresiones obtenidas han de ser iguales.
Por tanto:

YF A=Y ¢ u (10.55)
i j

Esta igualdad expresa el teorema de Maxwell-Betti: «En un solido elastico, el trabajo
realizado por un sistema de fuerzas F. al aplicar un sistema de fuerzas qf) es igual al trabajo
realizado por el sistema ¢; al aplicar el sistema Fp.

Una importante consecuencia del teorema de Maxwe]]—Betti es la igualdad de los coefi-
cientes de influencia reciprocos.

En efecto, consideremos Ginicamente dos fuerzas aplicadas al solido elastico: F aplicada
enA;y ng aplicada en B,

S: solo aplicamos la fuem F,, el corrimiento del punto B; es:

Wy =0, F; (10.5.6)

Ji b

Si aplicamos unicamente la fuerza c})j, el corrimiento de A; es:
Ai = 0y (10.5.7)
Aplicando el teorema de Maxwell-Betti:

Fi o0, = @0, F; =0, =9, (10.5.8)

Resulta, por tanto, que los coeficientes de influencia reciprocos son iguales. Esto indica

que la deformacion producida en un punto i de un solido elastico en la direccion de F-

cuando se aplica en el punto j una fuerza unidad en la direccion de (f) es igual ala de-

formacion produudd en j, segun (f) debida a una fuerza unidad dp]]Cddd en i segun la
direccion de F
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Como ejemplo de aplicacion de esta propiedad tenemos que en una viga horizontal
empotrada en un extremo y libre el otro (Fig. 10.4), el corrimiento vertical de un punto 2 de
¢lla cuando aplicamos en el extremo una carga unidad, es igual al corrimiento vertical del
extremo cuando esta carga unidad se coloca en el punto 2.

2 F]iT | §§ l 2 |

Figura 10.4.

s

Otro ejemplo de aplicacion inmediata de este teorema seria el del calculo del corrimien-
to de un determinado punto cuando se aplica una carga en otro. En efecto, supongamos
conocida la deformacion de la barra AB de la Figura 10.5 cuando se aplica en la seccion 1 la
carga vertical P,.

l;y l!ﬂ
1 I 2

A==~ A= e s e e == R
N,
“Z

______.__%__.__._/{B

i) h)

Figura 10.5.

Por el teorema de Maxwell-Betti
) . . P, .
P,o, =P, 0, =0, = P—" 0, (10.5.9)

en donde 8, es el corrimiento de la seccion 2 cuando solamente aplicamos la carga P, en la
seccion 1, que es conocido, pues asi lo hemos supuesto.

Este teorema es aplicable no solamente para fuerzas y corrimientos sino también para
momentos y angulos girados.

Por ejemplo, en la viga simplemente apoyada en la Figura 10.6, la aplicacion del teore-
ma de Maxwell-Betti nos permite conocer el corrimiento de una determinada seccion 1
cuando en otra seccion 2 aplicamos un momento M,

M,
P,o, =M,0,=0, = P' 0, (10.5.10)

1
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2 l}:] Mo |
A==+ mimem - Jj ............ mimrmimimim e |B A"""’""@'""" ra_ ......... 18
7 ‘{F‘f.% 7 W

Figura 10.6.

expresion con la que calculamos &, supuesta conocida la ley de giros de las secciones cuan-
do esta aplicada solamente la carga P,.

10.6. Teorema de Castigliano

Las expresiones del potencial interno en funcion de las fuerzas aplicadas (10.3.3) y en fun-
cion de las deformaciones (10.3.6) sirven como punto de partida para obtener, respectiva-
mente, los llamados primer y segundo teorema de Castigliano.

(sfk F Fk : .’f_:

™

S by ;6, (106.1)

[
-
b | =

=

I,

En efecto, derivando la primera expresion respecto de F,, teniendo en cuenta la igualdad
de los coeficientes de influencia reciprocos, se tiene

— =)0y F, =9 (10.6.2)

i k
ecuacion que expresa el primer teorema de Castigliano y que podemos enunciar as:

«Si se expresa el potencial interno en funcion de las fuerzas aplicadas y se deriva respec-
to de una de ellas, se obtiene la proyeccion del corrimiento del punto de aplicacion de esta
fuerza sobre su linea de accion.»

Si consideramos ahora la segunda expresion (10.6.1) del potencial interno en funcion de
las deformaciones y derivamos respecto de 0;

’l

Y8

_ _ %bﬂ( 5 = F, (10.6.3)

~

T

(').:

obtenemos la expresion del segundo teorema de Castigliano y cuyo enunciado seria:

«Si se expresa ¢l potencial interno en funcion de los corrimientos de los puntos en
los que acthan las acciones exteriores y se deriva respecto al corrimiento de un punto, s
obtiene la componente de la accion que sobre dicho punto actia en direccion de este corri-
miento.»
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El teorema de Castigliano es aplicable al calculo del giro ¢; producido por un par M.

i
oM,

= 0, (10.6.4)

En este caso. el teorema se enunciaria asi: el vector rotacion de un par cualquiera, pro-
yectado sobre el eje de este par, es igual a la derivada parcial del potencial interno respecto
del momento de dicho par.

Hay que sefialar que la validez de la aplicacion del tcorema de Castigliano esta supedita-
da al cumplimiento de todas las condiciones que se han establecido para su demostracion.
Es necesario, pues, que los desplazamientos y deformaciones sean funciones lineales y ho-
mogéneas de las fuerzas exteriores y que la deformacion elastica del cuerpo no influya en el
sistema de fuerzas exteriores. No sera aplicable, por tanto, a barras esbeltas sometidas a
compresion (flexion lateral).

Tampoco es aplicable cuando los desplazamientos pueden estar influidos por causas
ajenas al sistema de fuerzas exteriores, como ocurre en el caso de existir variaciones térmi-
cas, cuando se producen asientos anelasticos de los apoyos, etc.

El teorema de Castigliano permite calcular los desplazamientos proyectados sobre las
fuerzas exteriores aplicadas de los puntos de aplicacion de las mismas, asi como los giros
experimentados por las secciones a las que se apliquen pares. Pero también permite calcular
los desplazamientos de puntos del prisma mecanico sobre los cuales no actue ninguna fuer-
za exterior. Para ello se emplea el método de la carga ficticia, que consiste en lo siguiente:

Se calcula el potencial interno .7 del prisma mecinico sometido al sistema de fuerzas
exteriores, anadiendo a éste una fuerza auxiliar ficticia P aplicada en el punto que queremos
calcular el desplazamiento y de direccion aquélla en que queremos medir la proyeccion del
mismo.

Se calcula la derivada parcial de .7 respecto de Py en la expresion resultante se hace

P = 0, es decir
| 10.6.5
) = | — 0.
( I‘jP p=10 ( l

Del teorema de Castigliano se deduce un inmediato corolario: consideremos un cuadro
rectangular (Fig. 10.7) al que se aplican dos fuerzas P iguales con la misma linea de accion y
sentidos opuestos.

Si queremos calcular la variacion relativa de la distancia entre los puntos A y B de
aplicacion de ambas fuerzas podemos suponer uno de ellos fijo, por ejemplo el B (Fi-
eura 10.7h).

Expresado el potencial interno del cuadro en funcion de P, la variacion de la distancia
relativa entre dichos puntos sera:

-
[
|

(10.6.6)

O =

.;|

-
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Figura 10.7.

Por tanto, podemos decir que si entre las fuerzas exteriores aplicadas al prisma mecini-
co hay dos con la misma linea de accion y sentidos opuestos, el desplazamiento relativo de
sus puntos de aplicacion, proyectado sobre la linea de accion comun, es igual a la derivada
del potencial interno respecto a la fuerza comun.

Analogamente, si entre la solicitacion exterior hay dos pares paralelos y de sentidos
opuestos, la rotacion relativa de las secciones a las que estan aplicados, proyectada sobre la
direccion comin de sus ejes. es igual a la derivada del potencial interno respecto al momen-
to M de dichos pares.

..
Y

Pap = =3 (10.6.10)

10.7. Teorema de Menabrea

Hemos visto como la aplicacion del teorema de Castigliano permite calcular desplazamien-
tos de los puntos de un prisma mecanico, asi como los giros de las secciones del mismo. Este
calculo no presenta mayor dificultad cuando se trata de un sistema isostatico.

Cuando el sistema es hiperestitico puede suceder que las incognitas hiperestiticas sean
las reacciones de las ligaduras externas (sistemas exteriormente hiperestaticos) o bien que
las reacciones estén estaticamente determinadas pero no sea posible calcular los esfuerzos
interiores por aplicacion de las ecuaciones generales de equilibrio de la Estatica (sistemas
interiormente hiperestiticos).

Un ejemplo del primer tipo, es decir. de sistema exteriormente hiperestatico lo tene-
mos en ¢l sistema plano formado por la viga indicada en la Figura 10.8, empotrada en un
extremo y con dos apoyos moviles.

El nimero de incognitas de este sistema es de cinco (las dos componentes de la reaccion
y el momento de empotramiento en A y las reacciones verticales en los apoyos moviles B y
O). por lo que, al ser tres el nimero de ecuaciones que nos proporciona el imponer las
ccuaciones del equilibrio estatico, el grado de hiperestaticidad es dos. es decir, existen dos
incognitas hiperestaticas. Podemos considerar que estas dos incognitas hiperestaticas son,
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Figura 10.8.

por ejemplo, las reacciones X, y X, en los apoyos moviles B y C y calcular el potencial
interno que sera una funcion de estas dos incognitas.

T = T(X. Xy) (10.7.1)

En estos apoyos moviles, en los que el desplazamiento es perpendicular a la direccion de
la reaccion, las derivadas parciales del potencial interno respecto a estas dos incognitas, en
virtud del teorema de Castigliano, deben ser iguales a cero

- —

o ) o7

=0 — =0 10.7.2
X, X, (1€ )

Estas ecuaciones, cuyo nimero en el caso general es igual al de incognitas hiperestaticas,
junto a las ecuaciones de equilibrio permiten resolver la indeterminacion del problema y
obtener, por tanto, las reacciones hiperestaticas.

Las ecuaciones (10.7.2) indican que para los valores de las incognitas hiperestaticas que se
originan efectivamente en el sistema, la funcion del potencial interno toma un valor maximo o
minimo relativo. Por Mecanica sabemos que se trata de un minimo, si el equilibrio es estable.

Podemos pues anunciar el siguiente teorema denominado de Menabrea o del trabajo
minimo: «en un sistema de solidos elasticos los valores que toman las reacciones hiperestati-
cas correspondientes a los enlaces superabundantes hacen estacionario el potencial interno
del sistema».

Consideremos ahora un sistema interiormente hiperestatico, como puede ser, por ¢jem-
plo, el cuadro de nudos rigidos representado en la Figura 10.9. Para aplicar el teorema de
Castigliano a tales sistemas se convierten en sistemas isostaticos haciendo los cortes necesa-
ros. en los cuales se introducen las incognitas hiperestaticas en numero igual al grado de
hiperestaticidad.

En nuestro cuadro, hiperestatico de tercer grado, hacemos un corte y tomaremos como
incognitas hiperestaticas el esfuerzo normal N,, el esfuerzo cortante T, y el momento flector
M, en la seccion del citado corte.

am|n M,

Figura 10.9.
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Ahora bien, estas magnitudes en los dos extremos del corte son iguales y opuestas. Apli-
cando el resultado (10.6.9) deducido del teorema de Castigliano, al ser nula la rotacion y los
desplazamientos relativos en las direcciones longitudinal y transversal de la barra en la que
hemos realizado el corte, de las secciones extremas del citado corte, se verificara

O s o
‘ - - 0 (10.7.)

Aar = * - - 0‘- YV
N, aT, oM,

Este resultado nos permite enunciar el teorema del trabajo minimo, aplicable con genera-
lidad a los sistemas interiormente hiperestaticos: «los valores de las incognitas hiperestati-
cas que se producen efectivamente en un sistema elastico interiormente hiperestatico, son
tales que hacen minimo su potencial interno».

El teorema de Menabrea es también aplicable al caso de sistemas reticulados con enla-
ces superabundantes internos, como el indicado en la Figura 10.10.

Figura 10.10.

En tales casos se suprime la barra superabundante y se sustituye por el esfuerzo desco-
nocido X. Se calcula el potencial interno del sistema sin tener en cuenta la barra suprimida.
La ecuacion adicional que nos resuelve el problema es la que expresa que la variacion de
distancia entre las secciones extremas de la barra suprimida debe ser igual y de sentido
contrario a la variacion de la longitud de la misma.

El teorema del trabajo minimo fue enunciado por el italiano Menabrea con anterioridad
a la formulacion por parte de Castigliano del teorema que hemos visto en el epigrafe ante-
rior. De ahi que se conozca bajo su nombre. Pero fue Castigliano quien completo la demos-
tracion del mismo.

10.8.  Aplicacion de principios variacionales para la resolucion
de problemas en Elasticidad

En el Epigrafe 10.4 hemos visto como a partir del principio de los trabajos virtuales hemos
llegado a la formulacion del principio de la energia potencial total. Vamos a exponer ahora
otro principio, denominado principio de la energia complementaria que, junto a aquel, nos
va a permitir tener dos nuevas herramientas en forma de principios variacionales en los que
vamos a poder resolver determinados problemas de elasticidad.

Este nuevo principio variacional se obtiene haciendo variar virtualmente las tensiones
en vez de hacer variar los desplazamientos, como hicimos al exponer el principio de los
trabajos virtuales. Procederemos de forma analoga, pero teniendo en cuenta que cuando
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haciamos variar los desplazamientos las ecuaciones de compatibilidad quedaban automati-
camente satisfechas y nos teniamos que preocupar exclusivamente que se cumplieran las
ecuaciones de equilibrio interno. Ahora, al hacer variar las tensiones, nuestra preocupacion
de que se verifiquen las ecuaciones de equilibrio interno no es suficiente, ya que se tienen
que verificar también las condiciones de compatibilidad.

Consideremos un solido elastico en equilibrio en el que [T] es la matriz de tensiones.
Son conocidos los sistemas de fuerzas sobre el contorno f, (X, Y, Z) y masicas f. (X, Y, Z). Si
damos una pequeia variacion a las componentes de la matriz de tensiones, la matriz de este
estado [T + 0T, verifica las condiciones de equilibrio pero no las de compatibilidad.

ro. . . .
l'"l:ﬂ'"_‘_ j_ ()(TH.\'J + {‘-?(1"\-_\. j- Or_\__‘,) _[_- . OT.\':} + X — 0
0x dy dz
., + ot.) da,, + oo, dt,. + ot
< T + O) | A - oy Ao = 2y 20 (1081
dx ay 0z
At + O1,. dr,. + 0r1,.) do,. + oo,
T F 00 | A0s + %) A0 F 000)
X oy oz

\

Restando miembro a miembro a estas ecuaciones las que
nal antes de hacer variar las tensiones. Se tiene

corresponden al estado tensio-

[ 06, a0t oo,

- + == + — = ()

dx dy 0z

dot doa, . 0ot )
(S Dw g O _ g (10.8.2)

ax oy 0z

00T, dor,, doa,.

=y ey Te
0x dy 0z

\

Se tendran que verificar las condiciones de contorno en el estado tensional variado

(n—rr.\; + (Sﬂ'"_\.] o+ ':I" + ()‘T.\'_\':I /j + {t.\': + {ST.\':J T = )_( -+ l’))_(
(tyy + O01y) o + (0,0 + d0,) f + (1. + 01,0 7 = ¥ + Y (10.8.3)
(t. + 0t o + (1. + 0t) f + (0,0 + d0,.) 7y = Z + 62

siendo 2, f5, y las componentes del vector unitario normales a la superficie exterior del solido
¥ afg (0X, 8Y, 6Z) las pequenas variaciones de las fuerzas superficiales sobre el contorno.
Restando las ecuaciones de contorno correspondientes antes de la variacion de las ten-

siones, se tiene
%o, + por,, + ypor,. = OX
xt,, + foo,, + yit,. = Y (10.8.4)
wt,. + por,. + ydo,. = oZ

I
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La variacion que experimenta la energia de deformacion del solido elastico sera

R . _ 1 . - . .
0.7 =7 (T+oT)— .7 (1= Jl[.J. |:E-(quo(rnx + Ty ()G—n_\-‘ + Oy O(}—n: — MOy 06:{1» = HO, 00,

. . . 1 . -
o 3G, — Ho,. 00,) + — (T, 0T, + T, 0T +

— HO ny G

ny nx r”(')uy l’W’-n: — MO,

+ 1. {5tl1,:}j| dxdyd:z (10.8.5)

Teniendo en cuenta las leyes de Hooke generalizadas, la expresion anterior se reduce a

0.7 = JI_[ (6, 00, + &, 00, + & 00, + 7, 0T, + 7 5t + 7y 01,) dxdydz  (108.6)
.

Ahora bien. como el estado tensional antes de la variacion de las tensiones verifica las
condiciones de compatibilidad, podemos sustituir los términos de la matriz de deformacion
que aparecen en esta expresion por sus ecuaciones de definicion en funcion de las compo-
nentes del vector desplazamiento, y teniendo en cuenta que

- - - P PP o e . . .
du du au Jwda,)  Oudt,) duot,.) doa dot,., 00T,
T (5(]‘”‘. 4 ﬂ—a‘[\_y + ﬂ—(‘]‘f\__ S - Hx + - Xy + - xz! u : nx + — xy + 8 Xz
ox " dy dz % ax oy 0z (x ay 0z
jal ] = b : o} : .l 5
v I av dvot,) voa, ) dvot,.)
20T + o oa,, + 0T, = —% + — o S o
dx dy : dz dx dy 0z
0ot.. Q6o 00t
— vl — oy > LS - Iz (10.8.7)
0x ay oz

Mo 3 T T Awd Awda |
ow . ow | aw | dwdt,)  dwot,.)  dwoa,.)
— 0T, + =07, + == 00,, = =0 2 == -
ox iy dz 0x dy dz

“

(P-'ﬁr\_, ddt,.  0da,,
— W\ - — + ——— T + ,:)

. 0x dy oz

Si sustituimos estas relaciones en la expresion de 4.7y tenemos en cuenta el teorema de
Gauss-Ostrogradski

- ddo,, 0ot 00T, dot,,  dda,,  dot,.
57 = — R e I Rl b e il el
- 0x ay oz 0x oy oz

Aot dor,.  dda,. . . .
+ u-'( (A xr (002 %):] dxdydz + J‘J‘ [u(zda,, + Por,, + 701.) +

_0x dy 0z

+ v(adt,, + foa,, + p01,.) + w(@dt,, + Por,. + 700,.)] sQ (10.8.8)

estando extendida la integral doble a la superficie S exterior del solido elastico.
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Como se verifican las ecuaciones (10.8.2) y (10.8.4), la anterior expresion se reduce a
0T — J.J‘ (udX + véY + woZ) dQ = 0 (10.8.9)

o lo que es lo mismo

o[ — ” WX + u¥ + wZ)dQ] = 0 (10.8.10)

PURY ]

que s¢ puede poner en la forma

07*F =97 — .7 )=0 (10.8.11)
siendo _ . _ _
o= J:[ (uX + vY + wZ) dQ
La funcion .7* = /" — /recibe el nombre de energia complementaria, mientras que la

ccuacion (10.8.10) expresa el llamado principio de la energia complementaria, que se puede
enunciar asi: en los cuerpos elasticos en los que en sus puntos interiores se satisfacen las
ccuaciones de equilibrio interno, ¢l estado tensional es tal que la energia complementaria es
un maximo o minimo, es decir, la energia complementaria .7 * toma un valor estacionario.

Conclusion de todo lo anterior es que en todo cuerpo elastico en equilibrio los desplaza-
mientos de los puntos del cuerpo son tales que la energia potencial total es un minimo v las
componentes de las tensiones son tales que hacen que la energia complementaria sea un
minimo.

Aplicaremos ¢l principio de la energia complementaria al caso de barras prismaticas
sometidas a torsion pura. Vimos en ¢l Capitulo 7 que el problema elastico de tales barras se
resolvia calculando una funcion de tensiones @, tal que las tensiones T, Y T, S¢ obtenian a
partir de ella

g fal()]
T, = —. T, = ——

Xy T Xz

Oz Jy

siendo nulas las demas componentes de la matriz [T7].

La variacion de la funcion de tensiones es equivalente a la variacion de las componentes
de las tensiones.

Enlo que sigue supondremos G0 = 1, es decir, la funcion de tensiones @ que queremos
encontrar verifica en los puntos de cualquier seccion recta del cuerpo elastico la ecuacion

AD +2 =0 (10.8.12)
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y seguira verificaindose, evidentemente, que ® se anula en los puntos del contorno. En este
caso, la solucion de tensiones vendria dada por

1, =G0= 1t = —GO S (108.13)

En funcion de @, la energia de deformacion almacenada en una barra prismatica de
longitud L es

(%L AP\ 2 ‘o2
.-F_—— JJ (t3, + i) dx dydz = G J‘J’ |: { (r,, ) :|¢."yd: (10.8.14)
f\‘ 0z

en donde Q indica que la integral estd extendida a la superficie de la seccion recta de la
barra.

7 es nula en la superficie lateral de la barra, ya que no existen en ella fuerzas superficia-
les. En las dos secciones extremas tenemos

]
Il
:J|
"
Il
=
+
'\
=
Il
~

Pero, segun vimos en ¢l Capitulo 7
v = —flxz ; w=0xy
para:x = 0:0 =0:w =0
x=Lov= —0Lz;w=0Ly

La expresion de .7 en la barra se reduce a

SV )
= (L JJ (—z 7y + y1)dydz = —GO’L J.j (: rj— + {—) dydz  (108.15)
0 o\

Integrando por partes esta ultima integral, se tiene
7 = 2G0*L JJ\ D dy dz (10.8.16)
Q

habiendo tenido en cuenta que la funcion @ podemos considerarla nula en el contorno.
La energia complementaria de la barra sera, por consiguiente

; __ GOPL [ [ [ody? 0D\ 4GO*L
A¥ = = T = — 2— + (‘ ) dy dz — [ D dvdz (108.17)
2 al \ Oy 0z, 26 JJa
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es decir:

GO’L 0D\ ? 0D\?
= ” [('T) + (-'-;—) 4 (I):| dy d= (10.8.18)
A JJo I'-_\;" ‘I"Z

10.9. Método de Rayleigh-Ritz

Con lo visto en este capitulo hemos obtenido un nuevo método de resolucion del problema
elastico. Se trata de buscar una funcion que debe hacer minimo a un funcional determinado
0, dicho de otro modo, la funcion debe satisfacer una ecuacion variacional que hace que el
funcional tome un valor estacionario.

Este método, que nos proporcionara idénticas soluciones que el método del plantea-
miento del problema elastico que hemos visto en el Capitulo 5, puede llevarnos a ellas con
un esfuerzo de calculo notablemente menor.

Entre los métodos variacionales destaca el denominado método de Rayleigh-Ritz. Con-
siste este método en poner la funcion de tensiones como una serie que verifique las condicio-
nes de contorno pero en funcion de coeficientes indeterminados ¢;, que se determinaran
imponiendo la condicion de ser minima la energia potencial total o la energia complemen-
taria, es decir, se tendra que verificar el sistema de ecuaciones que nos proporciona imponer
las condiciones de minimo de cualquiera de las dos funciones: energia potencial total o
energia complementaria. Resuelto este sistema obtenemos la funcion de tensiones que nos
permite llegar a una solucion aproximada del problema.

Para ilustrar lo que se acaba de exponer veamos como se aplica el mé¢todo de Rayleigh-
Ritz para calcular una solucion aproximada del problema elastico en una barra prismatica
de seccion recta cuadrada, de longitud de lado 2a, sometida a torsion (Fig. 10.11).

X R
QL/

a

Figura 10.11.

De la funcion de tensiones preconizada por el método de Rayleigh-Ritz
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O = (2 — a2 —ad) e, + e, v+ eyt eyt 4+ o)

que verifica la condicion de anularse en los puntos del contorno con independencia de los
valores que pudieran tomar los coeficientes indeterminados ¢;(i = 1, 2,3 ...), y en la que se
ha tenido en cuenta la no existencia de los términos de la serie de indice impar, por razones

de simetria de la seccion, tomaremos como solucion aproximada la siguiente
¢ = ¢ (_\'2 - u"’“}[:’2 —a?)

Como las derivadas de @ son:

.,
ad 5

— = ¢, (2vz* = 2a%y) = 2¢, v (z° — a’)
Jy

Jd

P (2zy? — 2a’z) = 2¢, z (y° — a?)

la expresion de la energia complementaria es:

2

1 G”gL “ “ - 2 2.2 2 2 2.2 2 2 2 2
TE = - J ci_t-‘[ el [vAz? — @) + 2207 — a?)*] — de\ (7 — @) — a’)j dz

Resolviendo la integral, se obtiene

GO*L 64
2 45

(4 cia® — 5¢,a%

La condicion de minimo

[ GO*L 64
‘ _mE (8¢,a" — 5a%) =0

de, ' 2 45

nos proporciona la constante ¢,

con la que obtenemos como funcion de tensiones aproximada
5 a
O =" (2 — a)zt — a?)
8a”

De la relacion existente con el momento torsor aplicado se obtiene la inercia torsional
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M.. a a R 3r:|
G_(I) =J= jJ;IQd_;! dz = 8¢, L dy jlu (v* — a®)(z? — a?)dz = 9 G a® =

32 5 20a*

6

94827 9

La maxima tension tangencial se presenta, como sabemos, en los puntos medios de los
lados.

Considerando la tension .,

Particularizando paray = 0; z = +a, se liene:

oM, 10, 9M, 05625 M,
Tt = a- = - =
" 200 8a? 16a® a’

Como, segun la ecuacion (7.6.19), el valor exacto de la tension tangencial maxima es

480 M, B 0,6 M,
8a3 I

el error cometido al tomar la funcion de tensiones aproximada es — 6,25 por 100.

EJERCICIOS

10.1. La deformada de la linea media de la viga AB simplemente apoyada indicada en la Figura
E10.1a viene definida por las ecuaciones

Pb Pb
El;y=ax"+a(b“—lz)x paral < x < a
Ph Pb s Px — a)
EI:y—Ex +—(b'—£“)x—7ﬁl paraa < x < I

siendo E el modulo de elasticidad e I, el momento de inercia del drea de la seccion respecto del
eje z.

Calcular el potencial interno de esta viga expresandolo en julios, cuando se aplican a la
misma dos cargas P, = 0,5tony P, = 1 ton, a distanciasa, = 2 m y a, = 3 m, respectivamen-
te, del extremo A.

La seccion recta de la viga es rectangular de dimensiones 70 x 135 mm (Fig. E10.16), su
longitud / = 6 m y el médulo de elasticidad E = 2,1 - 10° kp/cm?.
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¥
) v
Pl ——rorr oo e e =1 B T B G 135 mm
[ B
a b
! / 70 mm
a) b)

Figura E10.1.

Sean 1 y 2 los puntos en los cuales se aplican las dos cargas A y B. Calcularemos los
coeficientes de influencia utilizando la ecuacion de la elastica dada, haciendo P = | kpy
sustituyendo /. por su valor

1
I.=—7-135" = 1.435 cm*
12

Tendremos en cuenta el cambio de signo, pues en este caso los d;; son positivos, mientras
que las ordenadas de la elastica respecto a la referencia indicada son negativas.

21 ~10°-1.4356,, = J%mh =8, = ﬁjglw = 1,180 - 10 cm/kp.
EL 6,, = bg‘;g + (b — P, = 3060_‘630%03 - 6?06% 5 (600% — 300%) - 300.
—2,1-10°- 1435 5,, = _%6'"6 = 8,, = %—% = 1,493 - 107 cm/kp.
— EI &, = bg‘:: + %%(h% —1¥a, = 3%01'6200003 - 6?06?)0 (6002 — 3002) - 200.
138 -10° 138

— 2,1+ 10°- 14356, = — =0,,=0, == 1272 10" *em/kp.

36 36-2,1-1435
El potencial interno lo obtenemos aplicando la expresién del mismo en funcidn de las
cargas aplicadas

1 | . _ s [ R
T ==Y 6,PP, = —(5“ P+ 206,,P,P, + 6,,P3) = 5(1‘[80 © 5002 +
ik
1
2-1,272 - 500 - 1.000 + 1,493 - 1.000%)- 1073 ' 106 9.8 julios = 149,94 julios

(S

= 149,94 julios
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La deformada de la linea media de la viga simplemente apoyada indicada en la Figura E10.2,
cuando se la somete a una carga uniformemente repartida p kp/m, es

1 (pl , p , pP )
= —xt——x'——x
Er\12" T2t T

siendo E el modulo de elasticidad e I el momento de inercia del drea de la seccién recta respecto
del eje z.
Hallar la expresién que da el potencial de la viga en julios, cuando  se expresa en metros, E

en kp/em® e I, en cm®.

Figura E10.2.

Aplicaremos la féormula de Clapeyron, teniendo en cuenta que se trata de un sistema
continuo

- . / P
A= J‘ pdx(—y) P (—1\"‘+£\‘4+P—\')d_\'=
{ \,

2, To2EL o\ 12t Tt T
2!5 J,k ]{5 49 2;5 o
= ‘”_ m ,'p =P —10* - 98 m-N = — -P-_—— 102 julios
240 EI, cm” 240 ET, 12 EL
49 p* PP
= T PEI; 10? julios

10.3. La Figura E10.3 representa un sélido elastico de forma tetraédrica OABC, referido a un sistema

cartesiano ortogonal Oxyz, cuyas caras OAB, OBC y OCA se encuentran en contacto con super-
ficies rigidas (planos coordenados), no considerandose ningiin rozamiento. Sobre_.la cara ABC se
aplica una distribucion uniforme de fuerzas de superficie de valor f, = —40i — 10j — 30k
(MPa). Sabiendo que en estas condiciones el estado tensional es homogéneo, se pide:

1. Matriz de tensiones.
2. Potencial interno acumulado en el proceso de carga de la cara ABC.

1
(E =2 "]'“ ]\1P}l.. H = z)-

L*  Como sobre las caras en contacto con las superficies rigidas no existe rozamiento y el
estado tensional es homogéneo, las tensiones tangenciales, respecto de la referencia adoptada,
son nulas en todos los puntos del tetraedro. Quiere esto decir que los ejes xyz coinciden con
las direcciones principales en todos sus puntos.
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.’l'/ Cotas en m

Figura E10.3.

El vector unitario « normal al plano ABC se puede obtener facilmente a partir de la
ecuacion de dicho plano

i

§+ 2 i > x4+ 4z=4

|t

|

ya que es su vector caracteristico normalizado

(220
u —‘—s—)
(3 373

&

Las ecuaciones de equilibrio en el contorno se reducen a

2 2
—40 0 0 - -
(}—]!.\ 3 3 J".\'
2 2
—10_[0 o, 0 3 =13 Gy
30 0 0 : :
= JHZ 3 3 0—":
de donde se obtienen las tensiones
2
—40 = 3 6, = 0, = —60MPa
2
—10 = 3 = g, = —15MPa
|
—30=-0a,_ = adg,.= —9% MPa
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¥y, por tanto, la matriz de tensiones pedida sera

60 1k b0
[T1=] 0 —15 0 | MPa
0 0 -9

2" Para caleular el potencial interno acumulado en el tetraedro en el proceso de carga
descrito en el enunciado, podemos aplicar la expresion del potencial en funcion de las ten-
siones

1
2

o=

£ J‘J' [ffﬁ_‘- + g'%-“ + Jﬁ: - 21”[0—".\' Ty + Ty Tz + 6, r'rlu'}] dv =
v

1 1 8
= — [60? 52 4902 — = .15 . . Z.10°% sulios
100 [60° + 157 + 90 2{60 15 4+ 15-90 60]]3 10° julios

Operando, se obtiene

7 = 54 - 107 julios

10.4.  Calcular el potencial de la barra cilindrica de seccion rectangular b x h indicada en la Figu-
ra E10.4a, cuando una solicitacion externa provoca un estado tensional en el que la Gnica compo-
nente no nula de la matriz de tensiones es a,, = ky (Fig. E10.4b), siendo k una constante.

bh)
Figura E10.4.

Se puede obtener el potencial interno de la barra considerada particularizando la expre-
sion del potencial en funcion de las tensiones a nuestro caso

1 , kz 1 hi2 hi2 kl bl 3 ';
F = — [\ Ty dx dy dz = — [U dx v dy dz = Pon
2E J)), 2E —hf2 —b/2 24 E

kbt o
T= —
24 E

es decir:
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Una barra cilindrica de radio R y longitud / sometida a torsion provoca un estado tensional tal
que en cualquier punto P de una seccion recta la Gnica tension que existe es de cortadura, de
médulo t = kr, siendo k una constante y r la distancia del punto P al centro de gravedad G dela
seccion. La direccion de 7 es perpendicular a la recta GP y su sentido tal que el momento de
respecto de G tiene la direccion positiva del eje x (Fig. E10.5).

o /

e

Figura E10.5.

Calcular el potencial interno de esta barra, expresado en julios, cuando la tension de cortadu-
ra maxima es igual a 7., = 80 MPa, siendo el radio de la barra R = 0,1 m, su longitud
1 = 2 m, el modulo de elasticidad del material E = 2 - 10° MPa y coeficiente de Poisson ;i = 0,25.

Aplicando la ecuacion (10.3.13) que expresa ¢l potencial en funcion de las tensiones
tenemos:

T = ! (t2, + t2)dxdvd ——] Zdxdyd _,!(3 IJ’ 2dQ szn!’
W= — o+ i) dxdy dz = xdydz = — dx re = —
G ) Tiy 2)dx dy ¢ 3G J-T dx dy « 3 .“( . ¢ G

en donde /, es el momento de inercia polar del drea de la seccion recta.
Sustituyendo valores, operando en el S.I., tenemos:

80)2‘ o2 * 0,1* 5
0.1 2

T = EERTIRTIL julios = 8 7 - 10? julios

es decir:

= 2.513,27 julios

Al aplicar una carga P, = 1.000 kp en el punto A de una viga simplemente apoyada (Fig. E10.6)
se producen los desplazamientos verticales 5, = 3 mm y 5, = 5 mm en los puntos By C
respectivamente.

Calcular el desplazamiento vertical del punto A cuando actian sobre la viga las cargas
P, = 600 kp y P. = 800 kp aplicadas en B y C, respectivamente.

Consideremos los estados 1 y 2 indicados en la Figura E10.6. El trabajo que realiza la carga
P, cuando se aplica el sistema de cargas del estado 2 es P, - d ,, mientras que el trabajo
realizado por el sistema de cargas del estado 2 cuando se aplica la carga P, del estado I es
Py 0y + Pe- O
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[ P,
B A

C
Eemme = SRR T ——— = FEstado |

%%_ o, ; o, ﬁ%

|
ln ! f'{
B i A C

E=—— ST TN T ST ====== Estado 2

WN_V % T

Figura E10.6.

[gualando ambos trabajos, en virtud del teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti, se
tiene:

Pydy= Py oy + Pe - o¢
Sustituyendo valores
1.00O 6, = 600 - 3 + 800 -5 = 5.800 mm - kp

se obtiene
d, = 58 mm

10.7.  Para provocar en un punto B de una viga un giro de 1” ha sido necesario aplicar en otro punto A
de ella una carga P = 700 kp.
Calcular el desplazamiento vertical que experimentari el punto A cuando actiie en B un par
M = 100 m - kp.

Consideremos los estados | y 2 indicados en la Figura E10.7.

Estado | Estado 2
Figura E10.7.

El trabajo producido por la carga del estado | cuando se aplica el momento del estado 2 es
P+ 3 45, mientras que el trabajo producido por el momento M del estado 2 cuando se aplica la
carga P del estado | es M - O,
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Igualando ambos, en virtud del tcorema de Maxwell-Betli, tenemos
P oy =M Oy
Sustituyendo valores:

s

700 {“1__[_“ - 104 : | 86

obtenemos:

04y = 0.249 cm

10.8. Cuando sobre el extremo libre de la viga en voladizo de la Figura E10.8a actiia una carga
concentrada P, el desplazamiento vertical de cada punto viene dado por la expresion:

P e zl‘)
= - — —I"Xx 4+ =1
Y =2k (3 3

donde E es el modulo de elasticidad del material e I, el momento de inercia del area de la seccion
recta respecto del eje z, ambos constantes. Se pide calcular:

1. Potencial interno de la viga.

2° Desplazamiento vertical del extremo libre, por aplicacién del teorema de Castigliano.

3. Desplazamiento vertical del mismo punto en los siguientes casos, por aplicacion del
teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti.

P PI3 PB3PA

| N . SRR
T % Lm | /4 | 4 | ”“E i ! ‘E

{ 1 I I T q

a) I3} ¢)

Figura E10.8.

!)
a) Cuando actaan tres cargas de valor 3 como indica la Figura E10.85.

b) Cuando la carga P actia uniformemente repartida (Fig. E10.8¢).

1" Dado que es conocido el desplazamiento del punto de aplicacion de la carga P, el
potencial interno lo calcularemos aplicando la formula de Clapeyron.

N 1 . 1 P>
i ==-P-0=-=-P- _\"{l‘)] = -
2 2 6 El,

22 Aplicando el teorema de Castigliano, el desplazamiento vertical del extremo libre en
el que se aplica la carga P, es
g

o7 PI?
T 0P 3EL
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3% a) Tomaremos como estado 1 el representado en la Figura E10.8a4 y como estado 2
clindicado en la Figura E10.8h. Si 6 es el desplazamiento vertical del estado 2, por el teorema
de Maxwell-Betti, tenemos

b 1) ) (.’) ] _(31‘) T 1V R 1V
CTE\e) T ) T s e T s 384EI.  32EL

de donde

b) Seguiremos tomando como estado | el indicado en la Figura E10.8a¢ y tomaremos
como estado 2, en este caso, el representado en la Figura E10.8¢.

tp Pl 2 ) P2
Poo=| Sydy = (X ey 2 ax =
‘ ﬁr‘” 2;&@L(3 AR Ry

de donde:

Se considera el sistema de barras articuladas indicado en la Figura E10.9. El médulo de elastici-
dad de las barras es £ = 2 - 10° MPa, la longitud de cada una de las barras que forman el
cuadrado exterior es @ = 40 cm y el 4rea de la seccion recta Q = 4 cm?

Se aplica en el nudo A del sistema una carga P = 2 ton.

Sabiendo que el potencial interno de una barra sometida a un esfuerzo normal N de traccion
0 compresion es:

NI
= 1)
2EQ

i

Se pide calcular, por aplicacion del teorema de Castigliano:

1. El descenso del nudo A.
2. El acortamiento de la barra CD.

I.” Por razones de simetria, el esfuerzo normal N en las cuatro barras iguales tiene el
mismo valor.

Planteando el equilibrio en los nudos A (Fig. E10.94) y D (Fig. E10.9b) obtenemos los
esfuerzos normales sobre las barras del sistema.

W

2Ncos45 — P =0=N = -
NE
Ny —2Ncosd5" =0=N, =NJ/2=p

[R*]

Las 4 barras iguales trabajan a traccion, mientras que la barra CD lo hace a compresion,
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a) h)
Figura E10.9.

El potencial interno del sistema sera:

El desplazamiento del nudo A, que es el punto de aplicacion de la carga P, en virtud del
teorema de Castigliano, sera:

&7 2.000 -
3y, = = — (2 (2 2 = 0,034 cm
T m{ +V2 - 10"“ 32/ 2pem

d, = 0,34 mm

2.° Para calcular el acortamiento de la barra CD aplicamos en los nudos Cy D cargas
ficticias horizontales Q (Fig. E10.9¢).

La ecuacion de equilibrio en el nudo A es la misma que se tenia anteriormente. En el
nudo D:

— Q — 2Ncosd45" =0=N, =P+ 0

La expresion del potencial interno es, en este caso

-

| P I
=4 — (P *ay/2
=4 ‘Tt a Pt Y a2

El acortamiento de la barra CD., en virtud del teorema de Castigliano, seri:

7 _ —
ben = (L) =L 2= 2% . J2em = 0014em
P =\00)-0  EQ 2104

= 0,14 mm
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Sabiendo que el potencial interno de una pieza prismatica recta sometida a traccion o compre-
2

N
sion tiene por expresion: -/ = 3EG I; siendo N el esfuerzo normal, / la longitud, E el médulo de

elasticidad y Q el area de la seccion recta. Se pide:

1.° Calcular el corrimiento del nudo A del sistema articulado indicado en la Figura E10.10
cuando se aplica la carga P.
2. Hallar los alargamientos o acortamientos de las barras del sistema.

Las barras AB y AC son del mismo material y ambas tienen igual drea de seccion recta.
Q=4cm%E =2-10°MPa; P = 8000 N;a = 1 m.

Figura E10.10.

1.° El corrimiento del nudo A tendra dos componentes: una vertical d, y otra horizontal
. Para obtener estas dos componentes mediante la aplicacion del teorema de Castigliano
consideraremos una fuerza ficticia horizontal @ (Fig. E10.10a) aplicada en el nudo A, en el que
esta también aplicada la carga P. Planteando el equilibrio en el nudo A tenemos:

y
N]
N.'!
45"/ 30°
A 0 X
P
Figura E10.10a.
0 + N, cos 30° — N| cos 45" = 0 —Nl\ﬁ + N, \;”5 = —-20
= Y
N, sen 45° + N,-sen 30" — P = 0 N, \/E—I—N,—ZP
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sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, cuya solucion es

_APS3 + 0, N AP =0
NE NS R T

es decir, obtenemos los esfuerzos normales N, y N, que actian sobre las barras AB y AC
respectivamente.

El potencial interno del sistema, en funcion de P y de Q, tendra por expresion

4 rS3+ op MR = 0P 2 /30 L (PS3 + 0P
T = S A NS = 18947 107 Y"_ " %'
2EQ 21 + \/3)?— \/_ 2EQ(1 4+ \/_}~ 3 EQ
(P — Q)
E— |

3094 - 1072
- EQ

Aplicando el teorema de Castigliano obtenemos las componentes del vector corrimiento

i P /3 P aP
3 =[— = 37894 - 1073 Y 61881073 — g = 1.755,62 - 1073 —
‘ (aP)Q=U EQ ¢ 7 EQ’ EQ

! 07 P\/’E P aP
o = (==) = 378941073 — 6188 107> —q = 37,54 107°
i (aQ)Q o 4 Eq ¢ ° EQ“ EQ

El signo mas significa que tiene el mismo sentido al asignado a la carga ficticia, Q. Por
tanto, el corrimiento pedido es (Fig. E10.10b)

aH
P}

Figura E10.105.

P
= 1755 5, = 0,037 -
EQ EQ

Sustituyendo valores

_ 1 - 8.000 .
5, = 1,755 m = 175510~ cm
2-10°-10°-4-107%
S, = 0,037 - 8000 037103
= s . = » . : Cm
4 2105 10°-4-104"

5 =(—037-10"3, —1,755 - 10" 3) cm
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2.* Conocida la expresion del potencial interno de una barra sometida a traccion o com-

presion, el alargamiento de la misma se puede calcular aplicando el teorema de Castigliano.
a7 Nl

Al = =
N EQ

Ne— "1+ »N
Figura E10.10c.

Aplicando esta expresion a cada una de las barras del sistema, se tiene:

N, 2P /31, 2 Pa/3
M=% T s 3 E i3

2 EQ/2 (1 + /3 EQ + J3)
A1, = Nply 2Pl 4 Pa

EQ  EQ (1 + 3 EQJ3 + /3

Sustituyendo valores:

8.000 - /3
Al = - Y —m = 1,268 - 10 *m = 12,68 - 10 ¥ cm
2-105-10°-4- 10741 + /3)
—4 - 8.000 . o
Al, = — — — m=—0845-10""m = —845- 107" cm

2-10%-10°-4- 107 /3(1+/3)

Al = 12,68 - 107 * cm
Al, = —845-10" % cm

10.11. Calcular la expresion del potencial interno de una barra rectilinea de longitud /, seccién constan-
te Q y médulo de elasticidad E, sometida a un esfuerzo de traccion uniforme N aplicado en sus

extremos.
F,
15
FoA C
f D

Figura E10.11.

Aplicar dicha expresién para calcular, mediante la aplicacion del teorema de Menabrea, los
esfuerzos a que estan sometidas las seis barras del sistema plano de la Figura E10.11. Las seis
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barras son del mismo material, tienen igual seccion y estin articuladas entre si. La solicitacién
exterior esta formada por cuatro fuerzas F, y F, iguales dos a dos, aplicadas en los vértices
exteriores con las direcciones y sentidos indicados.

La expresion pedida del potencial interno de una barra sometida a traccion se obtiene
facilmente particularizando la expresion correspondiente en funcion de las componentes de la

. . . N
matriz de tensiones, teniendo en cuenta que e = o

sl v = LMo
[:_E;r%“ﬁﬁ -

El sistema dado es hiperestatico de primer grado. Por razon de simetria se deduce que los
esfuerzos normales N de las cuatro barras del contorno son iguales.
De la Figura E10.11a, planteando el equilibrio en los nudos A y B, se obtienen los esfuerzos
normales N, y N, en las barras diagonales en funcion de N.

Fi — N, — 2Ncos 45" = 0
Fy, — N, + 2Ncos 45" = 0

Figura E10.11a.

De este sistema de ecuaciones se obtienen

Ny =F, + NJ2 ; N, =F, — N2
El potencial interno del sistema sera:
| _ [ — -
g 2 2 2 _ 2 - I ST " IS T
o= 370 (4N“1 + Nil, + N3l = T [4N" + (F, — N2) V2 (F 4+ N2 2]
Aplicando ¢l teorema de Menabrea, la ecuacion
o

m:

.-';

0 = 4N+ J2(F, — N/DI=2 + J20F, + N/ Y2 = 0

nos permite calcular la incognita hiperestatica del sistema considerado

F,—F, _Fi + Fy(1 + /2) R+ /2 + F,

— ; N, — i N,
21 + /2) 2 + /2 2+ /2

N~_—




11

Teorias acerca del comienzo
de deformaciones no eldsticas

11.1. Deformacion plastica de los materiales. Criterios de plastificacion

Cuando se aplica un sistema de cargas a una picza de determinado material elastico se crea
un estado de deformacion que da origen a un estado tensional, relacionados ambos estados
por las leyes de comportamiento que se han visto en el Capitulo 4. St incrementamos los
valores de las cargas que constituyen la solicitacion, experimentalmente se comprueba que
el material llega un momento en que abandona el comportamiento elastico.

Por otra parte, toda deformacion producida en el material por el sistema de cargas
produce un estado de mayor potencial interno y, por consiguiente, menos estable, ya que la
configuracion que adopta la estructura interna de cada material corresponde a la agrupa-
cion de minima energia de sus atomos. Puede suceder que al desaparecer la carga como
causa de la alteracion de la pieza desaparezca también el efecto, es decir, la deformacion, y al
volver a su energia minima los 4tomos vuelvan a ocupar sus posiciones iniciales. Una defor-
macion de este tipo es la que hemos llamado deformacion eldstica. que existira mientras
subsista la carga y desaparecera cuando cese esta.

Durante el proceso de carga, fuerzas aplicadas y deformaciones se rigen por las leyes de
Hooke. Pero es evidente que al aumentar la carga también aumentaran los valores caracte-
risticos del estado tensional y, en consecuencia, la variacion de las distancias entre los ato-
mos, hasta llegar a romperse los enlaces atomicos de la estructura interna del material.

Llegado a este punto puede suceder que se mantenga la cohesion con la formacion de
nuevos enlaces que sustituyan a los primitivos o que no se mantenga y entonces la rotura de
los enlaces es definitiva. En el primer caso tenemos la deformacion plastica que se caracteri-
zara, al haberse roto enlaces interatomicos, por deformaciones de tipo permanente y en el
segundo se producira la rotura.

La iniciaciéon de deformaciones plasticas ya se comprende que va a producir variaciones
cualitativas de las propiedades del material y no digamos la rotura de la pieza, que puede
producir la ruina de la estructura de la que forma parte. Por eso es de gran importancia

467
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averiguar como se producen y cuéles son las causas determinantes del comienzo de las
deformaciones anelasticas. Muchos han sido los especialistas que han investigado estas
cuestiones. El objetivo que nos proponemos en este capitulo es exponer las diversas teorias
o criterios con los cuales se ha tratado de determinar la combinacion de tensiones y sus
correspondientes deformaciones que agota el régimen elastico del material.

Ya se comprende que en un estado tensional simple el problema se resuelve muy ficil-
mente: se hace el ensayo del material a traccion y se obtiene en el diagrama de traccion el
punto caracteristico correspondiente a la tension limite para este material. Tomaremos
como tal el limite eldstico o tension de fluencia ¢, en caso de materiales ductiles y la tension
de rotura o, si se trata de materiales fragiles.

En lo que sigue y cuando nos refiramos a materiales diictiles consideraremos como dia-
grama elasto-plastico ideal el representado en la Figura 11.1, que no es sino la simplifica-
cion al diagrama tension-deformacion visto en el Capitulo 4 (Fig. 4.2) para el acero dulce, en
el que se ha despreciado la falta de linealidad entre o,Y 0., s¢ ha confundido ¢, con g,y se
ha supuesto que alcanzada la fluencia el material se pldbtlr(.d a tension constante.

Figura 11.1. Figura 11.2.

Si se trata de materiales fragiles el diagrama tension-deformacion es del tipo indicado en
la Figura 11.2, que nos indica que se produce la rotura de forma brusca antes de alcanzar la
fluencia.

Puesto que el objetivo que nos hemos propuesto es el de exponer las diversas teorias o
criterios que explican el comienzo de las deformaciones plasticas en un solido elastico some-
tido a un estado tensional triple, hagamos algunas consideraciones generales sobre los crite-
rios de plastificacion.

Dado que el estado tensional en los puntos del sélido viene definido por la matriz de
tensiones [7'], un criterio de plastificacion sera una ley que defina el limite del comporta-
miento elastico del material, es decir, una ley cuya expresion matematica traduzca que una
determinada funcion de la matriz de tensiones alcance un valor critico C.

A[T) =¢ (11.L1)
Si el valor de esta funcion en cualquier punto es menor que el valor critico
AT < C (11.1.2)

el material se comporta elasticamente, sin que se haya producido en ningin punto plastifi-
cacion alguna.
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Si, por el contrario, existen puntos en los que se verifica
Arh = € (11.1.3)

se habran producido en esos puntos deformaciones plasticas.

Ahora bien, como estamos considerando materiales isotropos, es evidente que la plasti-
ficacion no depende del sistema de referencia de la matriz de tensiones. Por tanto, podemos,
sin pérdida de generalidad, considerar en cada punto un sistema de referencia cuyos ejes
sean coincidentes con las direcciones principales. De esta forma, el criterio de plasticidad
expresado por (11.1.1), es claro que se puede expresar en funcion de las tensiones principales
de la siguiente forma:

F(o,, 64 05 = C (11.1.4)

Por otra parte, segiin vimos en 2.10, la matriz de tensiones se puede descomponer en
suma de otras dos

g 0 0 o, 0 0 0, —0, 0 0
0 o, 0)={0 4, 0|+ 0 0,—0, 0 (11.1.5)
0 0 a4 0O 0 g, 0 0 T3— 0

siendo ¢, la tension normal media.

o, + o, +03 O
O = 3 =3 (11.1.6)

Pues bien, se ha comprobado experimentalmente por Bridgman, entre otros investiga-
dores, que la plastificacion de los materiales es independiente de la tension normal media,
por lo que la matriz esférica, primera matriz de la descomposicion (11.1-5), no interviene en
el proceso de plastificacion. Esta matriz produce cambio de volumen, pero no de forma.

Por el contrario, la matriz desviadora produce cambio de forma y no de volumen, ya
que su primer invariante es nulo.

I, =0, +0,+0y,—306,=0 (11.1.7)

y es nula también la dilatacion cubica unitaria
J
e=—"Fte@ (11.1.8)

Esta distorsion o cambio de forma es la causante de la plastificacion del material.

Estas consideraciones nos conducen a una interesante representacion geométrica del
fenomeno de la plastificacion. En efecto, si consideramos un punto de un solido elastico en
el que exista un estado tensional cuyas tensiones principales sean o,, o, y 05, €l punto
representativo en el espacio de tensiones principales es P(o,, 7,, a;) (Fig. 11.3).
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z(oy) Ploy, 6,,0)

0, =0,=0,

[o} o)

7 x(oy)

Figura 11.3.

El vector OP se puede considerar como suma de otros dos.

OP = OA + AP

siendo A la proyeccion ortogonal de P sobre la trisectriz o linea hidrostatica ¢, = o, = a,.
Es facil ver que las coordenadas de A son iguales a la tension media a,,, ya que el plano
que es perpendicular a la trisectriz y pasa por P tiene por ecuacion

(x —0)+(y—0,) +(z—03)=0
Las coordenadas de A se obtienen cortando este plano por la trisectriz.

3Jx,—(o,+0,+0y)=0=2x,=y,=z,=0

m

Como la plastificacion, segun se ha dicho antes, es independiente de la tension normal
media, ésta no dependera de la componente OA, sino solamente de la componente desviado-
ra AP, es decir, la plastificacion se iniciara cuando el modulo del vector AP alcance un valor
critico, independientemente del valor que pueda alcanzar el médulo de OA. Por tanto, la
expresion matematica (11.1.4) que traduzca un criterio de plasticidad vendra representado
en el espacio de tensiones principales por una superficie que llamaremos superficie de plasti-
ficacion. Esta superficie sera un cilindro de generatrices paralelas a la trisectriz y es tal que si
el punto P representativo del estado tensional de un determinado punto del sélido elastico
es interior a €, el solido esta trabajando en ese punto en régimen elastico. Si por el contra-
rio, el punto P esta sobre la superficie del cilindro o es exterior a ¢l, existiran en el punto
considerado deformaciones plasticas.
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0, =0, =0

/

r

Superficie
de plastificacion

Fractura fragil sin
plastificacion previa

¥,

Superficie de rotura

Figura 11.4.

En la Figura 11-4 se representa la superficie de plastificacion, asi como la superficie de
rotura que se obtiene experimentalmente. En esta ultima se distinguen dos zonas: una, inte-
rior a la superficie de plastificacion en la cual se produce la fractura fragil sin que se haya
producido previamente plastificacion alguna; y otra exterior, en la que la mayor distancia
de sus puntos a la trisectriz, respecto de la superficie de plastificacion, se explica por la etapa
de fortalecimiento que existe en los materiales clasticos reales, que se considera despreciable
en el diagrama elasto-plastico ideal, supuesto anteriormente.

La zona de fractura fragil sin plastificacion previa refleja el comportamiento de los ma-
teriales fragiles, mientras que la zona de la superficie de rotura exterior a la superficie de
plastificacion explica el comportamiento de los materiales ductiles.

11.2. Ensayo a traccion de un material

Sometiendo a una probeta de material ductil a un esfuerzo de traccion se crea en el material
un estado tensional simple. Si la carga aplicada a la probeta es gradualmente creciente,
alcanzara un determinado valor para el cual el material comienza a experimentar deforma-
ciones plasticas. Se dice que el material empieza a fluir.

En un ensayo a traccion de un material ductil realizado en el laboratorio hay seis magni-
tudes que cuando empieza la fluencia se alcanzan simultineamente, tomando cada una de
ellas los siguientes valores.

1. La tension principal alcanza el limite de fluencia a traccion del material ¢,. Esta
tension principal es maxima pues las otras dos son nulas
g, =0 (11.2.1)

o
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T
o
rm.‘i!
Op----
(o] g, a, i
I
i
Y e‘ €
a) b)
Figura 11.5.
2. La tension tangencial mdxima toma el valor
g,
Tix = ?‘ (11.22)

3. La deformacion longitudinal unitaria mdaxima alcanza el valor

a, )
s = 11.2.3
te = 4 ( J
4. La energia de deformacion absorbida por unidad de volumen vale
1 ol
..J/_'= — e, = _° 1124
2% T 2E (1124

n

La energia de distorsion .7, esto es, la energia debida al cambio de la forma, absorbi-
da por unidad de volumeén, es:

— I Bl
= + i 5

1= —3p % (11.2.5)

6. La tension tangencial octaédrica alcanza el valor

s, = 047 o, (11.2.6)

ol

Estas seis magnitudes alcanzan los valores indicados simultaneamente en el ensayo a
traccion que origina en el material un estado tensional simple. Pero si el estado tensional es
doble o triple, estos seis valores no se alcanzaran simultaneamente. Surje entonces la necesi-
dad de establecer si alguna de estas magnitudes puede considerarse limitativa de las cargas
que actian sobre una pieza de material elastico para que no se produzcan en la misma
deformaciones plasticas.
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Cada uno de los valores indicados que se obtienen en el ensayo a traccion han sugerido
otras tantas teorias o criterios para predecir cuando el estado tensional no es simple, el
comienzo de la accion anelastica.

Conviene hacer algunas observaciones previas al estudio de cada uno de estos criterios.
En primer lugar, que en la actualidad no existe ninguna teoria que se adapte completamente
al comportamiento real de cualquier material elastico. Sin embargo, si existen teorias que
son aplicables a grupos de materiales especificos.

Por otra parte, en el ensayo a traccion que se ha descrito anteriormente, sc ha considera-
do un material ductil, pero existen también materiales fragiles cuya tension limite es la
tension de rotura. Por eso, mas que decir que el material comienza un comportamiento no
clastico, tiene mas sentido que digamos que el material alcanza un estado limite.

Si sometemos una probeta de determinado material a un ensayo de traccion, podemos
obtener facilmente el valor de la tension altima g, bien por plastificacion o fluencia si se
trata de un material dactil, o bien por fractura si el material es fragil. Si en el mismo mate-
rial, estando sometido a traccion uniaxial, la tension es o, es evidente que la relacion entre g,
y o nos indicara el grado de seguridad de su estado terminal. De ahi que delinamos como
coeficiente de seguridad n en la relacion

G—N
n=— (11.2.7)
T

Vemos que el coeficiente de seguridad, que siempre serd > 1, es el factor que multiplica-
do por la tension ¢ que existe en el material de la pieza sometida a traccion, nos da la
tension altima o,

Nos interesa poder reducir cualquier estado tensional triple o doble a uno simple que
nos sirva de comparacion. Si tenemos un estado tensional triple en el que las tensiones
principales son g, @, y 65, supongamos que multiplicamos todas las cargas que produce el
estado tensional por un mismo nimero n, que vamos aumentando hasta que las tensiones
principales en el punto que se considera, que seran no,, N0, y nas, respectivamente, produz-
can un estado limite. Es evidente que n es el coeficiente de seguridad que antes hemos
definido para un estado tensional simple y ahora lo es para un estado triple.

Pues bien, definamos como tension equivalente, 6.4, 12 que existiria en una probeta de
ese material sometido a traccion, tal que el coeficiente de seguridad del estado tensional
dado y el de la probeta a traccion fuera el mismo (Fig. 11.6).

T 0y I Urqnn

a,

Figura 11.6.
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De esta forma, cuando el material alcanza su estado limite la tension equivalente coinci-
de con la tension Gltima o, y ésta sera igual al limite elastico o, en el caso de materiales
ductiles, o igual a la tension de rotura o, si se trata de materiales fragiles.

11.3. Teoria de la tension principal maxima

La teoria de la tension principal maxima, atribuida a Rankine *, expresa que el estado limite
en un punto de un material en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando
una de las tensiones principales extremas en dicho punto alcanza un valor igual a la tension
limite a traccion o compresion, deducido de ensayos a traccion o compresion simples.
La formulacion de este criterio seria la siguiente
o] = |o (11.3.1)

Hl'|

Gy = Oy
siendo o, y o, las tensiones ultimas a traccion y a compresion, respectivamente.

En el espacio de tensiones principales, si 6,, = |a,.]. la superficie de plastificacion seria
un cubo cuyo centro coincidiria con el origen de coordenadas (Fig. 11.7a). Como general-
mente |0, | > o, la superficie de plastificacion seria un cubo, pero el origen no coincide con
su centro (Fig. 11.7h)

a; E
i
' Ty / /
: ]
i 3 a,
: {35 / : l /
o I i T T
ity ) O ! (o) %l K
awI g, Oy i Ot g,
1 L ut
' 1
u 1
B ” :
—,"" aIlC / / ‘: ---------------
-”" o.uc
a) h)
Figura 11.7.

De aceptarse esta teoria para los materiales ductiles, en el estado tensional indicado en
la Figura 11.8 en el que la tension ¢, = o, la tension maxima seguira siendo la misma
cuando se superpone la tension ¢, de compresion, en direccion normal a .

* W. J. M. Rankine (1820-1872), eminente cientifico inglés del siglo X1x.
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Sig, = —a,, la tension tangencial maxima, que se presenta en planos que forman 45°
con la direccion de la tension o, toma el valor de a,, como ocurre en una pieza cilindrica
sometida a torsion. De lo anterior se deduciria, de ser cierta esta teoria para cualquier
estado tensional, que la tension de fluencia del material a cortadura pura tendria que ser al
menos igual a la tension de fluencia a traccion.

Como para todos los metales ductiles la tension de fluencia que se obtiene en el ensayo a
torsion es menor que la que se obtiene a traccion, se infiere que la existencia de tensiones
tangenciales relativamente grandes en un punto invalida esta teoria.

IUI 'o.

U:—o- ——— g:
l g gy
T
T
_ {_}rl rnl.‘].\ OI
rm:i.\ 2
[ g, (o] a,
-
g, - |-
a, T,
Figura 11.8.

Esta teoria se aplica razonablemente a materiales fragiles, tal como el hierro fundido*.
No obstante, tampoco es admisible su aplicacion con generalidad a estos materiales, ya que
de ser cierta se produciria la rotura por equicompresion cuando se verificase o, = ¢, =
= ¢, = 0, siendo ¢, la tension de rotura a compresion simple, lo que esta en desacuerdo
con los resultados experimentales.

11.4. Teoria de la tension tangencial maxima

Denominada frecuentemente criterio de Tresca-Guest, o simplemente criterio de Tresca™*,
expresa que el estado limite en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional

* Vease Egor P. Popov. Mecdnica de materiales. Limusa, 1982, pag. 340.
#* En |868, Tresca presento a la Academia Francesa dos notas que versaban sobre la fluencia de metales bajo
arandes presiones.



476 ELASTICIDAD

cualquiera comienza cuando la tension tangencial maxima (que se presenta, como sabemos,
en dos planos de la radiacion de vértice el punto) alcanza un valor igual al alcanzado en el
ensayo a traccion cuando se llega a la tension limite, es decir, cuando

o bien
(11.4.1)

Esta teoria es razonablemente aceptable para materiales dictiles sometidos a estados de
tension en los que se presentan tensiones tangenciales relativamente grandes. Quiere decir
que la tension limite coincide con el limite elastico a traccion a,, por lo que la expresion
(11.4.1) seria

o, — 0y =0, (11.4.2)

Esto equivale a decir que la tension de fluencia a cortadura no debe exceder a la mitad
del valor de la tension de fluencia a traccion.

Para un estado triple que no sea limite, la tension equivalente sera

a =g, — 0, (11.43)

ey

En ensayos a torsion se obtiene como valor medio aproximado de la tension de fluencia
a cortadura 7, = 0,57 g,, lo que nos indica que para tal estado tensional la teoria de Tresca-
Guest acusa un error de un 15 por 100 aproximadamente en sentido favorable a la segu-
ridad.

Podemos representar graficamente la condicion (11.4.2) en el espacio de tensiones prin-
cipales, es decir, respecto a unos ejes cartesianos a,, a,, a, cuyas coordenadas midan las
tensiones principales en los puntos del material, sin prejuzgar el orden que siempre hemos
supuesto.

El criterio de Tresca-Guest se expresard mediante las ecuaciones

o, — 0, = + a,
o, — 6, = + a0, (11.4.4)

06y — 0, = ko,

o bien mediante la ecuacion unica que las comprende
(o, — a,)° — 62]l(o, — 03)* — a][loy — ¢,)* — 2] =0 (11.4.5)

que no es otra cosa que la ecuacion de la superficie de plastificacion, formada por
seis planos, paralelos dos a dos y paralelos todos ellos a la trisectriz o linea hidrostatica
g, = a, = g, (Fig. 11.9).
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Estos seis planos se cortan formando un prisma de eje la trisectriz del octante positivo,
cuya seccion recta es un hexagono regular. Si el punto representativo del estado tensional de
un punto interior del solido es interior a este prisma, indica que el solido trabaja en régimen
elastico en el punto que se considera. Si por el contrario, el punto representativo esta conte-
nido en alguna de las caras del prisma esto significa que en el punto del solido se producen
deformaciones plasticas.

ay

Figura 11.9.

Si las tres tensiones principales tienen valores aproximadamente iguales, las tensiones
tangenciales seran muy pequenas, segun se desprende del circulo de Mohr. Se producira la
fractura fragil antes de que el material empieza a fluir, por lo que no sera aplicable en este
caso la teoria de la tensién tangencial maxima.

Para los estados tensionales planos, la expresion (11.4.5) se reduce a

[o, — 0,)* — a2l (03 — 02)(0f — a2) = 0 (11.4.6)

Si representamos esta ecuacion en el plano @, ¢, obtenemos el hexagono (Fig. 11.10)
cuyos lados vienen definidos por las ecuaciones

0y — 0, = i O,
g, + o, (11.4.7)
oy = + T,

Este hexagono no es sino la interseccion de la superficie de plastificacion con el plano
coordenado a5 = 0 en el espacio de las tensiones principales. Si el punto representativo del
estado tensional plano en un determinado punto del solido elastico es interior al hexagono,
el solido trabaja en ese punto en régimen elastico. Si, por el contrario, el punto representati-
vo se encuentra sobre el contorno del hexagono, significa que en el punto considerado del
solido elastico se producen deformaciones plasticas.
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Figura 11.10.

11.5. Teoria de la deformacion longitudinal unitaria maxima

Esta teoria conocida con el nombre de teoria de Saint-Venant * expresa que el estado limite
en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando
la deformacion longitudinal unitaria maxima es igual al valor ¢, obtenido en el ensayo a
traccion cuando el material alcanza la tension altima.

g = — (11.5.1)
Como la expresion de la deformacion longitudinal maxima es

1
& T [”1 - ;u{rfz + fr}.)] = J_ (11.5.2)

mix T E E
la tension equivalente sera
Oequiv = 0 — @, + a3) (11.5.3)

De ser acertada esta teoria para materiales ductiles, en un punto interior al solido elasti-
co, en el que existiera un estado tensional simple tal como el indicado en la Figura 11.11a,

* B. de Saint-Venant (1797-1886), cientifico francés al que se debe el método semi-inverso que aplico a la
resolucion del problema elastico en barras de seccion no circular sometidas a torsion.
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empezaria la fluencia cuando la tension principal o, es igual a o, en virtud de (11.5.1), pero
si el estado tensional fuera el indicado en la Figura 11.11b, como la expresion de la deforma-
cion longitudinal unitaria en la direccion de o es:

a, s
e = — u— 11.54
£ I L I3 ( )

la fluencia no se iniciara sino para un valor de ¢, superior a o,.

(F.. —] — 0,

lo o

a) b)
Figura 11.11.

Pero si la tension o, es de compresion, la deformacion longitudinal unitaria seria ahora
E=— + p—= (11.5.5)

y la fluencia se iniciaria para un valor de ¢, inferior a a.,.

Esta teoria, igualmente a lo que ocurre con la de la tension principal maxima, es acepta-
ble cuando el material rompe por fractura fragil, pero no lo es cuando la accion anelastica se
produce por fluencia.

11.6. Teoria de la energia de deformacion

Expresa esta teoria, propuesta por Beltrami y por Haigh, que el estado limite en un punto de
un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando la energia de
deformacion absorbida por unidad de volumen de un entorno de dicho punto es igual a la
energia de deformacion absorbida por unidad de volumen cuando el material alcanza la
tension ultima en el ensayo a traccion.

Esta teoria difiere de todas las que se han expuesto anteriormente, ya que en aquéllas se
comparaban valores de tensiones o deformaciones en el estado triple y en el caso que el
material se sometiera o un ensayo a traccion, mientras que en éste se comparan los valores
que toma una magnitud escalar, como es la energia de deformacion o potencial interno, en
el estado triple y en el estado simple equivalente.

La formulacion de este criterio se hace de forma inmediata teniendo en cuenta la expre-
sion de la energia de deformacion por unidad de volumen que se ha visto en el capitulo
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anterior, particularizada para el caso que los ejes del sistema de referencia sean coincidentes
con los ejes principales.

T = i{rr{* + 03 + o3) — E(crlcr2 + 0,05 + 0,0;) = Tu
2E E ; 2E
o bien:
o} + 0% + a3 — 2u(0,0, + 0,05 + 0,0,) = 0 (1.6.1)
La tension equivalente en este criterio es
Cequiv = \/o':f + 03 + 03 — 2u (0,06, + 0,05 + 0,03) (11.6.2)

De aceptar esta teoria para materiales ductiles, el valor dado por :7en la expresion
2
:

‘ o, . : . .
anterior no puede exceder el valor o5 sin que comience a fluir el material, ya que para estos

materiales 0, = ¢

6} + 63 + 63 — 2u(0,0, + 0,05 + 0,03) = 0 (11.6.3)

En el ensayo a torsion,en el que 6, = —a, = 1; 0, = 0, segln este criterio, la plastifica-
cion comenzaria cuando la tension tangencial maxima verificara
4+ 2utr =201+ p =0l
Tomando como valor del coeficiente de Poisson p = 0,25, la tension tangencial de
fluencia seria

a a

T, = e = "¢ —0630,

TV 4+ ) /25

valor que es superior al obtenido en los ensayos experimentales, 7, = 0,577 t,.
Si representamos este criterio de Beltrami y Haigh en el espacio de tensiones principales,
la superficie de plastificacion viene dada por la ecuacion

ol 4+ 63 4+ 03 — 2u(o,0, + 0,05 + 6,0;) — s =0 (11.64)

que corresponde a un elipsoide de revolucion cuyo eje coincide con la trisectriz (Fig. 11.12).
El radio de la circunferencia maxima, interseccion del elipsoide con el plano o, + o, +
+ o, = 0 perpendicular a la trisectriz es

a

= (11.6.5)
\/1 + nu

r
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=0, =0,

a,

Figura 11.12.

En un estado tensional doble, la expresion de este criterio se reduce a

2 (11.6.6)

ot + 03 — 20,0, = o

que es una elipse interseccion del elipsoide de revolucion con el plano o5 = 0 (Fig. 11.13)
cuyas longitudes de los semiejes son

T, a,
. b= (11.6.7)

g

Figura 11.13.

La falta de coincidencia de los resultados de aplicar este criterio, con los obtenidos en
los ensayos experimentales, estriba en que el criterio de Beltrami y Haigh vincula toda la
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energia de deformacion al proceso de plastificacion y, como veremos en el epigrale siguiente,
solo se vincula una parte de la energia de deformacion a la plastificacion del material.

11.7. Teoria de la energia de distorsion de von Mises

Propuesta por von Mises fue el fruto de los trabajos analiticos de Huber y Henchy y expresa
que el estado limite en un punto de un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera
comienza cuando la energia de distorsion por unidad de volumen en un entorno de dicho
punto es igual a la energia de distorsion absorbida por unidad de volumen cuando el mate-
rial alcanza la tension limite en el ensayo a traccion.

Para llegar a la formulacion analitica de esta teoria veamos cudl es la expresion de la
energia de distorsion en un estado tensional triple, en el que las tensiones principales son a;,
75, 03

Nos apoyaremos en la propiedad de que la energia de deformacion por unidad de volu-
men se puede descomponer en dos partes, una de ellas .7, debida al cambio de volumen y
otra .7, vinculada a la distorsion o cambio de forma a volumen constante de dicho volumen
unitario, como esquematicamente se indica en la Figura 11.14.

ﬂ’.l (Tm (J'] Oy
—_— —_— ¥ ——
0y @y, a, =0,
u'l’ a, g’ —a,
Figura 11.14.
. .. . g, + o, + 04
en donde 6, es la equitension media a,, = — 32 2,
La energia de deformacion por unidad de volumen es:
g 7a 7 I 2 2 2 H 1
S =+ Ty = E(m + 03 + 03) — E{fﬂ”z + 0,03 + 0,03) (11.7.1)

La debida al cambio de volumen es:
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y como por la ley de Hooke

1
fm = E‘ [ﬂ—"' = plo, + ﬂni}] = % (1 —2p
queda:
_ 3on + 0, + 0,
=20 gy 2 Oy, (11.7.2)

6F

La energia por unidad de volumen debida al cambio de forma se puede obtener como
diferencia entre .7y 7,

(6, 4+ 0, + 05)°

_ _ , {
Sy= 7 = .-/;,:’—E(rrf —I—ﬂ'i—i—crﬁ}—%{rrlrr2 + 0,65 + 0,0;) — oF (1 =2
Simplificando, se obtiene:
_ 1 + u 3
e = 65’ (6, — 0,)* + (6, — 03)* + (05 — a,)7] (11.7.3)

Esta cuestion, particularizada para un estado tensional simple, nos da:

_ I + u 1 + u
7, (}E; (63 + ¢?) = 3F" o (11.7.4)

Por tanto, seglin esta teoria para materiales ductiles no apareceran deformaciones plas-
ticas hasta que se verifique:

I + p ) , I + p .
6E; (6, — 05 + (6, — 03)* + (63 — 7,)*] = QE! a? (11.7.5)
es decir:
o, — 6,)* + (6, — 03)> + (65 — 0,)*] = 2% (11.7.6)

De esta expresion se deduce la correspondiente a la tension equivalente

1 2 . 2
Tequiv. = \/5 [((,r] - 02J2 + [0—2 - 0—])‘_ + {n—_-s - O—I)‘-] (II??]

La expresion obtenida del criterio de von Mises nos indica que la superficie de plastifica-
cion es un cilindro de revolucion cuyo eje es la trisectriz ¢, = g, = a4 (Fig. 11.15).
Segtin vemos, la diferencia entre esta teoria y la expuesta en el epigrafe de la energia de
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deformacion estriba en que en aquélla todo el potencial interno esta vinculado al comienzo
de la accion anelastica, mientras que en la de la energia de distorsion el potencial interno
que determina la aparicion de deformacion plastica es solamente la parte debida al cambio
de forma.

a,

Figura 11.15. Figura 11.16.

En el caso de estados tensionales planos, la expresion del criterio de von Mises se
reduce a

(6, — 6, + 063 +0f =20’
o bien
a1 + 03 — 0,0, = 0, (11.7.8)

ecuacion de una elipse que se representa en la Figura 11.16. En la misma figura se ha dibuja-
do a trazos el hexagono que para los estados tensionales planos se ha obtenido con el
criterio de Tresca. De su observacion se deduce que la superficie de plastificacion del criterio
de Tresca, el prisma que hemos visto de seccion recta hexagonal regular, esta inscrito en el
cilindro de plastificacion del criterio de von Mises.

En un estado de cortadura pura, tal como el que se presenta en un prisma de revolucion
sometido a torsion (Fig. 11.17), se verifica

06, =06:0,=0;0y,=—0

La energia correspondiente al cambio de volumen es nula, por ser a,, = 0.
La energia de distorsion, segun (11.7.4), seria:

_ I + , I + ,
7 = T‘”(a—z b2 440 = T“r (11.7.9)
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M

ag, 0,

5}

s e £ e

o,=—0 | 0,=0

Figura 11.17.

Seglin la teoria de la energia de distorsion, la fluencia comenzaria para un valor de
7., tal que

1+;1T2_1+,u2

E ¢ 3E e
de donde:

T

T, = \/"5 = 0,577 o, (11.7.10)
que es totalmente acorde con los resultados experimentales obtenidos con materiales duc-
tiles.

11.8. Teoria de la tensién tangencial octaédrica

Algunos autores dan otra interpretacion fisica al criterio de la energia de distorsion conside-
rando las tensiones octaédricas que se definieron en 2.11.

Segtin (2.11.3), la tension tangencial octaédrica en funcion de las tensiones principales
tiene por expresion

1
Ty = §\/{ﬂ'| — 6, + (06, — 03 + (065 — 7,) (11.8.1)

En un ensayo a traccion, cuando se alcanza la tension de fluencia, la tension tangencial
octaédrica toma el valor:

1
T, = i,fZ ol = 047 o, (11.8.2)
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La teoria de la tension tangencial octaédrica toma como base ésta y se puede enunciar
de la forma siguiente: la accion anelastica en un punto de un cuerpo en el que existe un
estado tensional cualquiera comienza cuando la tension tangencial octaédrica t, se hace
igual a 0,47 o,.

Es decir, las deformaciones plasticas aparecen cuando

ta

1
i\/("'l — 0, + (0, — 03)* + (03 — 0,) =

o lo que es lo mismo:
(0, — 03> + (6, — 03 + (65 — 0,)> = 20} (11.8.3)

Esta teoria, en términos de tensiones, es equivalente a la de la energia de distorsion de
von Mises, por lo que sera indistinto utilizar una u otra.

Numerosas experiencias realizadas con materiales ductiles han puesto en evidencia que
la teoria de von Mises, o su equivalente de la tension tangencial octaédrica, son las que
explican de un modo mas satisfactorio el comienzo de deformaciones plasticas en estos
materiales sometidos a cargas estaticas.

11.9. Teoria de Mohr

Las teorias acerca del comienzo de las deformaciones anelasticas expuestas en los epigrafes
precedentes, y de forma especial la de la tension tangencial maxima, han servido de base
para la llamada teoria de los estados limites de Mohr que es quiza la mas aceptada hoy dia.
Una version de esta teoria es la propuesta por A. Caquot en 1935 y que se conoce con el
nombre de teoria de la curva intrinseca.

Dado un estado tensional arbitrario supongamos que multiplicamos todas sus compo-
nentes por un mismo numero n, lo que equivale a decir que obtenemos un estado tensional
homotético al dado de razon de homotecia n. Si vamos aumentando el valor de n llegara un
momento en que el estado de tension en el cuerpo es limite, es decir, o se produce la rotura o
apareceran deformaciones plasticas. Dibujemos para este estado tensional limite el mayor
de los circulos de Mohr (Fig. 11.18).

Procedamos con el mismo material de la operacion anterior a variar homotéticamente
diferentes estados de tension en sus puntos hasta alcanzar el estado limite. Para cada uno de
ellos dibujamos el mayor circulo de Mohr correspondiente. La teoria de Mohr admite la
unicidad de la curva envolvente de los circulos de Mohr para los estados limites y su inde-
pendencia de los valores que toman las tensiones principales intermedias. La forma de esta
envolvente, llamada curva intrinseca, es una caracteristica mecanica del material que depen-
de de las propiedades fisicas del mismo.

Si se conoce la curva intrinseca de un material, la determinacion del coeficiente de segu-
ridad de un estado tensional dado es inmediata: dibujariamos el circulo homotético al de
Mohr correspondiente al estado tensional dado, que sea tangente a la curva intrinseca. La
razon de homotecia es precisamente el coeficiente de seguridad, ya que éste se define como
el nimero por el que hay que multiplicar la matriz de tensiones para obtener la correspon-
diente a un estado tensional que fuera limite.

Ya se comprende la dificultad de obtener con exactitud la curva intrinseca de cada
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material, por lo que nos contentaremos con la solucion aproximada de considerar como
curva intrinseca las tangentes comunes a los circulos limites correspondientes a los ensayos
de traccion y compresion simples (Fig. 11.19).

Denominaremos o, y a,, las tensiones de fluencia a traccion y a compresion respectiva-
mente, valores que, en general, para los diversos materiales, son distintos.

Supongamos ahora un material sometido a un estado tensional cualquiera, cuyas ten-
siones principales son a,, g,, 0;. La teoria de Mohr se basa en la determinacion de la
tension equivalente para su comparacion con la tension de fluencia o, que es la que en el
ensayo a traccion determina el comienzo de las deformaciones plasticas en el material.

[

f (0] g, (o) a,

[y el

Figura 11.18. Figura 11.19.

Calcularemos, pues, el valor de 6., en el supuesto de que la curva intrinseca esté
formada por las tangentes a los circulos de Mohr limites a traccién y a compresion. Para
un cierto estado tensional, cuyas tensiones principales extremas son ¢, y o5, apliquemos
una homotecia de razon n para que el estado dado se convierta en un estado limite.
Geométricamente, equivale a encontrar un circulo de diametro ¢ — ¢4 que sea tangente

a la curva intrinseca, homotético al de diametro ¢, — &, con centro de homotecia el
origen 0, tal que 6y = no ;03 = n o,
T
B

Figura 11.20.
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Si Ces el punto de tangencia de este circulo con la curva intrinseca y trazamos por C una
paralela al eje de abscisas, que corta a los radios de los circulos limites a traccion y compre-
sion, perpendiculares a la curva intrinseca, en los puntos D y E respectivamente, de la Figu-
ra 11.20 se deduce:

AD  BE

DC = EC
—~ O, 01 — 03 — 0y + 03 o0,
AD = —_—— — D —_ —_—
2 2 ’ c 2 2
— a,. oy — o5 S a, + oh (O
BE=*— —— = EC=——~— =
2 2 2 2

Sustituyendo estos valores en la anterior proporcion, se tiene:

g, — () — ‘7(1) O — (01 — %) (11.9.1)

r-]JI + UE‘ + n-('l'

[

oy + a5 — @

et

Eliminemos ¢, ¢, teniendo en cuenta que ¢} = n o, 65 = n o, y despejemos el valor
del coeficiente de seguridad

n=—Je (11.92)

Para el estado tensional en la probeta a traccion el grado de seguridad es

n = e (11.9.3)

rfcq uiv

De la condicion de ser ambos valores iguales, segin se desprende de la definicion de
tension equivalente, resulta

Oequiv = 0y — k 04 (11.9.4)

siendo k el cociente entre las tensiones que corresponden al limite elastico a traccion y a

compresion.

El criterio de Mohr se podria enunciar asi: la accion anelastica en un punto de un cuerpo
en el que existe un estado tensional cualquiera comienza cuando entre las tensiones extre-
mas o, y ¢, se verifique

[

o, — koy =0, (11.9.5)
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siendo k el cociente de los valores absolutos de los limites elasticos a traccion y a compre-
sion del material.

EJERCICIOS

I1.1.

En un material, cuyas tensiones de fluencia a traccion y a compresion simples tienen el mismo
valor absoluto, se dan los tres estados de tension indicados en la Figura E11.1, estando expresa-
das las tensiones en kp/cm?. Averiguar cuil de los tres estados tiene menor coeficiente de seguri-
dad aplicando los diversos criterios de plasticidad.

El coeficiente de Poisson es 1 = 0,25,

200 |?un 300
' |

t—s- o e
1.000 200 800

400 200
a) b) )

Figura E11.1.

I. Criterio de la tension principal maxima.

El coeficiente de seguridad menor seri el del estado cuya tension principal maxima sea
mayor, es decir, el estado (a).

2. Criterios de Tresca y de Mohr.

Como k = 1, al ser iguales en valor absoluto las tensiones de fluencia del material a
traccion y a compresion simples, estos dos criterios son coincidentes. Calculemos la tension
equivalente .,y = ¢, — @, en cada caso:

@) Ouguy = 1.000 — 200 = 800 kp/cm>.
b) Gupn = 700 — (—200) = 900 kp/cm?.
€) Oequiv = 800 — 0 = 800 kp/cm?.

Por tanto, el estado de menor coeficiente de seguridad, segin los criterios indicados, es
el (h). Los otros dos estados, desde el punto de vista de la seguridad, son equivalentes.
3. Criterio de la deformacion longitudinal unitaria maxima.

La tension equivalente, 6oy = 0, — plo, + a3), en cada uno de los tres estados es

@) Gequy = 1.000 — 0,25 (400 + 200) = 850,
b) Gequy = 700 — 0,25 (200 — 200) = 700.
¢) Gequn = 800 — 0,25 - 300 = 725.

Segun este criterio, el estado que estaria mas cercano a la fluencia seria el (a), es decir, éste
seria el estado que tiene menor coeficiente de seguridad.
4. Criterio de von Mises o su equivalente de la tension tangencial octaédrica.
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Si se aplican estos criterios, la tension equivalente, 6,4,y =

1 .
Sloy - 5, + (6, — a3 + (65 — o,)*]. en cada uno de los estados que se consi-

deran, toma los siguientes valores:

1 —
4) Oequiv = \/ 5[(1.000 — 40007 + (400 — 200)* + (200 — 1.000)*] = 10* /52.

1 a 2 I
b)  Geguiv = —2-[(700-200]2 + (200 + 200)* + (=200 — 700)7] = 102 Vol

I ) .
) Gequiv = \/ = [(800 — 3001 + (300 — 0)* + (0 — 800)*] = 10* NED

Se observa que de los tres estados que se consideran el de menor coceficiente de seguridad
es el (b).

11.2. Enuna pieza de determinado material sometida a flexion simple existe el estado tensional plano
indicado en la Figura E11.2. Comparar los criterios de Tresca y de von Mises, representando

T a
graficamente la variacion de la relacion — en funcion de la relacion —.
o’l‘ al‘
Aplicar los resultados obtenidos para determinar la tension normal ¢ en una pieza de acero
sometida a flexion simple cuando se inicie la fluencia, sabiendo que o, = 4.200 kp/em*y © =

= 2.100 kp/cm®.

g_| 1._ :

a, a,

-

Figura E11.2. Figura E11.2a.

a) De acuerdo con el criterio de Tresca.
b) De acuerdo con la teoria de von Mises o su equivalente de la tension tangencial oc-
taédrica.

Determinemos las tensiones principales del estado tensional dado utilizando el circulo de
Mobhr (Fig. E11.2q).
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r}‘ o —

I ! 2 2

g, = 3 + /2" + 1
g, =0

a e E—

gy = 5~ Va2 + 1t

a) Segun el criterio de Tresca. la plastificacion comienza cuando:

2

6y — 0y =262 + P =0

() +() =

b)  Siaplicamos el criterio de von Mises, en ¢l comienzo de las deformaciones plasticas se
verifica:

e

es decir:

N . _ , 1 +
Sy = ! [(o, — a,)* + (o, — r:r3,\“ + (03 — a,)7] =

I+
— T
6F

1o,
2 22:'
3 0 T =g

es decir

. . . T g )
Las dos funciones analiticas que relacionan — y — corresponden a sendas elipses, cuya
a

p
representacion grafica se indica en la Figura E11.2b.

T
o,
Criterio de von Mises
0,6 +
0,5 f——mccc ,
1/ 1
s
Criterio '
de Tresca |
I |
0 0,5 1

SIS

Figura E11.25.

Si 6, = 4.200 kp/em? y © = 2.100 kp/em? al iniciarse la fluencia, el cociente — = 0.5,
a

o
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Segun se desprende de la figura, aplicando el criterio de Tresca el punto correspondiente

.. . . a
esta situado en el ¢je de ordenadas, es decir — = 0, de donde:
T

e

ag=10

Si aplicamos el criterio de von Mises, el punto en la grafica serd ahora el M. que correspon-

T .
de a — = 0,5, es decir
a

@

g = 2.100 kp/em?

11.3. Obtener el coeficiente de seguridad correspondiente al estado plano de tension que se indica en la
Figura E11.3 utilizando los criterios de Rankine, Tresca y von Mises. Se conoce la tension de
fluencia del material a traccién o,.

Mediante la construccion del circulo de Mohr (Fig. E11.3a) se obtienen los valores de las
tensiones principales.

T
o2 M (o, a/2)
Gﬂ
0_1 1_0
al2
al2 % G
a)
Figura E11.3. Figura E11.3a.
a
rJ“ —_ —_—
2

I \/(Z J) - (;) RS

Por tanto, las tensiones principales en el punto considerado son:
a — a
a,:d—lll+\;"3]; ch:O;rrj:Z(l—VG}

y el coeficiente de seguridad pedido sera:
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a) Criterio de Rankine:

‘Tt ﬂt‘
n=-—"=
a, LI5S ¢
b)  Criterio de Tresca:
a /13
Tequiv = 0 — O3 = ~
—

¢) Criterio de von Mises:

| 5 5
Toquiv = 5 [{61 - 0';.:' + |t’f: — f)'])

_ *T_S\@ 040

11.4. Un bloque de determinado material, cuyas caras laterales estan libres, esta sometido a una
compresion uniforme o (Fig. E11.4a). Este mismo blogue se introduce en un hueco de paredes
rigidas de exactamente sus mismas dimensiones y se aplica la compresién uniforme o, como se
indica en la Figura E11.4b. Estudiar el efecto que produce la limitacion de las deformaciones
laterales en el caso (b) de acuerdo con la teoria de Mohr.

I I a 0
X\\Q\E §\&

N ~

N N

N\ N

N N

N N

== N AT

a) b)

Figura E11.4.

a) Silas caras laterales estan libres, las tensiones principales son: g =0,=00,=—0
por lo que la tension equivalente en este caso es, seglin la teoria de Mohr

Oequiv = 0y — k 0y = ka
siendo k el cociente entre los limites elasticos a traccion y a compresion del material,

b)  De la condicion de ser nulas las deformaciones transversales se obtiene el valor de la
tension normal a las caras laterales del bloque en el caso de estar introducido éste en el hueco.

1 !
b =20 —plo+0)]=0 = o= ——F 4
E I —
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Las tensiones principales son:

i
1 —

0, =0y = — g ;0= —0

de las que se deduce la tension equivalente correspondiente

! ) [T
Oequiv = o+ kao=1k— o
1 — 1 — u

De las expresiones obtenidas para a.,,, en cada caso, se observa que la limitacion de las
deformaciones laterales hace disminuir el valor de la tension equivalente.

11.5. Un prisma de fundicion de tensiones o, = 100 N/mm? o, = 200 N/mm?; coeficiente de Pois-
son i = 0,3, de base cuadrada cuya longitud del lado es a = 50 mm, esta introducido en un
hueco de las mismas dimensiones, cuyas paredes se consideraran perfectamente rigidas. Se so-
mete al prisma a un esfuerzo de compresion de F = 25 - 10° N, que se reparte uniformemente
sobre su base superior. Se pide calcular el coeficiente de seguridad.

e [T

Pz //////',
2 Z
7 _
{/ L //‘.’4

Figura E11.5.

Tomando un sistema de referencia cartesiana cuyo eje z sea coincidente con la linea de
accion de F, y ejes x ¢ y paralelos a los lados del cuadrado de su seccion recta, las deformacio-
nes longitudinales &, y &, seran, en virtud de las leyes de Hooke

&y = E [O’,M. — M (ﬂ'"_\, + n—u:]] =0
1
":y = E- [O—ny — U (gle + gl‘l:}] =0

que son nulas, por ser las paredes del hueco perfectamente rigidas. Como por razon de sime-
tria o, = o,,, de estas ecuaciones se deduce

ny*
T (l - .I“] = H O,
Ahora bien, como

25-10 N _ )
= = - —_— e — = — 0 =
Oyz a2 5 . 102 mmz 10 N;’mrn
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i, 0,3 - 100 _ 5
Ty = Oy = — = — = _42.8(1 N_.-"m m-
' : 1 — 0,7

las tensiones principales, ya ordenadas, seran:
6, = 0, = —4286 N/mm?*; o; = — 100 N/mm?

La tension equivalente, segln la teoria de Mohr, es:

T,

1
=0, — ko, = —4286 + - 100 = 7,14 N/mm”

Uiy

y, por consiguiente, el valor del coeficiente de seguridad sera:

a, 100

n = = =

Oequn 14

ey

En una pieza de porcelana, cuyas tensiones de fluencia a traccion y a compresion simples son
respectivamente: ,, = 30 kp/em? y o,. = 120 kp/em’, el estado tensional mas desfavorable es el
indicado en la Figura E11.6.

Calcular el coeficiente de seguridad, aplicando

a) La teoria de Mohr.

b) El criterio de Tresca.

¢) El criterio de Rankine.
d) El criterio de von Mises.

A 18 kp/em’

o e

12 kp/em®

Figura E11.6.

Dibujamos los circulos de Mohr correspondientes a los estados limites de traccion y com-
presion simples. Tomaremos como curva intrinseca las tangentes a ambos (Fig. E11.6a).

Construimos el circulo de Mohr del estado dado: el centro C es el punto medio de MA:M
(—18, —12); A (0, 12) y radio CA. o

Observamos que el angulo 2 que forma el radio CA con el eje de abscisas

oy M4
BT TR T3

es el mismo que forma con el eje de abscisas ¢l radio PF que une el centro del circulo de
compresion con el punto F de tangencia de este circulo con la curva intrinseca.

En efecto, tracemos por el centro T del circulo limite a traccion una paralela a la curva
intrinseca y sea N ¢l punto de interseccion de esta recta con PF (Fig. E11.6a).
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Figura E11.6a.

Si TPN = 2 o', en el triangulo PNT, rectangulo en N, se verifica

. PN 60 — 15 45 3
c0s 2 = — = — = — = —
PT 60 + 15 75 5

4
de donde tg 2 o' = 3= 20 =2

Por tanto, el circulo de Mohr limite, homotético del correspondiente al estado dado, sera
tangente a la curva intrinseca en A’, punto perteneciente al eje de ordenadas.

Por otra parte, del circulo de Mohr se deducen facilmente los valores de las tensiones
principales

18 1832 , _~ 6 kp/ecm*®
= —— + — 22 = -9 + 1
1.3 2 " ( ) o EEAN —24 kp/em?
g, =0

El coeficiente de seguridad valdra, segin se desprende de la Figura E11.6a:

a) Aplicando la teoria de Mohr:

|

AA"  OA + AE cotg 2a  OA + CT cotg 2a 12 + 24,

OA

e

+
OA OA OA - 12

2|
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b) Aplicando el criterio de Tresca

a, 30
n = = = |
g, — 0, 6 + 24

¢) Aplicando el criterio de la tension principal maxima o de Rankine

d) Aplicando el criterio de la energia de distorsion de von Mises

G 30 30
n= - = =——=| 1,09

2 ] 2 ~ 9 2?‘5
5 [(a, —a)" + (o, — ”_x}z + (645 — 0'1)2] 5 (67 + 24° + 307)

Los resultados obtenidos nos indican que segin el criterio de von Mises el material de la
pieza de porcelana, en el punto que se considera, estaria en régimen elastico, pero cercano al
régimen plastico. El criterio de Tresca nos indica que el material se encontraria en el limite del
comportamiento elastico y estarian comenzando deformaciones plasticas. Por el contrario, la
aplicacion de los criterios de Mohr y de Rankine nos dice que el material esta en régimen
elastico y lejano de que comiencen las deformaciones plasticas; doblemente lejano segun el
segundo criterio respecto del primero.

No debe extrafiar esta disparidad en los coeficientes de seguridad obtenidos, ya que la
porcelana es un material fragil al que no son aplicables los criterios de Tresca y de von Mises,
que explican bien, como sabemos, el comportamiento de los materiales ductiles pero no el
comportamiento de los materiales fragiles.

Sometiendo cilindros de hormigén a la combinacién de una compresion axial y compresion
hidriulica sobre la superficie lateral, se ha encontrado experimentalmente que la tension de
compresion axial g, que determina el comienzo de deformaciones plasticas cuando la presion
hidriulica lateral es p, viene dada por la ley

]

G, = 0, + 4,1 p

siendo o, |a tension de fluencia en el material a compresion simple. Determinar la ecuacion de la
curva intrinseca.

Obtendremos la ecuacion de la curva intrinseca hallando la envolvente de los circulos de
Mobhr limites.

La ecuacion de uno de estos circulos para la presion hidrostatica lateral p es, segun se
deduce facilmente del circulo de Mohr de la Figura E11.7.

’ a, + pY . (o — PV
(J“_T)_i_T_T
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Figura E11.7.

Sustituyendo en esta ecuacion la ley dada de a7}, se obtiene:

s , 3
Tee _9555) 4 o2 — % _
(f"n ) 2,55 p) + 1 (2 + 1,55 p) =0 (1

que representa una familia de circunferencias —una para cada valor de p— cuya envolvente
podemos calcular eliminando el parametro p entre la ecuacion f(a,. 7, p) = 0y su derivada
con relacion al parametro dffdp = 0

[

~2-255(0, — "2 —255p) — 21,55 ( £

+ 1,55 p) =0 (2)

de donde:

(o )55 31 [a,, L 155
Op — =f = 255p == + 1,
L F=51\2 P

Despejando de esta ccuacion el valor de p
p = 062200, — 0,1219 g,

y sustituyendo en la ecuacion (1), se tiene:

T, \EE 5
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517 — 312 .
(050, + 155062200, — 0.1219 6,)]

wn |

Operando, se obtiene linalmente

t = + (0.2470 o, + 0,7655 7,)

ecuacion de dos rectas simétricas respecto del eje de abscisas.

11.8.  En los puntos de un cubo elastico de arista @ = 1 m, la matriz de tensiones respecto de un
sistema de referencia cartesiano ortogonal Oxyz, viene definida por:

bx 0 0

[T] = b( - ‘5’) 0

.
0 0 b _
(\z 2 )

siendo b una constante, » = 10° kp/m®. El cubo elistico es de un material con tensiones de
fluencia a traccién y compresion respectivamente.

0, = ba;a, = —2ba.

Se pide:

1.  Comprobar si el estado de tensiones dado es fisicamente posible.

2. Aplicando el criterio de von Mises, expresar si el punto de coordenadas (0, 0, 0) se
comporta elasticamente.

3. Particularizar la matriz [T] para los puntos del cubo pertenecientes a la trisectriz del
primer cuadrante. Dibujar la envolvente de los circulos de Mohr C,, correspondientes a dichos
puntos.

4. Aplicando la teoria simplificada de Mohr, determinar el punto de la trisectriz que pre-
senta un estado tensional limite. Indicar qué zona de dicha trisectriz se encuentra en régimen
elastico y qué zona en anelastico.
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5.° Igual que el apartado anterior pero aplicando el criterio de Tresca-Guest.

1. Ala vista de la forma que tiene la matriz de tensiones, cuyas componentes son funcio-
nes lineales, se deduce que la matriz de deformacion tiene componentes lineales tambien.
Como las ecuaciones de compatibilidad son ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden entre las deformaciones, se verificaran idénticamente. Por consiguiente, queda compro-
bado que el estado tensional dado es fisicamente posible.

2. Las tensiones principales en el origen de coordenadas son:

I 3at
a|=0;03=—£;n’j——%}

Segun el criterio de von Mises, en ese punto el comportamiento es elastico si se verifica
(6, — a,)* + (65, — 03)* + (03 — a,) < 20} =24 b*

y el comportamiento es anelastico en caso contrario.
Como sustituyendo valores se tiene:

a’h? N 49 a*h? N 9 ab? 67 232 5 2 g2
= — g” “h
9 36 4 TR

el comportamiento del origen de coordenadas es anelastico.
3.° Enlos puntos de la trisectriz x = y = z, las tensiones principales, segiin se desprende
de la matriz de tensiones, son:

, : ;
o, =bx;o, = b(x - g);ﬁ = b(x — 7”)

Los circulos de Mohr C, tienen de radio

/ \ 75 kglem’

Figura E11.84a.
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que es constante ¢ independiente del punto sobre la trisectriz. Las envolventes de estos circu-
los son las rectas

que se dibujan en la Figura El1.8a.
4° La tension equivalente, segun la teoria simplificada de Mobhr, es:

(I 3 b: 3 ab
=0, — koy = bx ~—;h(.\‘——ﬂ)=£+ :

O—uqlli\-

3

rA

De esta expresion se deduce que en los puntos en los que el comportamiento es elastico se
verificara

bx 3 ab bx ab a
=5 <g,=abh=— < —=x 5

4 of
Por tanto, los puntos de la diagonal del cubo comprendidos entre el origen de coordena-
. a . . .
das y el centro del mismo (.\- < 5 ) se encuentran en régimen elastico, mientras que para los

) . . -
restantes (_\' > 3) el comportamiento cs anelastico.

5 La fluencia, seglin el criterio de Tresca, comienza cuando

1l

5
ra

,.\
=

_ & r’rn‘f
miax By Y
£ &

Como para los puntos de la trisectriz se verifica:

6, — a; 3ab _ ab

2 4 2

se deduce que todos los puntos de la trisectriz, que coinciden con los de la diagonal del cubo
elastico considerado, se encuentran en régimen anelastico.

La placa de la Figura E11.9 se encuentra sometida a un estado plano de tension, siendo las
distribuciones de tensiones normales y tangenciales en el contorno las indicadas. Las tensiones se
expresan en kp/cm? cuando las coordenadas se expresan en dm.

CEy 2 12 ol
A (0,0) D (4,0) 2‘ =

Figura E11.9.



502 ELASTICIDAD

Se pide:

1. Expresiones de las tensiones en un punto cualquiera de la placa.

2. Determinar el estado tensional en el punto E(3,1) para un elemento cuyos ejes forman
45" con los ejes x e y.

3. Valor de la tension de fluencia del material para que en el punto E, y en las condiciones
citadas, se inicien las deformaciones plasticas, aplicando el criterio de von Mises.

[."  Ensayaremos una funcion de Airy polindémica de 3. grado.
¢ = Ax? + Bx?y + Cxy* + Dy’ + Ex? + Fxy + Gy*

que por ser de 3. grado verifica la condicion de biarmonicidad.
La solucion de tensiones que de ella se deriva es:

12
(
Ope = ?b =2Cx + 6Dy + 2G
dy”
a :{I-rﬂ=6f‘|_\' + 2By + 2 E
S -
[ﬂl rp ) ,
T_‘.J, = — m = —2 Bx — 2 C_\' — F

Las constantes las determinaremos imponiendo las condiciones de contorno.

* Parax =0 : a_= —2

nx

6Dy +2G=-2 = D=0 G= —1

Parax =4 ; o, =2

|
8C+2G=2 = Cz;
® Pyr; 0 - _ X
aray = D6, = -3
6Ax + 2 E : A L E—o
X 2 - —— == = —— F =
' 2 2
X
.P&I'.';l_\-‘zz ; r}—n_\':l__"r
) 3 X |
6A.\+4B=I—§ = J[g=z
eParax =4 ; 1, = —y

Xy

8B —-2Cy - F=—-y = —8B—-—F=0=F= -2
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*Parax =0 ; 7, =2 —y
—2Cy — F=2—y
X
*Paray =0 ; 7,, =2 — <
’ " 2
X X
4 2=2_=
» Pt
2 *
*Paray =2 ; 1, = 3
- ~ X
—2Bx —4C - F = —=
2
La funcion de Airy es:
1 1 1
3 2 2 2
h= — —x" + —xy + Xy — 2xy — ¥y
¢ PR R Y )

de donde se deduce la solucion de tensiones, valida para cualquier punto de la placa.

iy R |
Ope = X =
X y
Ty = —5 T 3
X “
Ty = e y + 2
&

2" En el punto E(3.1) las tensiones, de acuerdo con las ecuaciones obtenidas anterior-
mente, son:

1
a,, = 1 kp/mm* o, = —1kp/mm*r = -3 kp/mm?

jl_m
4

y se representan en a Figura E11.9q.

i)

Figura E11.9a.
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Con estos valores podemos construir ¢l circulo de Mohr (Fig. E11.9b) y deducir las tensio-
nes para el entorno de E cuyos ejes formen 45 con los ejes x e y (Fig. E11.9¢).

T
M .
M, ‘\ %
¢ 1 B 1 ¢
o[- a_ 2] o 3
1 C 1 O
2
M,
M { <
h) o)
Figura E11.95. Figura E11.9¢c.

Los puntos representativos de las caras del entorno del punto E, cuyas normales coinciden

T
con los ejes X" e y' son M y M, respectivamente. El punto M es tal que M'OM = 90"y el punto
M’ es el diametralmente opuesto a M en el circulo de Mohr (Fig. E11.9b). Estos puntos tienen

de coordenadas:
N 7 .
M(———ul): M'(—.—[).
2 s ‘2 s

por lo que las tensiones pedidas en el entorno de E, girado 45 en sentido antihorario, serin

1
O = — 5 kp/mm’
o
Tu = 5 kp/mm~
Tow = — 1 kp/mm?

3% Segun el criterio de von Mises, la fluencia se inicia cuando

(7, — Uz]z + (7, — ”—3}2 + (a3 — r"—1)3 =20a;
y como
— 1 /5 /s
=2 2 _ SN — (Y} _ _N
0y = /0w + Ty = 1 -|~4——2,O’3—0,O'3— 3
queda:
2 2
o] + 03 — 0,05 = 0,
5 5 N 5 , 15
o -= 0, = —
4 4 4 4
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de donde

/15
G, = V) = 1,9 kp/mm?

N

11.10. Una tuberia de pared gruesa de radio interior R, = 30 c¢m y radio exterior R, = 40 c¢m, esta
hecha de una aleacién de aluminio, cuya tension de fluencia es 5, = 2.100 kp/em?”.

Figura E11.10.

Si la presion exterior es nula, calcular el valor de la presion interior p que determinaria el
comienzo de deformaciones plasticas de acuerdo con la teoria de la energia de distorsion o su
equivalente de la tension tangencial octaédrica.

Se considerara en la tuberia un estado de deformacion plana y se supondra el material in-
compresible cuando inicia la fluencia.

En el Epigrafe 9.5 en el que se analizo el estado elastico de una tuberia de pared gruesa
sometida a presion, se obtuvo para el caso de deformacion plana la siguiente solucion de
tensiones:

( A

p’

Ty = ——3 + 2C
'(J

a, = ulg, + a)) =4 uC

+ 2C

l\Tpra = 7. =0

siendo A y C constantes de integracion que determinaremos en nuestro caso imponiendo las
condiciones de contorno:
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[g;l}p=f\'| = _P- {ﬂp},r Rk, = ﬂ
A F2C
R? - r PRIR3 p R3
A = A= - 2 Tp2 2C = 2 2
A P Ry — Ry Ry — Ry
R3

f p R [ R3O
0, = (1 -
f R; — Ry p?

p R} [ R
Gy = 75— || + —
{ R} - R} ( ﬂ')

\Ipl! = 1':H: =T = 0

Segun vimos, la mayor tension en régimen elastico la presenta o, para p = R,. Podemos
afirmar que seran los puntos del contorno interior los primeros que se plastifiquen, pero como
el estado tensional es triple la condicion 6, = @, no es suficiente para que aparezcan las
primeras deformaciones plasticas.

En funcion de p, las tensiones principales en los puntos del contorno interior seran:

G, = —p
R3 4+ R?
T = ———
T PRI RS
R

o, = 2pp—5——

Sl et

Aplicando el criterio de von Mises, la presion p que provoca el comienzo de deformacio-
nes plasticas verificara:

L+ n
—0

I + pu
3E

6F

[6, — 6,)* + (6, — 6.)* + (0. — a,)’] =

Sustituyendo valores, teniendo en cuenta que el material es incompresible cuando comien-
za a fluir, lo que equivale a decir que i = !/, segiin se deduce de la expresion de la deforma-

cion cubica unitaria

1 — 2 u )
¢ = — {a;,—l-a,,-f-a:]:ﬂ = =,
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se tiene:
- R + 1e§)~ : ,(Ri + Ri R3 )3 N
> 2 2 - I T 3
! R: — Ry 4 R — Ry Rs — R

Simplificando y despejando p, sc obtiene
TN

a, ’ Ri
P=—= ( = '};‘,—:)
N RN 3,

Para los valores dados, la presion interior que determina que aparezcan en el contorno
interior de la tuberia de deformaciones plasticas, es

2.100 9
p = (I

1732

La matriz de tensiones en los puntos del prisma elastico representado en la Figura E11.11,
respecto del sistema de referencia Oxyz indicado, es:

0 2 0
[T]=K[2c —2y 0
0 0 —y

. /By

Figura E11.11.

siendo K un factor positivo de carga y viniendo dadas las tensiones en MPa cuando las coor-
denadas se expresan en m.
Sabiendo que el limite elastico del material es ¢, = 140 MPa, se pide:

1."  Calcular el coeficiente de seguridad en un punto P(x, y, z) del solido, en funcién de K,
segin el criterio de Tresca.

2. Hallar el menor valor de K para que se produzcan deformaciones pldsllcaq sefialando en
qué puntos se presentan éstas, segin el mismo criterio de Tresca.
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: OB = 40cem
1.0

Datos: OA = 20 cm

OC = 200 cm

De la ecuacion caracteristica de la matriz de tensiones

—0 2x
2x  —2v—a
0 0

0
0

—Vv—a

=0

(v + a)(—6> — 2va + 4x%) =0

se obtienen las tensiones principales

oy = (=y + V' + 49K

a, = —vK [ 03 =(—y — \;’f_\‘z + 4xH)K

La tension equivalente es, segtn el criterio de Tresca o,

Por tanto, el coeliciente de seguridad sera

a,
n

EKVF_\'E -+ 4x z
2.ll

2K /y* + 4x? =a,, 0 lo que es lo mismo:

=0, — 0y = 2Ky + 4*

Las deformaciones plasticas, segiun el criterio de Tresca, comienzan cuando

que representa una familia de cilindros elipticos de eje z y parametro K.

El menor valor de K pedido sera aquel tal que el cilindro eliptico correspondiente conten-
ga a las aristas del prisma, paralelas al eje z, es decir, el valor de K que verifique

-

X oo 0.2% N 04
35 707 K 35 0 700
Operando, se obtiene
MPa?
K = 153125 —
m*

|

K
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Métodos experimentales
en Elasticidad

12.1. Introduccion

En los capitulos anteriores, y especialmente en el Capitulo 5 que hemos dedicado al plantea-
miento general del problema elastico, hemos podido apreciar la dificultad que presenta la
resolucion analitica para recintos de forma arbitraria sometidos a condiciones de contorno
cualesquiera. De ahi la importancia que adquieren en Elasticidad los métodos experimenta-
les, como alternativa entre los métodos que existen para encontrar la solucion del problema
elastico en casos complejos.

Tradicionalmente, han sido los métodos experimentales los que nos han permitido co-
nocer la distribucion de tensiones en los solidos elasticos sometidos a solicitaciones exterio-
res arbitrarias. En los Gltimos afos se han desarrollado métodos numéricos para resolver
estos problemas, pero lo que entonces parecia como un método que iba a desplazar total-
mente a los métodos experimentales, aparece hoy dia como un método que tiene importan-
tes limitaciones y que obliga a los especialistas de la materia a la bisqueda de métodos
hibridos que hagan que ambos, experimentales y numéricos, se complementen mutuamente.

En lo que sigue, haremos una breve exposicion de los métodos extensomeétricos y los
métodos fotoelasticos bidimensionales, sin pretender ir mas alla de lo que se pudiera consi-
derar como una breve introduccion al tema. Finalmente, nos referiremos a otros métodos
especiales, de los que haremos una muy ligera descripcion.

12.2. Finalidad del método extensométrico

El objetivo que se persigue con los métodos experimentales es el conocimiento de la distri-
bucion de tensiones en un solido elastico. Con los métodos extensométricos se llega al cono-
cimiento del estado tensional mediante la obtencion experimental de los desplazamientos,
dada la relacion lineal existente entre tensiones y deformaciones.

Supongamos, por ejemplo, el solido representado en la Figura 12.1a y consideremos un
punto M, en el que deseamos conocer el valor de la deformacion longitudinal unitaria en la

509
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direccion del eje x. Si procedemos experimentalmente marcariamos los puntos A y B que
determinan un segmento en la direccion del eje x y tales que M es el punto medio. Al cargar
el solido y deformarse, la distancia AB = [, ha experimentado una variacion de longitud Al
por lo que la deformacion longitudinal unitaria en M, en la direccion del eje x sera:

Pero el valor de ¢, obtenido operando de la forma indicada no es exacto, salvo en el caso
que sea una funcion lineal de la abscisa x. Se habra cometido un error, que depende del
gradiente de deformaciones y de la longitud [, del segmento.

a)

Figura 12.1.

Vemos, pues, una primera particularidad que se presenta en los métodos extensomeétri-
cos: la dificultad de calcular con exactitud la matriz de deformacion en un determinado
punto del solido elastico.

Historicamente, los métodos extensométricos han ido evolucionando. Los primeros
aparatos que se emplearon para la medida de deformaciones eran instrumentos mecanicos
que se aplicaban directamente sobre la zona a estudiar, como es el caso del extensometro de
Huggenberger, cuyo esquema se indica en la Figura 12.2.

Es facil obtener la relacion entre el desplazamiento Al’ de la aguja y el alargamiento de
la pieza en la que se esta midiendo la deformacion.

Como tenemos

£ - (1'3
As  a, a, - b,
Al = =——=Al 1222
As b, a, - b, { )
Al b,
. - - .y 2 hz
el factor de amplificacion de la deformacion es — b
a, by
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Figura 12.2.

Posteriormente se han desarrollado sistemas de extensometria basados en principios
Opticos, eléctricos, o, incluso, acusticos. El uso mas generalizado hoy dia son los extensome-
tros de resistencia eléctrica que han relegado la utilizacion de los restantes a aplicaciones
especiales.

12.3. Galgas extensométricas eléctricas

Fueron introducidas en 1939 por Runge y Simmons. Una galga extensomeétrica de resistencia
eléctrica esta constituida por un hilo metalico muy fino y dispuesto formando una rejilla
continua, como se indica en la Figura 12.3, es decir, que la mayor parte de su longitud esta
distribuida paralelamente a una direccion fija, y esta adherido a una base muy delgada no
conductora. Los extremos del hilo, mas gruesos, sirven para soldar los terminales a los
cables de conexion de los instrumentos de medida.

Figura 12.3.
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Se puede admitir, en primera aproximacion, que el hilo experimenta las mismas defor-
maciones que la superficie sobre la cual esta encolada.

Lord Kelvin observo que la resistencia eléctrica de un alambre aumenta cuando se alarga
y disminuye en caso contrario.

Como la ecuacion que nos da la resistencia eléctrica R de un alambre metalico de resisti-
vidad p, longitud / y area de la seccion A, es

/
= p— 12.3.1
R=p 2 ( )

si tomamos logaritmos neperianos y diferenciamos, tenemos:

LR =Lp + LI — LA (12.3.2)

5{5 =i€ + i!,_d_A (12.3.3)
R P / A

Ahora bien, la variacion dA del area de la seccion recta es debida a la contraccion lateral.
Si el hilo tiene antes de la deformacion un diametro d,,, el diametro d después de la deforma-
cion tendra por expresion:

dl

d = d, (I - pT) (12.34)

y el tercer sumando del segundo miembro de (12.3.3) se podra poner en la forma

’ di\?
nd} (l —u —) — nd}
dl
a _ "\ : ~ oY (12.3.5)

habiendo despreciado el término de segundo grado.
Por otra parte, la ley de Bridgman establece que la variacion relativa de la resistividad es
proporcional a la variacion relativa del volumen del conductor

o _ oV (12.3.6)
%

p

siendo C la llamada constante de Bridgman.
Como

(12.3.7)
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la expresion (12.3.3) queda

dR | dl - dl |
= =[O0 =20+ (1 =205 =K (1238)

Esta ecuacion nos indica que la medicion de la variacion de la resistencia eléctrica de la
galga, con un equipo adecuadamente calibrado, nos permite obtener una lectura directa de
la deformacion longitudinal unitaria producida en el punto de la superficie en el que se ha
adherido la galga.

La constante K

dR/R
&

K = (12.3.9)

que depende, como vemos, del cambio de dimensiones del conductor y de la variacion de la
resistividad se denomina factor de sensibilidad de la galga, y es un valor que siempre lo
proporciona el fabricante.

El factor de sensibilidad de la galga es funcion, por tanto, de la aleacion empleada para
fabricar el conductor y de sus caracteristicas metaltrgicas. Los valores de K para la mayoria
de las galgas varian entre 2 y 4, circunstancia ésta que se fija con objeto de facilitar la lectura
directa de la deformacion. Se utilizan aleaciones que verifiquen esta acotacion, ya que los
valores de K para los metales puros caen fuera de este intervalo.

Los instrumentos para medir la variacion de resistencia eléctrica de la galga extensomé-
trica estan basados en los fundamentos del puente de Wheatstone.

Sean R, R,. Ry, R,, las resistencias situadas en las distintas ramas del puente (Fig. 12.4);
V- la diferencia de potencial entre los puntos M y N del circuito; e /,, /5, las intensidades
por las ramas superior e inferior, respectivamente.

Figura 12.4.

Entre las intensidades existira la relacion que se desprende al igualar la diferencia de
potencial entre los puntos A y C, al considerar las ramas superior o inferior.
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I, Ry + R
Vie=1,(R, + R,) = L,(R; + R,) j»!—; = ﬁ (12.3.10)

Cuando la lectura del galvanometro es nula indica que los puntos B y D estan al mismo
potencial y, por tanto:

Vap = LR ([ Vap _ LR (Ry 4 Ry Ry (123.11)
Vip = LR, Vap IR, (R + Ry) Ry
se verifica, cuando tal circunstancia ocurre, que
R,"Ry, =R, "R, (12.3.12)

Esta relacion indica que un cambio experimentado por las resistencias de un lado del
puente puede ser equilibrado ajustando adecuadamente los valores de la resistencia del otro
lado del puente.

En el mismo circuito indicado en la Figura 12.4 supongamos el caso ideal en que todas
las resistencias, incluso las correspondientes a la galga activa que supondremos es R,, son
iguales, de valor R.

Si se carga el cuerpo en el cual esta adherida la galga, el puente se desequilibra como
consecuencia de la variacion AR de la resistencia de la misma cantidad por la deformacion.
Veamos cual seria la lectura en el galvanometro que, como es sabido, se supone de resisten-
cia infinita.

Supondremos también que la pila tiene resistencia interna nula, por lo que ¢l voltaje de
excitacion entre los puntos A y C seri igual a la fuerza electromotriz E de la pila.

Se verificara

Vig=1,"(R+ AR) = 215_[@ (R + AR) = H (12.3.13)
V_“):,’E'R:%-R:g (12.3.14)
por lo que la lectura V dada por el galvanometro sera:
VeV = ViV = ";’; ++ f?;@ _ g YT : _L:RM} (12.3.15)
Como AR < 2R, la anterior expresion se reduce a
V= £ AR (12.3.16)

4R
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y teniendo en cuenta (12.3.9), despejando &, se obtiene

4V
v ' 12.3.17
6= Tx ( )

Esta expresion relaciona la deformacion que se ha producido en el cuerpo sobre el que
se ha adherido la galga extensométrica con la lectura del galvanometo, es decir, nos indica
que conocido el voltaje de excitacion E'y el factor de sensibilidad K de la galga basta medir
el voltaje en el galvanometro para obtener la deformacion.

Pero la deformacion dada por la expresion (12.3.17) puede haber sido producida por
otros factores que afecten a la resistencia de la galga que no sea la carga aplicada al solido.
El principal factor que influye en la lectura de la deformacion es la variacion de temperatu-
ra, hasta el punto que una variacion térmica en la galga de pocos grados puede falsear
completamente el resultado. Es necesario, por ello, tener en cuenta esta circunstancia y
aplicar algiin metodo de compensacion que contrarreste el posible efecto de la variacion
termica. Existen varios de estos métodos. El mas empleado, quizas sea el representado es-
quematicamente en la Figura 12.5. Consiste en utilizar una falsa galga, idéntica a la galga
activa medida, que no va a estar cargada, pero lo suficientemente cercana una de otra para
que ambas experimenten la misma variacion de temperatura. Esta galga de compensacion
debe montarse en una de las ramas del puente adyacente a la que esté montada la galga
activa. Es evidente que con esta disposicion se consigue que si las dos galgas incrementan su
temperatura un mismo numero de grados, la lectura del galvanometro G se vera afectada
por la variacion térmica, y solo influira en ella la variacion de resistencia producida por la
deformacion mecanica que se desea medir.

Galga activa

5

—>

o

A

Galga falsa

(sin deformacion)

Figura 12.5.

Cuando no existen garantias de que la variacion de temperatura en ambas galgas va a
ser la misma, es necesario aplicar un método distinto del descrito anteriormente. Puede ser
el que consiste en la utilizacion de unas galgas especiales llamadas extensometros con auto-
compensacion de temperatura, construidas con un material al que se ha sometido a procesos
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metalrgicos singulares y que tienen la particularidad de presentar una respuesta de varia-
cion térmica nula cuando en el exterior se produce un cambio de temperatura comprendido
dentro de un determinado intervalo.

12.4. Analisis de los datos obtenidos con galgas extensométricas

Las galgas eléctricas se adhieren normalmente a la superficie libre de un solido eléstico,
sobre el punto en el que queramos calcular su estado tensional. Si tomamos un sistema de
ejes x e y con origen en dicho punto, dado que las galgas miden las deformaciones longitudi-
nales unitarias y la expresion de &, para una determinada direccion en el plano, definida por
u(a, ), viene dada por:

e, = &, 0% + &, 7+, of (12.4.1)
es evidente que tendremos que hacer tres medidas, es decir, colocar tres galgas para determi-
nar &, &, Y ¥y

Figura 12.6.

Si . &5, &- son las lecturas de las galgas A, B y C. respectivamente, tenemos el siguiente
sistema de tres ecuaciones con tres incognitas

6, = &, cos’ 0, + ¢, sen” 0, + y, cos 0, -sen 0,
gy = &, cos” U + £y sen? 0y + Vxy €OS Oy sen O (12.4.2)
te = &, cos? O + &, sen® O + 7y, cos O - sen O¢

cuyas soluciones son las componentes de la matriz de deformacion en el punto considerado.
Conocida ésta queda perfectamente determinado el estado de deformacion en dicho punto.

Las tres galgas suelen venir montadas en rosetas, como indica la Figura 12.7a. En casos
particulares es posible la determinacion de las tensiones mediante rosetas de menos de tres
elementos, como ocurriria en el caso de una pieza sometida a traccion o compresion axial,
en el que bastaria colocar una sola galga; o en el caso de un estado tensional isotropico:
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Oy = Opy = 0y = 0,y 7, = Oen el que la lectura ¢ de una sola galga en una direcciéon
cualquiera nos da la tension en cualquier direccion
E
o=—¢ (12.4.3)
I = u

a) h)

Figura 12.7.

Si fueran necesarias dos galgas, una disposicion de las galgas en direcciones ortogonales
es la indicada en la Figura 12.7h.
A partir de las componentes de la matriz de deformacion obtenidas del sistema (12.4.2) se
pueden calcular las deformaciones principales mediante el circulo de Mohr, como queda
indicado en la Figura 12.8a.

1
5}’”
y
£, ’
[7) £
a—t 02 1
Yo,
X
a) b)
Figura 12.8.
e, + g, | :
& = — 2 — + E \/(‘L:x - E}'Jz + }‘Jzt)'
o l (12.4.4)
g = = 2 c - ) \/“"x — &) + 7%
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y las direcciones principales

(g2 = 1 (12.4.5)

te — &

., . n
De esta ecuacion se obtienen los valores 0/, y 0, = 0, + 5

En la construccion del circulo de Mohr se ha supuesto que y,, > 0 =t > 0, por lo que
el punto representativo M, de la direccion coincidente con el eje x tendra ordenada negati-
va. Las direcciones principales se dibujan en la Figura 12.8b.

La forma mas simple de obtener las tensiones principales es despejarlas de las leyes de
Hooke.

I 1
&= E("ﬂ — Hoy) 5 o8y = oy — 1o )
- E o
a, = 1_7;{2{1:1 + e, oo, = — ;1_2 (&5 + pey) (12.4.6)

A modo de ejemplo, estudiemos los casos de las siguienles rosetas:

a) Roseta rectangular de tres elementos.

h) Roseta en delta.
calculando en cada caso los valores principales de tensiones y deformaciones, asi como las
direcciones correspondientes.
a) Roseta rectangular de tres elementos

En esta roseta dos galgas estan colocadas ortogonalmente y la tercera en la bisectriz de las
otras dos, es decir, las tres galgas forman angulos de 0,45 y 90" con el eje x, como se indica
en la Figura 12.9.

Figura 12.9.
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El sistema (12.4-2) aplicado a este caso se reduce a

E4 = &
1 1 1
tg = &y 2 + &y E + Vxy 5
5(‘ = “J‘
cuyas soluciones son inmediatas:
e ot g e — D e g
by = 8,8 = £c s fxy kg £4 fe

519

(12.4.7)

(12.4.8)

Con estos valores podemos construir el circulo de Mohr (Fig. 12.10) y a partir de ¢l

calcular las deformaciones principales

'i?n .
£;
() é‘I‘J
Figura 12.10.
&4 + & 1 In 3 5 3
e + EV({:A — &) + ey — £4 — &7)
e, + & | ~
g, = A —¢ 2 S 3\“8-‘1 — e + (2ep — &4 — &)
y las direcciones principales
2¢ £y — ¢
tg 20 = =& 4 ¢
£, — &

(12.4.9)

(12.4.10)

, _ 1
En la figura se ha supuesto que se verifica y,, > 0, es decir ¢ > 3 (¢4 + &), por lo que

n . . . .
los angulos 0, y 0, = 0, + 5 que determinan las direcciones principales habra que contar-

los, a partir del eje x, en sentido antihorario, segun se deduce del circulo de Mohr.
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Las tensiones principales, en virtud de (12.4.6), tendran por expresiones

S R T | - : : : —
o, =E [2{1 A g Ve e Qo = — 6

(12.4.11)

£y T+ & I . . . . . )2
T E[E{l S A g Yl T e e e ]

b) Roseta en delta

En esta roseta los ejes de las tres galgas forman dngulos 0, = 07 0, = 120%; 0, = 240°, con
el eje x (Fig. 12.11).

A
240° ( <

Figura 12.11.

Las componentes de la matriz de deformacion en el punto en el que se ha colocado la
roseta seran las soluciones del sistema de ecuaciones (12.4.2) aplicado a este caso

£y = &
1 3 3

Ep = &, 1 + & 1 Vy % (12.4.12)
1 3

be = B g + & g + Yy \/T

es decir

2—\{5 (6c — &p) (12.4.13)

1
S T R — s . . - j—
by =458, =3 [2ep + &) — e4] 57 =

Con estos valores podemos construir el circulo de Mohr (Fig. 12.12) y a partir de él
calcular las deformaciones principales
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1 J2
& = E(J;A + &5 + &) + T\/{::__1 — ) + (eg — &) + (6c — &4
(12.4.14)
1 /2
. . . . vV e .32 . .32 . .2
g, = E{f-.d + &g + &) — 3 V0Eg — ) + (6 — 80" + (ec — &)
y las direcciones principales
2./3
2,/
(60 — &p) =
3 e —
tg 20 = VRS (12.4.15)
— &g — &

ot | —

Figura 12.12.

En la figura se ha supuesto que se verifica y., > 0, es decir & > &, por lo que los angulos
}: Xy (8 B

0,y 0, =0, + = que determinan las direcciones principales habra que contarlos, a partir

del eje x, en sentido antihorario, segun se deduce del circulo de Mobhr.
Finalmente, las tensiones principales las obtendremos aplicando las ecuaciones (12.4.6)

&4t &g+ &
‘T|:E|:’JI B < J

(= 3“ + ¢ \/{% BJE + (65 — 5':(?]2 + (60 — 3_4}2

e+ e+ &
0_2=E|:A gt \[

TR T R At HIC_”'}}

(12.4.16)




522 ELASTICIDAD
12.5. Fundamentos y finalidad del método fotoelastico

En el planteamiento analitico del problema elastico que hemos hecho en el Capitulo 6 en los
casos de estados elasticos bidimensionales se llegd, cuando las fuerzas de masa son constan-
tes o nulas, a la misma ecuacion:

Alo,, + 7,) =0 (12.5.1)

lo que indica que la solucion de tensiones es independiente del material.

Esta circunstancia y la propiedad de birrefringencia accidental, descubierta por David
Brewster en 1816, que presentan ciertos materiales transparentes y elasticos sometidos a
tension al paso de luz polarizada, son los fundamentos de la ciencia conocida bajo el nom-
bre de Fotoelasticidad.

Para el analisis de las tensiones en un solido real, el método fotoelastico utiliza un mode-
lo transparente de caras planas paralelas entre si que reproduce el cuerpo en estudio o uno a
escala, sometiéndole en su contorno a un sistema de fuerzas paralelas a las caras planas del
modelo, que se rige por las leyes de semejanza respecto al solido real.

Nuestro propésito en lo que sigue es describir como a partir de este modelo, colocando-
lo adecuadamente en un banco fotoelastico, se obtiene informacion suficiente para la deter-
minacion de las direcciones principales, asi como el valor de la diferencia ¢, — o, de las
tensiones principales. También veremos que los valores de la suma ¢, + o, se pueden
determinar también experimental o analiticamente, con lo que quedaré resuelto el proble-
ma de calcular las tensiones principales.

12.6. Conceptos opticos basicos del método fotoelastico.
Leyes de Maxwell

La teoria ondulatoria de la luz de Huygens desplazo la teoria corpuscular de Newton que
pretendia explicar el comportamiento y naturaleza de la luz. Huygens supuso la existencia
de un fluido, el éter, que tiene las caracteristicas de un material elastico y en el que la luz se
propaga mediante ondas transversales, vibrando las particulas del éter de forma aleatoria-
mente irregular en un plano normal al rayo luminoso, es decir, en un plano normal a la
direccion de propagacion de la luz. Hoy dia se acepta la teoria de Huygens pero se conside-
ra innecesaria la existencia del éter: la luz es de la misma naturaleza que las ondas electro-
magnéticas, diferenciandose de las de radio o de los rayos X en la longitud de onda.

Cuando todas las vibraciones de la luz en los puntos geométricos del rayo tienen lugar
en un plano, se dice que la luz esta polarizada en un plano. Algunos materiales llamados
polarizadores, como pueden ser el prisma de Nicol o un filtro Polaroid, tienen la propiedad
de eliminar parte de luz incidente, de tal forma que el haz emergente vibra en un plano
determinado que se llama plano de polarizacion (Fig. 12.13).

Cuando un rayo luminoso de luz monocromatica incide sobre la cara de un material
transparente se produce el fenomeno de la refraccion: el rayo cambia de direccion y varia la
velocidad de propagacion. Si v es la velocidad de propagacion en el medio transparente y
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¢ = 3 10 m/seg es la velocidad de la luz en el vacio, se define el indice de refraccion n como
el cociente

n=- (12.6.1)

A

y es una caracteristica del medio.

Plano de polarizacion

Ay
SN

Luz polarizada

Luz ordinaria

Polarizador

Figura 12.13.

Ciertos cristales, como el espato flior (Fig. 12.14), transmiten dos rayos diferentes (ordi-
nario y extraordinario), polarizados en planos ortogonales, propagandose cada uno de ellos
en el cristal con velocidades diferentes, es decir, el material presenta indices de refraccion
distintos para los dos rayos.

Balsamo del Canada
-

Luz ordinaria

/

E
(rayo extraordinario)

O (rayo ordinario)

Figura 12.14.

Existen muchos materiales transparentes no cristalinos que ordinariamente son optica-
mente isOtropos, pero se convierten en anisdtropos y presentan caracteristicas similares a
los cristales cuando se crea en ellos un estado tensional. Este fenomeno recibe el nombre de
doble refraccion temporal o birrefringencia accidental que hemos aludido anteriormente. Los
materiales mas usuales que presentan esta propiedad son la baquelita, celuloide, gelatina,
resinas sintéticas, vidrio, plasticos, etc. La propiedad de birrefringencia accidental fue obser-
vada por primera vez por Sir David Brewster en el afio 1816. El método fotoelastico esta
basado en esta propiedad fisica que presentan los materiales transparentes no cristalinos.
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Las propiedades Opticas en cada punto del material pueden ser representadas por un
elipsoide cuyos ejes son coincidentes con las direcciones principales de la matriz de tensio-
nes en ese punto. Las longitudes de los semiejes son ny, n,, n,, valores de los indices de
refraccion para ondas que vibran paralelamente a las tensiones principales o, 7,, 7 respec-
tivamente.

Si n,, es el indice de refraccion del material cuando no se le somete a carga alguna, es
decir, cuando la matriz de tensiones es idénticamente nula en todos los puntos, el elipsoide
de indices de refraccion sera una esfera de radio n,,.

Los valores de las tensiones principales a,, 7,, o, y los indices de refraccion n,, n,, n,
para ondas que vibran paralelamente a ellas, y el valor n, estan relacionados entre si me-
diante las llamadas leyes de Maxwell, deducidas por éste en 1852

n, — ny = aao, + blo, + o;)
n, — n, = a o, + blay + o)) (12.6.2)
a 6y + blo, + a,)

ny — ng

en donde a y b son constantes que dependen del material, denominadas coeficientes opticos
de tensiones.
A partir de ellas, restando, se obtiene:

n, —n, =ale, — a,) + bleg, — o) =(a— b)lo, — a,)
es decir:
‘ny — n, = Ko, — a,)
n, — ny = Ko, — a;) (12.6.3)
n, ny, = Ko, — a;)

en donde la constante K = a — b recibe el nombre de coeficiente éptico relativo.
Este coeficiente se mide en brewsters, cuya equivalencia en unidades del sistema c.g.s y
S.I. es

[ brewster = 107" cm?/dyn = 1072 m?/N.

Las ecuaciones (12.6.3) indican que el estado tensional en un determinado punto de un
solido elastico se puede determinar midiendo los tres indices de refraccion que correspon-
den a las direcciones de los tres ejes opticos principales. Estas medidas presentan grandes
dificultades en el caso de fotoelasticidad tridimensional.

En una pieza plana sometida a un estado tensional bidimensional, de tensiones princi-
pales g, 0, (6, # d,) y ¢3 = 0, las ecuaciones anteriores se reducen a

no— ny = Ko, — 0;)
Ny, — Ny Ko, (12.6.4)
n — ny = Ka,
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La primera de ellas
n, —n, = Ko, — a,) (12.6.5)

llamada por algunos autores Ley de Brewster o ley éptico-tensional, permite determinar
opticamente las diferencias de las tensiones principales en un estado elastico bidimensional
midiendo la diferencia de indices de refraccion respectivos.

12.7. Aparatos fotoelasticos. Polariscopios plano y circular

La parte experimental del método fotoelastico se lleva a cabo en un banco fotoeldastico que
consta de un instrumento para la produccion y deteccion de luz polarizada llamado polaris-
copio y un equipo cargador para proporcionar las cargas al modelo.

Atendiendo al tipo de luz empleada, los polariscopios mas usuales son los llamados de
transmision y de luz difusa, cuyos esquemas respectivos se indican en la Figura 12.15.

La diferencia entre estos dos tipos es que el de luz difusa no tiene lentes y ademas al foco
luminoso se le coloca un vidrio difusor.

La disposicion indicada es la correspondiente a un polariscopio plano, que se distingue
del llamado polariscopio circular obtenido colocando, en la forma que mas adelante se dira,
dos laminas cuarto de onda.

Lente  Polarizador ,-'— Modelo Analizador ~Lente

a) h\ ] {N
J : U// ~

P T A L,

Pantalla

| &

Vidrio difusor

Figura 12.15.
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Asi pues, un polariscopio plano esta formado por:
1. Lente colimadora

Esta colocada de tal manera que la fuente luminosa esté exactamente en uno de sus focos
con objeto de obtener un haz de rayos paralelos.

2. Polarizador

Consiste generalmente en una lamina delgada de alcohol polivinilico calentada y estirada
antes de fijarla a una limina soporte de acetato de celulosa, coloreandose la cara de polivi-
nilo con un liquido que contenga yodo. Al llegar el rayo incidente al polarizador se descom-
pone en dos que vibran en planos perpendiculares, uno de los cuales se absorbe. Por eso se
dice que la luz emergente del polarizador vibra en un solo plano.

3. Analizador

Es analogo al polarizador, de tal forma que si se colocan.cruzados, es decir, con sus planos
de polarizacion ortogonales entre si, un observador situado a la derecha del analizador no
vera luz alguna. Por el contrario, cuando polarizador y analizador se colocan paralelos, esto
es, cuando los planos de polarizacion de ambos son coincidentes la luz se transmitira a
traves de ellos (Fig. 12.16).

2 parayayn
AN N
P A
\g ///ﬁ////
R P e
7\
P 1,4

Figura 12.16.

Si colocamos el modelo cargado entre polarizador y analizador, la luz polarizada se
descompone en sus componentes segiin las direcciones principales del estado tensional pla-
no creado en éste por la carga. Las dos vibraciones emergentes del modelo experimentaran
un cierto desfase por ser los indices de refraccion distintos segun las direcciones principales.
A traves del analizador las vibraciones emergentes son las componentes de las dos ondas
que salen del modelo. Como estas dos ondas estan polarizadas en un mismo plano, la fun-
cion que hace el analizador es hacer cumplir a éstas la condicién necesaria de coherencia
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para que puedan producir interferencia optica. En la Figura 12.17 se indica graficamente el
proceso expuesto, cuyo tratamiento analitico se hara en el epigrafe siguiente.

Cuando se afaden al polariscopio plano descrito dos laminas cuarto de onda entre
polarizador y modelo y entre modelo y analizador tenemos un polariscopio circular (Figu-

- Eje de polarizacion

,, Componentes £, y E",
E sen am) (| P ' “ transmitidas por el analizador
Eje de
polarizacion
I

Figura 12.17.

ra 12-18). Estas laminas, que son birrefringentes, estan formadas generalmente por una capa
delgada de alcohol polivinilico laminada entre dos hojas de acetato de celulosa. Se denomi-
nan de cuarto de onda porque se dimensionan de tal forma que el retardo de los dos rayos
emergentes sea de 4/4. La primera se sitia de tal forma que sus dos planos de polarizacion
ortogonales entre si, formen 45” con el plano de polarizacion del polarizador. La segunda se
situa con los planos de polarizacion cruzados respecto a los de la primera.

L, P o toam o4 L
\ I~ |
[0, l |
LA LR
Figura 12.18.

12.8. [Efectos de un modelo cargado en un polariscopio plano

Consideremos un modelo de material birrefringente sometido a un estado tensional plano
de tensiones principales o, y ¢,. Hagamos incidir normalmente a una de sus dos caras un
haz de luz monocromatica polarizada en un plano, obtenida, por ejemplo, haciendo pasar
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un haz de luz a través de un filtro Polaroid, utilizado como polarizador en un banco foto-
elastico.

Supongamos que el plano de polarizacion es vertical y forma un angulo « con la direc-
cion principal correspondiente a a, (Fig. 12.19).

La ecuacion de la vibracion de la luz en el plano de polarizacion es:

E = a cos pt (12.8.1)

en donde a es la amplitud, p = 2 nf la pulsacion de la vibracion, f su frecuencia y t la
variable tiempo.

Podemos descomponer esta vibracion en dos componentes polarizadas en los planos
principales, cuyas elongaciones valen:

E, = E cosu a cos pt cos o

(12.8.2)
E, = Esena = a cospt sen o

Eje del polarizador

Direccion de g,

Direccion de o,

,4'2/

E', cosa E'y sena
Figura 12.19.
Estas dos vibraciones, al incidir sobre el modelo estan en fase, pero como las velocidades

de propagacion de las vibraciones en planos que contienen a las tensiones principales son
distintas, el tiempo tardado por cada una de estas vibraciones es

siendo e el espesor del modelo.
Las ecuaciones horarias de estas vibraciones a la salida del modelo seran:

E:l = a cos p(t — t,) cos o (12.8.3)
E5 = a cos p(t — t;) sen o

que, como vemos, presentan un desfase t; — t,.
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Si colocamos el analizador con su plano de polarizacion ortogonal con relacion al del
polarizador, o sea, el plano de polarizacion en posicion horizontal, a través del analizador
no pasarin nada mas que las componentes horizontales de las anteriores vibraciones

-
-

EY = E}sena = S cos p(t — 1) sen 2o

(12.8.4)
nild nll a
E7 = Ejcos o = Jcos p(t — ;) sen 2

De estas expresiones y de la Figura 12.19 se desprende que estas dos vibraciones tienen
. . a )
la misma amplitud de valor 5 sen 2o, pero de sentidos opuestos.

La composicion de estas dos vibraciones nos da la ecuacion horaria del movimiento
resultante a la salida del rayo a través del analizador
a 5
5 sen 20 fcos p(t — t,) — cos p(t — 1,)] =

t, — ty o+t
= a sen 2o sen (p %) sen p(f S 2) (12.8.5)

2

que representa una vibracion de la misma pulsacion p del rayo incidente y amplitud a’

ty, — ty _
a' = asen 2o - sen (p¥) (12.8.6)

/

que depende de la diferencia de fase originada por ser distintas las velocidades de propaga-
cion de las ondas que vibran en planos paralelos a las dos tensiones principales.
Los valores de la diferencia de fase que hacen esta amplitud maxima verificaran

ty, —t, 2n+ 1
2 1287
P 2 " (128.7)

siendo n un numero entero y el modelo se vera brillante.
Por el contrario, la amplitud a’ de la vibracion emergente del analizador sera nula, por
lo que el modelo parecera negro, si

p—2=nn (12.8.8)

siendo n un numero entero.
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Expresemos los primeros miembros de (12.8.7) y (12.8.8) en funcion del espesor e del
modelo y de los indices de refraccion n, y n,

ty —t, pfe e pe (n, n,\ pe
pt 2 o DS D) S (R ) By 12.8.9
= 2 (vl :,12) 2 ((- L-) 2t ) (12:5)
p 2nf 2m . . ) L
Perocomo- = — = = siendo 4 la longitud de onda de la luz monocromatica emplea-
C [
dayn, —n, = K(6, — a,) en virtud de la ley de Brewster, la expresion (12.8.9) queda:
t, — t
P*-l_z_zl _ %K(a, — ) (12.8.10)

que permite expresar la condicion de maximo o de nulidad de la amplitud «’ de la luz
emergente del analizador en funcion de la diferencia de las tensiones principales.
Por tanto, la amplitud &' de la luz a la salida del analizador es maxima cuando

K 2 1 'K 2n + 1
L (12.8.11)

3

y nula cuando
nekK eK
T[rrl—rJz}:nrr =

siendo n en ambas expresiones un numero entero.
Introduciendo una nueva constante F llamada valor de franja.

(6, —a,) =n (12.8.12)

/
F=—
K
que depende, como vemos, del material del modelo utilizado y de la luz monocromatica
empleada, la condicion (12.8.12) de nulidad de la luz saliente del analizador, es decir, cuando
se produce oscuridad, se puede expresar asi

nkF :
— g, = (12.8.14)

e

ecuacion que algunos autores denominan formula fundamental de la fotoelasticidad.

En nuestro razonamiento hemos supuesto que el estado de tension era homogéneo, es
decir, en todos los puntos del modelo las direcciones principales eran las mismas, asi como
los valores de las tensiones ¢, y o, correspondientes. La teoria expuesta es valida para el
caso de un estado tensional plano cualquiera, pero tendremos que aplicarla al entorno de
cada punto del modelo.

El valor de n de la formula fundamental en un determinado punto se puede obtener
contando el numero de extinciones sucesivas que se producen en ese punto al cargar el
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modelo lentamente desde el estado tensional cuya matriz de tensiones es la matriz nula.
Conocido n, la citada formula fundamental nos proporcionaria el valor de la diferencia de
las tensiones principales.

Resumiendo, creado en el modelo un estado tensional plano mediante la aplicacion de
determinada carga, si ponemos una pantalla a continuacion del analizador obtenemos so-
bre ella una especie de fotografia del modelo con zonas claras y oscuras alternadamente.
Las zonas oscuras corresponden a los puntos del modelo en los que la expresion
elo, — 0,) . : . :
“r “Ztoma el valor de un niimero entero, y las claras, de mayor intensidad luminosa,
a los puntos del modelo, en los que este valor es un namero semientero.

Hemos supuesto también que la luz utilizada era luz monocromatica. Si en vez de utili-
zar ésta utilizamos luz blanca que es una mezcla de luces de los colores del arco iris, las
franjas que sc obtienen en la pantalla son coloreadas, cada una de las cuales son de un
determinado color. De ahi que a estas lineas, lugares geométricos de los puntos del modelo
en los que la diferencia de tensiones principales toma un valor constante, se hayan denomi-
nado lineas isocromdticas.

Para la determinacion del valor de franja F el método mas simple es el de someter a
traccion una barra calibrada de material fotoelastico de seccion Q y medir la fuerza P que es
necesario aplicar para producir la n-¢sima extincion.

De la ecuacion (12.8.6) que nos da la amplitud del rayo emergente del analizador se
deduce que esta amplitud se anula también para sen 2x = 0, es decir, todo punto del mode-

T, , .
loenquex =n 3--SIend0 n un nimero entero, aparecera negro. Esto ocurre en un punto del

modelo cuando las direcciones principales en ¢l son coincidentes con los ejes de polariza-
cion del polarizador y analizador. Todos aquellos puntos cuyas direcciones principales son
paralelas a los ejes de los elementos polarizadores son puntos del modelo en los que las
tensiones principales forman angulo constante con una direccion fija. Forman una linea
continua que se denomina isoclina.

Si tomamos la vertical como origen de angulos, la isoclina que se obtiene para la posi-
cion vertical del eje de polarizacion del polarizador es la isoclina de valor 0°. Si a partir de
esta posicion giramos simultaneamente el polarizador y analizador un angulo « alrededor
del eje longitudinal del polariscopio apareceran negros ahora todos los puntos en los que
una de las direcciones principales forma un angulo o con la vertical. Se tiene asi la isoclina
de valor o”.

De esta forma podemos obtener la familia de isoclinas tomando fotografias sucesivas del
modelo para o = 107, 20", 307, 40", 50", 60°, 70°, 80". Obtenidas las isoclinas se pueden
construir las isostaticas de la forma grafica expuesta en el Capitulo 6.

La posible confusion entre las isoclinas y las isocromaticas puede evitarse utilizando luz
blanca, puesto que las isoclinas apareceran en negro, en contraste con las isocromaticas que,
a excepcion de la franja de orden cero, apareceran coloreadas.

Posibles errores en la construccion de las isoclins pueden evitarse teniendo en cuenta las
siguientes propiedades.

1" Las isoclinas deben pasar por puntos de cargas concentradas y por puntos iso-
tropos.
2 Con cada eje de simetria debe coincidir una isoclina.
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3 El parametro de una isoclina que corte a un contorno libre de carga es igual al

angulo que forma con la vertical la tangente al contorno en dicho punto.

Para las medidas que se suelen hacer en fotoelasticidad, en las cuales se busca la deter-
minacion de las tensiones principales a lo largo de los bordes, las lineas isoclinas pueden
confundir, por lo que, generalmente, se las hace desaparecer mediante la colocacion de dos
laminas cuarto de onda orientadas de forma adecuada.

12.9. Efectos de un modelo cargado en un polariscopio circular

Ya hemos indicado que si en un polariscopio plano introducimos sendas laminas cuarto de
onda, tenemos lo que se denomina polariscopio circular. Colocaremos las laminas cuarto de
onda de tal forma que la bisectriz de las direcciones de vibracion en cada una de ellas de los
rayos ordinario y extraordinario, sea paralelo al eje del polarizador (Fig. 12.20).

2.* lamina cuarto de onda

Figura 12.20.

Si la luz emergente del polarizador (no indicado en la figura) esta definida por
E = a cos pt (12.9.1)
siendo a su amplitud, p = 2 7 f'la pulsacion, fla frecuencia y t el tiempo. sus componentes

segun los ejes de polarizacion de la limina cuarto de onda son

/2
E' =a \'T cos pt (12.9.2)

Il

De estas dos componentes, una emerge de la lamina cuarto de onda con un retraso 4/4
respecto a la otra, es decir, con un retraso temporal
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Al l"fJT_ 2n ‘:_]E
4-2nf 2p

(12.9.3)

TR

Las ecuaciones de las dos oscilaciones emergentes de la primera lamina cuarto de onda
seran

2
E., = “—\ﬁ cos pt (12.9.4)
a [2 bis 2] ﬁ
E, =——c¢ t — —) = Y- t 12.9.5
' 5 cos p( 2 5 sen p ( )

sobre los ejes rapido y lento de polarizacion, respectivamente.
Es facil ver que la resultante de estas oscilaciones tiene médulo constante a, = a/2/2y
forma un angulo f con el eje vertical (Fig. 12.21), tal que

E
lg[)’=iztgpr:>ﬁ=pr

Eg
Eje
lento .- ﬂl\\
‘ Eje
E, s rapido
B
T
45°\-45° > E,,

Figura 12.21.

Por tanto, la luz emergente de la primera lamina cuarto de onda vibra en dos planos
perpendiculares entre si. El vector luminoso resultante que tiene modulo constante gira
alrededor del eje del polariscopio con velocidad angular p. Su extremo describira una hélice
cilindrica de eje la direccion del rayo.

Por esta razon se dice que la luz emergente de la lamina cuarta de onda esta polarizada
circularmente.

Esta luz atraviesa el modelo cargado y emergera de ¢l vibrando en planos paralelos a las
direcciones principales, en virtud de la propiedad de birrefringencia accidental que adquiere
éste cuando se le somete a un estado tensional. Las ecuaciones de las componentes inciden-
tes que atraviesan el modelo serdn:
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3 ,
+ sen pt - sen T oc) = a\f cos | pt + o — T (12.9.6)
4 _ 2 4
T T ' a\/E T )
E.’ = - —_ - — —_— — = [ . s— —

, = E|; - cos (4 o:) E x sen (4 1,) > [sen pt - cos (4 oc’)
) ‘7 a2 ) T 129.7
— COS pt * sen (Z — oc. = sen _pr + o — 3 (12.9.7)

siendo o el angulo que forma la tension principal o, con el eje del polarizador.

Pero estas dos componentes se propagan a través del modelo con diferentes velocidades,
por lo que presentaran un retardo relativo A, que podemos expresar de la siguiente forma,
teniendo en cuenta la ecuacion (12.6.1) y la ley de Brewster (12.6.5).

g 2nfe 2 meK
A=p (_ - ‘_) - e (ny —ny) = ""?Te_ (o, — 0,) (12.9.8)

(& A

Las ondas emergentes del modulo vibran en los planos paralelos a las tensiones princi-
pales y tendran de ecuaciones:

5 ‘
E, = ay/2 cos(pz + oo f) (12.9.9)

2 4

; ’
E, = a X - seﬂ(:”-’ + o — g — A,) (12.9.10)
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Esta luz polarizada a la salida del modelo la hacemos incidir sobre una segunda lamina
cuarto de onda, con los planos de polarizacion cruzados respecto de la primera (Fig. 12.23).

Las componentes correspondientes a los ejes rapido y lento de esta segunda lamina de
cuarto de onda seran:

E,x = E sen(g — DE) + E% COSG - a) = (129.11)
a/?2 n i T s
= —5— | cos pr+a—z-sen i + sen pr+a—1—Acos£—-1
E, =E UOS(% — Ot) — E% sen (E — DE) = (12.9.12)

ay/2 os(r+a H)cos i o sen| pt + " A)e i
c — —Jeos |- — — 8 o0 — = — -
2 r 4 4 LI A U

Eje del polarizador

Eje 9

Eje
rapido Y lento
<
T
——a o,
a, 3 -
~. i ao|JE
“ — |5
. 4 44, T
N NS =
\ Tl ; 4
~ S £

4
Segunda lamina
cuarto de onda

Figura 12.23.

Las ondas emergentes de esta segunda lamina vibran en los planos que contienen a sus
ejes de polarizacion. La componente E,; presentara un desfase angular de n/2 respecto de
E, . por lo que las ecuaciones de las ondas emergentes seran:

—

. ay/2 AN ' T ' i )
E p= > cos pr+5¢—i - sen 1 + sen pr+ac—z—A © COS i

(12.9.13)
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> . \ , :
E2L=ﬂ\2[ [Sen(p.'. +a~—g)-cos(z—a)+cos(p£ +a—g—A)-scn(§—-a)}

(12.9.14)

Evidentemente, la observacion a través del analizador va a depender de la posicion del
gje de polarizacion de éste. Distinguiremos pues las dos posiciones siguientes:

Posicion A: Los ejes de polarizacion del polarizador y del analizador son ortogonales.
Posicion B: Los ejes de polarizacion del polarizador y del analizador son paralelos.

Si consideramos la posicion A, la ecuacion de la onda emergente del analizador (Figu-

ra 12.24) tendra por ecuacion:

n _ 2
E=E,"- cos; — E,p - cos 45" = 4 (B — Ezp) =

a t ﬂ) x t + . A sc&:n(Ir o
- = — Z)-cosl= — 08 = S R —
5 sen| pt + o 4 cos 4 a| + cos|p o y 3
— COs p!—l—or-vf-senf—a —sen(pf—i—a——f—A cos ?—I—OI) =
4 4 ‘ 4 4

o B ' 2 A
Zﬂ‘hl’:l‘li'bel‘l pt + 2o — 5

Eje del polarizador

a
= ;[——cos(fjf + 20) + cos(pt + 200 — A) =

+ Eje del analizador

Analizador
posicion A

Figura 12.24.

(12.9.15)

Eje del polarizador
Eje del analizador

Analizador
posicion B

Figura 12.25.

La ecuacion (12.9.15) nos indica que apareceran franjas oscuras cuando senE =0, es

decir, para
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=nr (mn=012.) (12.9.16)

o >

Como, segun (12.9.8), A es proporcional a la diferencia de las tensiones principales, estas
franjas oscuras corresponderan a las isocromaticas, igual a como ocurria utilizando un
polariscopio plano. Sin embargo. existe una diferencia fundamental entre utilizar un pola-
riscopio plano o circular: con el polariscopio circular se han eliminado las isoclinas.

Si consideramos la posicion B, es decir, cuando el ¢je de polarizacion del analizador es
paralelo al del polarizador (Fig. 12.25), la ecuacion de la onda emergente del analizador
tendra por ecuacion:

. . R . o NE . B}
E=E," cos; + Eyp- cosy = S5 By + Eyy) =

al T ‘1 ) ’ n 7 '
- ;[sen(pf + o — Z) . COS(E — 1) + cos(pt + o — 1= A) . SCH(Z — :x) +

s

f n) ‘1 " . ( (4 T ) T
A — ) Z N+ o oS / —
+ C()s(;. + o 4 sen (\4 + sen ‘,' o 1 A; cos (4 o =

( ‘ ' A A 5
= 3 senpt + sen|pt — A || = acos 3 csen| pt — B (12.9.17)

-

En este caso, se observaran franjas oscuras cuando

| =

— (0 + n§ =0 1.2 .) (12.9.18)

12.10. Meétodos de separacion de las tensiones principales

Mediante la utilizacion del banco fotoelastico descrito anteriormente podemos obtener en
un punto las direcciones principales, pero la solucion proporcionada para el calculo de las
tensiones principales solo es parcial, ya que se obtiene ¢l valor de su diferencia. Solamente
en determinados puntos la formula (12.8.14) permite calcular las tensiones principales. En
efecto, cuando una de ella es nula, como ocurre en los puntos del contorno sobre los que no
actue ninguna carga, la otra tension principal, segin la citada ecuacion (12.8.14), sera

nF i
g =— (12.10.1)

e

También, en los puntos del contorno en los que haya aplicada una carga normal conoci-
da, la tension correspondiente a esta carga es una tension principal. Para estos puntos la
informacion obtenida del banco [otoelastico es suficiente para calcular la otra.

Para separar en cualquier otro punto del modelo las tensiones principales, es decir, para
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calcular cada una de ellas, es necesario recurrir a otros metodos, bien analiticos o bien
experimentales, que nos proporcionen el valor de la suma ¢, + ,. Los métodos de separa-
ciéon de tensiones comunmente utilizados pueden clasificarse en cuatro grupos:

1. Meétodos basados en las ecuaciones de equilibrio

1.1.  Meétodo de la diferencia de tensiones tangenciales

Consiste en una integracion grafica de las ecuaciones de equilibrio interno que, en el caso de
tension plana con [uerzas de masa nulas, se reducen a:

do 0t do ot

nx Xy . ny Xy b
o T, =0 ot =0 (12.10.2)
ox dy ox cy

1.2. Método de Filon

Consiste en una integracion grafica de las ecuaciones de Lamé-Maxwell (ecuaciones de equi-
librio de un pequeno rectangulo curvilineo limitado por cuatro isostaticas)

- A
oo o, — 0, 0a, 0, — 0,

. t 1 - = - —= (12.10.3)
sy [ (_ISE 4

Ambos métodos, dado que se basan en técnicas de integracion grafica, estian limitados
por la acumulacion de errores que se producen al avanzar el proceso de integracion. Por
tanto, para conseguir un alto grado de exactitud debe procederse con extremo cuidado al
tratar los datos experimentales (isocromaticas e isoclinas).

2. Meétodos basados en las ecuaciones de compatibilidad

Para placas delgadas sometidas a tension plana con fuerzas de volumen nulas o constantes
las condiciones de compatibilidad en coordenadas cartesianas se reducen, segin se vio, a la
conocida ecuacion de Laplace

A¢p = 0, siendo ¢ =0, + 0, =0, + 0,

El interés de esta ecuacion en Fotoelasticidad proviene de que el valor de la funcion esta
univocamente determinado en todos los puntos interiores de una region si los valores en el
contorno son conocidos.

El espectro de isocromaticas proporciona un medio muy aproximado de determinar la
diferencia de tensiones principales en todos los puntos interiores de un modelo bidimensio-
nal y, en muchos casos, suministra una informacion completa de las tensiones en el contor-
no. Conocida la diferencia de tensiones principales, la determinacion de la suma de las
mismas supone un medio efectivo de evaluar las tensiones principales individuales.

2.1. Método de separacion analitica

Consiste en resolver analiticamente la ecuacion de Laplace por separacion de variables. Se
obtiene un desarrollo en serie de funciones armonicas.
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2.2, Método de los cuatro puntos de influencia

Los métodos numéricos pueden utilizarse para resolver con mucha exactitud la ecuacion de
Laplace. El que se va a describir consiste en un procedimiento iterativo por el cual los
valores estimados de la funcién armoénica en los puntos de interés de una malla son sistema-
ticamente mejorados basandose en el hecho de que el valor de la funcion en cualquier punto
depende de los valores de la misma en los puntos cercanos. Partiendo de la condiciéon de
compatibilidad y tomando ecuaciones en diferencias finitas se obtiene la siguiente relacion
basica entre los valores de la funcion en diferentes puntos:

P =Cip + Cypy + C393 + Cyhy (12.10.4)

siendo C,, C,, C; y C, constantes.

¥y
2(0,b)
2(0.0) .
3(—¢0) 1{a,0)
o 40, ~d)

Figura 12.26.

Esta ecuacion se conoce como la de los cuatro puntos de influencia. Las constantes
tienen los valores:

co- hed o acd
U bd + ac)a + o) T 2 (bd + ac)(b + d)
(12.10.5)
abd ) abc

C e C
P (bd + ac)(c + a) Y (bd + ac)(d + b)

Una vez que se ha establecido la malla y se han evaluado las constantes asociadas a cada
punto, los valores del contorno conocidos pueden asignarse a todos los puntos de intersec-
cion de la malla con el contorno.

Asimismo, se asignan los valores estimados o conocidos correspondientes a puntos
del interior. Recorriendo la malla segiin una secuencia definida y utilizando la ecuacion
(12.10.4) se aproxima el valor en cada punto interior a la solucion real. El proceso contintia
hasta que los valores se hacen estacionarios o hasta que las correcciones no los alteran mas
de una cantidad predeterminada. A partir de ahi puede obtenerse una mayor aproximacion
utilizando una malla mas fina.
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2.3. Meétodo eléctrico-analdgico

Esta basado en el hecho de que la distribucion de potencial electrostatico en una region de
conductividad uniforme limitada por contornos de potencial conocido, esta regida por la
ecuacion de Laplace de analoga forma a como lo esta la suma de tensiones principales en un
estado de tension plana.

3. Meétodos basados en la deformacién transversal

La deformacion en una direccion perpendicular a la superficie de un modelo sometido a
tension plana puede expresarse por:

{
£ = K (o

=z E nx {”—| N (Tgl ([2‘!0‘6]

) .
+ a,,) = — —
mny E’,

Por tanto, puede obtenerse la suma de tensiones principales si ¢l cambio de espesor del
modelo, como consecuencia de las cargas aplicadas, puede medirse con exactitud en el pun-
to de interés. El procedimiento requiere un util de gran sensibilidad, dado que los cambios
de espesor raramente superan unas pocas centésimas de milimetro.

3.1.  Extensometro lateral

Es un micrometro o capilar extremadamente sensible. Es dificil de posicionar y de utilizar si
la geometria del modelo es complicada. Solo es recomendable en situaciones especiales en
que se precisan datos de un punto especifico.

3.2, Interferometros opticos

Se obtienen con ellos las franjas de interferencia Optica entre los rayos de luz reflejada de la
superficie del modelo y los de un plano 6ptico auxiliar cercano a la superficie del modelo.

Dichas franjas de interferencia son el lugar geométrico de los puntos de espesor constan-
te y, en consecuencia, pueden utilizarse para determinar la suma de tensiones principales.
Este método requiere medios adecuados para localizar y fijar la posicion del plano optico
respecto del modelo, asi como una superficie del modelo opticamente uniforme para evitar
la aparicion de espectros de franjas iniciales.

3.2, Método de la incidencia oblicua

Al girar el modelo dentro del polariscopio de forma que la luz pase con un determinado
angulo, se obtiene un espectro de isocromaticas de incidencia oblicua. Este espectro de
incidencia oblicua suministra datos adicionales que pueden ser empleados para separar las
tensiones principales.

12.11. Otros métodos experimentales

Como hemos visto anteriormente la informacion suministrada por el banco fotoelastico es
insuficiente para calcular las tensiones principales en cualquier punto del modelo. Ademas
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de los métodos complementarios para separar estas, descritos en el epigrafe anterior, se
utilizan métodos especiales entre los que cabrian destacar los del método del Moiré¢, de
fotoelasticidad tridimensional, de recubrimientos fotoelasticos, de lacas y barnices fragiles y.
finalmente, los métodos interferométricos. De todos ellos haremos una muy breve descrip-
cion, remitiendo al lector interesado en el conocimiento de ellos, a obras especializadas.

1. Meétodo del Moiré

Cuando se superponen dos conjuntos de lineas muy proximas y se observan con luz trans-
mitida o reflejada se produce un fenomeno optico denominado efecto moiré.

El fundamento se pone de manifiesto en la Figura 12.27: una de las redes de lineas (red
del modelo) se coloca sobre la superficie del modelo, mientras otra red de referencia, gene-
ralmente del mismo numero de lineas por unidad de longitud, se coloca paralela y proxima
a la del modelo.

o Red del modelo Red del modelo
Luz incidente // sin deformar _deformada

/] |/
i e K7

Bz 1]

Red de referencia

a) b)

L

Figura 12.27.

Sin cargar el modelo, la luz que atraviesa las dos redes es constante en toda la superficie
(Fig. 12.27a).

Cuando se carga el modelo (Fig. 12.27h), la red de lineas adheridas al mismo experimen-
ta las mismas deformaciones que éste. Como la red de referencia no cambia, la variacion
relativa de ambas redes hara que se produzcan unas franjas de interferencia denominadas
moiré, cuando se transmite luz entre las dos redes de lineas. La deformacion longitudinal
sera:

(12.11.1)

es decir, la deformacion unitaria se calcula midiendo el ancho de la franja de moiré d , pues p
es la distancia entre los ejes de dos lineas de la red de referencia, que es conocida.

2. Fotoelasticidad tridimensional

La aplicacion de la fotoelasticidad al estudio de los estados tensionales tridimensionales se
hace mediante el método de las «tensiones congeladas». Esta basado este método en la
propiedad que tienen ciertos materiales Opticamente sensibles, como la baquelita, de con-
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servar la deformacion y las caracteristicas de birrefringencia accidental cuando se les somete
a un templado en estado de compresion y después se descargan.

Esta técnica se aplica cortando en planchas finas el modelo tridimensional y analizando
éstas mediante procedimientos analogos a los empleados en fotoelasticidad bidimensional.

3. Recubrimientos fotoelisticos

Con este método no es necesario construir un modelo de la parte que se desea analizar, ya
que es la misma pieza la que se utiliza. Sobre ella y en la zona que interese se adhiere una
capa delgada de material birrefringente. El método necesita utilizar un polariscopio especial
de reflexion que permite observar los fendmenos fotoelasticos, ya que el material de la pieza
que analicemos serd. por regla general, opaco.

_ Pantalla

Figura 12.28.

En la Figura 12.28 se indica esquematicamente la disposicion del recubrimiento foto-
elastico, asi como el polariscopio especial a que nos hemos referido.

La aplicacion de la formula (12.8.14) a la capa fotoelastica, teniendo en cuenta que la luz
recorre dos veces el espesor t de la misma, es:

(0, — 0,), = — (12.11.2)

y por las leyes de Hooke, las deformaciones principales unitarias son:

g = £ (6, — p, 05),

¢

(0, — u.0,),

Nh
1
oy | —
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Restando miembro a miembro, queda

I+ u
& — & = T((}'1 — 0,), (12.11.3)

.
De forma analoga, para la superficie, tendriamos:

I+ u,
& — & = T'u“(rrl — a,), (12.11.4)

5
Se ha demostrado que las deformaciones unitarias de la capa coinciden exactamente con
las de la pieza que se analiza, cuando no se presentan tensiones de cortadura en la superficie
de separacion entre la pieza y la capa de recubrimiento. En este caso, incluso, no hay limita-
cion para el espesor t de la misma.
Igualando las expresiones (12.11.3) y (12.11.4), se tiene:

I + pu, I+ p
—ES""'{JI —0,) = TS{GI — 03)
de donde
E. 1 + pn
(6, —ay), = = ——teg — 0 (12.11.5)

OE 1 4 o -

expresion que nos permite calcular la diferencia de tensiones principales en los puntos de la
superficie no cargada, en funcion de las diferencias de las que existen en el estado tensional
plano creado en la capa y que podemos medir mediante el polariscopio de reflexion.

4. Lacas y barnices fragiles

Consiste esta técnica en recubrir la pieza que se quiere ensayar mediante un barniz que una
vez seco acompana a la pieza en su deformacion superficial. La observacion de las grietas
que presenta la capa de barniz nos da informacion sobre el estado de deformacion en los
puntos de la superficie de la pieza que se ensaya.

El espesor del recubrimiento del barniz suele variar entre 0,10 y 0,15 mm. Se admiten las
hipotesis de que el barniz aplicado no disminuye la deformabilidad de la pieza y que el
estado de deformacion superficial de ésta se manifiesta de forma idéntica en el barniz.

Se han dado diversas leyes para explicar el comportamiento de los barnices fragiles. Una
de ellas es la que nos da la tension en un estado de traccion monoaxial

og=Feg, (12.11.6)
siendo ¢ la tension de traccion en la pieza, en los puntos extremos de las grietas del barniz;

E, el modulo de elasticidad del material de la pieza; ¢, la deformacion critica en el barniz,
obtenida mediante un ensayo de traccion monoaxial.
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Las direcciones de las grietas son, generalmente, perpendiculares a las direcciones de las
maximas deformaciones principales a traccion.

Esto es asi en estados tensionales de traccion monoaxial. En el caso de estados bidimen-
sionales es necesario modificar la ecuacion anterior para que exprese correctamente la ley
de rotura de los barnices fragiles.

5. Meétodos interferométricos

Estan basados estos métodos en los fenomenos de interferencias. Entre ellos, hay algunos
que proporcionan los valores de la suma de las tensiones principales 0, + @, en los puntos
del modelo.

Pero otros permiten determinar las tensiones principales individualmente, mediante la
medida punto por punto de la diferencia de caminos opticos con la utilizacion de un interfe-
rometro.

El procedimiento seguido se basa en las ecuaciones de Favre

5, =(ao, + boye ; 0, =(aad, + b a,e o (12.11.7)

en las que 8, y J, son los retardos absolutos, a y b constantes opticas del material del
modelo y e el espesor del mismo.
De estas ecuaciones se obtienen directamente los valores de las tensiones principales

ad, — b o, a o, — b o,
_ 2 a2 - 1 12.11.8
%1 e(a* — b?) 72 ela? — b?) [ )
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